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Die in den letzten Jahrzehnten erschienenen Lehrbiicher der allgemeinen 
Arithmetik und Algebra enthalten zwar grösstenteils ein den kombinatorischen 
Operationen gewidmetes Kapitel, der Gegenstand wird aber darin meistens nnr 
sehr summarisch behandelt, indem selten mehr als die Bildungsweise der Kom- 
plexionen und die Aufsuchung ihrer Anzahl für den einfachsten Fall mitgeteilt 
wird* Und doch verdient dieser Zweig der allgemeinen Arithmetik wohl bessere 
Berücksichtigung; denn wenn auch die früher viel begangenen Wege der „kom- 
binatorischen Analysis^^ von den heutigen Mathematikern fast ganz verlassen 
worden sind, so bildet die Kombinationslehre doch immer die wesentlichste 
Yoraussetzung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, so dass in der That die Beant^ 
w^ortang einer jeden kombinatorischen Frage zugleich eine Reihe von Problemen 
über die Wahrscheinlichkeit löst. Aber hierin sind gerade diejenigen Fälle die 
firuchtbarsten, welche gewisse Beschränkungen voraussetzen und in den mathe- 
matischen Lehrbüchern gewöhnlich gar nicht berührt werden. Es möchte des- 
halb den lernenden Freunden der Mathematik nicht unwillkommen sein, im 
folgenden eine umfassendere Behandlung des Gegenstandes zu finden, ver- 
bunden mit einer grossen Anzahl von Aufgaben, welche die vielfache 
Verwendbarkeit der vorgetragenen Lehren darthun werden. Meines Wissens ist 
bisher eine derartige Bearbeitung der kombinatorischen Operationen nicht vor- 
handen; die Materialien hiezu sind in verschiedenen Zeitschriften über längere 
Zeiträume zerstreut und deshalb nicht jedermann zugänglich. Ich ei'^vähne als 
Quellen insbesondere die AnfsätÄe von Stern^ Weiss, Oettinger,Cantor u.a. 
m Grelles Journal, Grunerts Archiv und der Zeitschrift fiir Mathematik und Phjik 
von Schlömileh, Kahl und Cantor, Auch die is^ouv- Ann. de mathem. par Terquem 
et Gerono haben mau che Anregung geboten. Die Aufgaben sind fast durchaus 
neu angefertigt und nur wenige derselben (besonders über Anagramme), der 
bekannten Sammlung von Heis entnommen. 

Eine Anzahl Druckfehler und Schreib versehen, welche durch die beschleunigte 
FertipteUung des Buches stehen geblieben sind, bitte ich vor dem Gebrauchie 
korrigieren zu wollen. (Siehe Druckfehler-Berichtigungen, S, 299.) 
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Preisgekröiit in Frankfurt a. H. 1^1. 



Der auBftthrUche Prospekt and das ansftthrllche Inhalts- 
[enseichnis der „TollBtändig gelösten AnfgabensammJnng von 

Ad* Kleyer" kann von jeder Buchliandlang, sowie von der 
ferlagphaEdlnng gratig und portofrei bezogen werden, 

Bemerkt sei Ider nur: 

1)^ Jedes Heft wi anfgeschnitteoi and gut brocbiert um den ■ofortigen und dauern* 

den Gebratieli zu gestatten. 
%X Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inli&ltSTerzeiclinlfl, Benchtignogeti 

und Erklärcmgeii am ScIilasBe desselben. 
8), Ant jedes einzelne Kapitel kann abonoiert werden. 

I). MonatUck erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abozmeroentapreiie von 25 Ffg. pro Heft 
6). Die Beihenfolge der Hefte im uacbstehenden, knrz angedeuteten InkaltsYer- 

seichiiis ist^ wie aiu dem Prospekt ergiobtlicli , ohne jede Bedeutung 

für die Literessenten. 

Daa Werk enthält AHeii was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 

bedehti alle Lehrsätze, Formeln nnd Hegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 

Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen tingelöster analoger Auf- 

gaben nnd vielen vortrefflichen Figuren. 

17). Das Werk ist eiB praktiaoliea Lebrbuck für Schüler aUer Schulen, dt« 
bette Handbuch für Lehrer und Examinatoren, daa vorKÜglichste Xiehrbueh 
nun Selbitatudiunit daa TortrafElichite Naohaohlagebuoh f^ Fadileute nnd 
Techniker jeder Art, 
S). AUe BucIihaDdlangeQ nehmeu BesteUnngen entgeges. 



0). 



^r Das vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

iQQ durch jede Bachband lang bezogen werden. 



m. 



HalbjShrnch erscheinen Nachtrage Uher die iniwiichen neu erschienenen Hefte, 
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mit 

iBlisliii onA SntwlcUnDji der iMnntitAii SStie, Formeln, Bflgeln, io Fragen and intiortes 

erläatert durch 

viele HolzsclmiUe & litliograpii. Tafeln, 

«ni allen Zweigen 

iöf Eeeheulmigt, der niederen (Äliöbra, Planiinetrie, Stereometriej ebeneB n. iph&rticlieii 

lilgoiiometriej syntheti Beben Geometrie etc) a, b Oberen Matbematllt (b obere AlDäIjuii, 

Diimrentia]* u. Integral -Recbnung, analytische Geometrie der Ebene Up des Raumei etc); — 

atii allen Zweigen der Pbyflllr, M^cbanlb, Rraijbo^tütib , Chemte, Oeodfisie^ Kaittik, 
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Sehftler, Studiereflde, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, MilitÄrs eU, 

zum einzig rieh ti gen und erfolgreichen 

Studium, «or Forthfilte bei Scbnlarbeiten nnd znr rfitlonelleB Verwertung 

der exakten Wissen Schäften, 
heraasgei^ehen you 

Dr. Adolph Rleyer^ 
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Die Lehre von den kombinatorischen Operationen. 

(Pt^rmutsiiioiii Koiiihiiiation, Varialioii.j 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. H. Stiinilaeher« 

Seite 1 — 16* 
Inhali: 

iJla liobT« von doli kombinfttortaüLan ÜpBr»tioueri. — Von den ParinntJiiioutn, ^ Pemiuttitiünqii ebne 

Wi4d«Tlio]at]g^ 

''r' 

Stattirart 1893. 
Verlag von JulUis Mai er. 



Ott voll^lftodig» Itihaltivdrzaichnit der bit jelzl 6rtchi6n«nin Htfti^bann 
darch jedd BychHandtufiii btzogtn werd0fi. 



W Preisgekrönt in Frankfur t a, M. 1881. 

I PROSPEKT. 

I DieB6B Werk, welchem kein abnUclies zur Seite iteht, eracbeint monatlicli in S — 4 

Heftea su dem btlllgen Prebe von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wicbtig- 
«en und praktiacbeten Aufgaben aus dem Gesamt^ebiete der Matheznallb ^ Phjilbj 
iHecbaniki math» Oeagrapitle, Astronomie ^ des MaBchineii-i Straaaea-^ EtseDbabu-, 
rartteken»' und Uocbbaues, des konstrabtireu ZelcbnetiB etc. etc. und zwar in ToUatändig 
Kel^ster Fortui mit Tieleu Flgurea^ Er&larangeii nebst Angabe und Entwickelan^ der 
BieDatxteu SätKfi| Formeini Beteln iu Fra^tsn mit AatTrarten etc., so dass die Lösung 
pe derma an verständlich aeiu kanUi bezw, wird, wenn eine gröBsere Auzabl der Hefte er- 
Bchienen iat, da dieselben »leb In ihreir 6teaamtbeit ergänsen und alsdaun auch alle 
pFeile der reinen und angewandten Matbei^atik — nach boBonderen selbatändigen Kapiteln 
luigeordnet — vorliegen* 

■ Faat jedem Hefte ist ein Anhang* von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
«genen Ldaung (in analoger Form wie die bessaglicben gelösten Aufgaben) des Studierenden 
bberlassen bleiben ^ und zugleich vun den Herren Lehrern für den Scbnlnnterricht benutxt 
prerden können. Die LdBungeo hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand dei 
KiebrerB erachelnen. Am Scblasse eines jeden Kf^pitels gelangen: Titelblatt, Inbaitt Verzeich- 
nis, ßerichtigungen und erläuternde ErklärungeL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

■ Das Werk behandelt ^unaehat den Hauptbestandteil des m atbematisch-nat ur wissen- 
pebaftlicben Unterrichtsplanes folgender Schulen; Eenlsebnlen L und II. Ordn*^ gleicb^- 
plierecbtlgten höheren Biirger^ehnlen, Prlratgcbuieni Symnaaien, Real gjinna Bleu , Pro* 
Mjtnnasleu, SchnUebrer-Seuiinaren^ FoljteGlinikeß , Teehnlkeut Baugreirerkachuleoi 
Hewerbescbaleiii Hfiudel»»ebnlcn, teobD. Torbereltungascbuleti aller Arten, gewerblloiie 
P'ortblldungBSGbnleny Akademien, Ünlf^rsit fiten, Land- and Forstvflagengchaft^s^cbnlen, 
ntlUtärsicbulen, Torbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B, für das Eii^'ährlg'-Frei' 
Kprtllige* und Offiisfera-Examen etc. 

I Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der matbema tischen, tecbniachen und 

ptotur wissenschaftlichen Fächer werden durch diesei Beliritt für Sobrltt geli>»t6, Aufgaben* 

"Sammlung Immenrälirend an ihre in der Schule erworbenen oder nur geborten Theorien etc> 

erinnert und wird ibnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Ldaungen der* 

jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 

auch die Überaus g^ros^e Frnchtbarkett der mathematischen Wistenscbaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabenaammlung eine kräftige Stütze für den Schul* 
Ünterncht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Diflciplinen — aum AaflÖBeu tqo Aufgraben — in den meiaten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kanu^ hiermit aber dem Schüler bei aemen häuslichen Arbeiten eine voU- 
1 tändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu loseiii die ge- 
hallten Be^in, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und prafc tisch sn Ter werten. Lnst^ Liebe 
nnd Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Archltekteti, Teohnlkern nnd Fachgenossen aller Art, BtÜltärB 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrläehnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch Ihre praktisehen in allen Bernfs- 
iweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
lomit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen nnd weiteren FoFBCbungon geben. 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen enti^egen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Bank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
rerbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen j nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M;, Fisch er feldetraese 16 1 entg^en, tmd wird ^ren Erledigong 
*%iuilichst berücksiehtigt* m^i+i^^^i. "^fC 

Stuttgart ^.^ _^ Ble Yerlftgshandlimg, 
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oder 

die Lehre von den kombinatorischen Operationen. 

(Permutation, Kombination, Variation.) 

Frage 1. Was ist der Gegenstand 
der kombinatorischen Operationen? Antwort. Wenn eine beliebige Anzabl 

gleicliartiger oder verechiedenailiger Dinge 
gegeben ist, so kann die Aufgabe gestellt 
Erkl. 1. Kmbimeren (vom kt. bim, je zwei, ^ßj^^jen, dieselben nach einem gewissen im 
ab^releitet) bemt nraprüngbch ,je zwei Dinge bestimmten Gesetze anzuordnen, oder 

verbinden '% wird aber letzt. Bll^emeic im femne ''y^«"*' - *r i i. t^- * 

von .znsammenitdlen, verbinden-, ohne l^iick- eine gewjsse Menge von den gegebenen Dingen 
5i(!hr. auf die AmM der verbundenen Dinge auf gesetzmässige Art auBZUWäiilen und zu- 
gebranüht, Kombinatorisehe Operation sammenzustellen* Gegenstand d e r k o m - 
fflt also ein „zugammenstellendes Verfahren" ; bin a torischen Operationen ist es nun, 
unter K ni b i na t f> r i k versteht mau die Lehre die einem beliebig gegebenen Gesetze ent- 
von diegen Verfahrungsarten. sprechenden Anordnungen der gegebenen 

Dinge in übersichtlicher und voEständiger 
Weise aufzufinden, und anzugeben, wie viele 
solcher Anordnungen in jedem Falle möglich 
sind» ohne dass es nötig wird, dieselben 
wirklich alle zn bilden. 



Frage 2. Was ist über die geschiclit- 
liclie Entwicklung dieses Teiles der Ma- 
thematik zu merken? 



ErkU 2. Plntarchos, b erühmter Schrift- 
steller, geb. ungefähr 40 n. Chr. zu Chäronea 
in der griechischen Landschaft Böotien. 

X e ö ü k r a t e a , grieobiBcher Philosopht geb. 
xn Ohalcedon S90 v* Chr^^ Schüler des Piaton, 

Aristotöles^ der ber(ihmteste Phüogo|ih des 
Ältertünig, geh. zu Stagira in Maeedonien 3M 
v.Chr., ebenlaUfl Schiller des Platon und Lehrer 
Alexanders des Groa&eui 

Chrjsippoßj griechischer Philosoph , 282 
bis 201> V. Vhr. 

nipparchoa, der gi'öaste Astronom des 
grieebi sehen Altertums voti 100 bis läÖ v* ihr, 
geb* zti Nicäa in Bithynien. 

StttrUdachcr, Kombinatorik. 



Antwort, Die systematische Entwicklung 
und Ausbildnng der Kombinatorik ist erst 
seit dem vorigen Jahrhundert in Angritf ge- 
nommen und im gegenwärtigen vollendet 
worden, doch finden sich Spuien kombina- 
torischer KenntaiBse schon im Altertum. So 
erzählt Plutarch, dass der Philosoph Xeno- 
krates die Anzahl der aas allen Buchstaben 
zusammensetzbaren Silben angegeben habe. 
Wenn die von ihm genannte Zahl auch un- 
richtig istj so kann sie ihrer Grösse wegen 
(über eine Billion) doch keinesfalls durch 
wirkliches Abzählen gefunden sein, sondern 
setzt die Kenntnis einer gewissen Fointel 
voraus, die uns freilich nicht iiherliefeit 
wurde. Auch die Philosophen Aristoteles 
und Ckrysippos beschäftigten sich mit der 
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Aryabhatta (geb. 476 n. Chr.), Brahma- 
gupta (geb. 598 n. Chr.), Bhäskara (geb. 
1114 n. Chr.). 



Erkl. 8. Pascal, Blaise, geb. zu Clermont 
1623, gest. zu Paris 1662, berühmter Mathe- 
matiker. 

Guldin, Paul, geb. 1577 zu St. Gallen, 
gest in Graz 1643. 

van Schooten, Franz, 1620 bis 1661 
Professor in Leyden. 

Wallis, John, geb. zu Ashford 1616, gest. 
in Oxford 1703. 

Bernouilli, Jakob, 1654 bis 1705 in Basel. 

Eni er, Leonhard, einer der grössten deut- 
sehen Mathematiker, geb. in Basel 1707, gest. 
in Petersburg 1783. 

Hindenburg, Karl Friedrich, geb. 1741 
in Dresden, gest. 1808 als Professor in Leipzig. 

Eothe, Heinrich August, geb. zu Dresden 
1773, gest. 1842 als Professor in Erlangen. 

Pf äff, Johann Friedrich, geb. 1765 zu 
Stuttgart, gest. 1825 als Professor in Halle. 

(Bobek, Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung.) 



Anzahl der Möglichkeiten, die aus gegebenen 
Grundannahmen sich ableiten lassen, eben- 
falls eine Aufgabe, die kombinatorische Kennt- 
nisse erfordert. Ebenso werden dem Astro- 
nomen Hipparchos hieher gehörige Berech- 
nungen zugeschrieben. 

Als viel umfassender erweist sich das 
kombinatorische Wissen der allerdings be- 
deutend späteren indischen Mathematiker 
Aryabhatta, Brahmagupta und Bhäskara. 
Sie behandeln Aufgaben über Versetzungen 
ungleicher und teilweise gleicher Gegen- 
stände und andere hieher gehörige Fragen 
einfacherer Art, deren Lösungen richtig* 
(wenn auch ohne Beweis) gegeben werden. 

Im Abendlande findet sich die Behand- 
lung kombinatorischer Probleme erst im 
16. Jahrhundert; so z.B. löst Johann Buteo 
1559 die Aufgabe, wie viele verschiedene 
Würfe mit vier Würfeln möglich seien, 
während im 17. Jahrhundert der Pater Mer- 
senne die möglichen VerbiDÜungen der musi- 
kalischen Töne zu bestimmen sucht. Pascal, 
Guldin, van Schooten behandeln ebenfalls 
Probleme der Kombinationslehre, während 
Wallis und Jakob Bernouilli schon 
ziemlich vollständige Abhandlungen über 
diesen Gegenstand veröffentlichten und sich 
namentlich mit der Anwendung der gefun- 
denen Resultate auf die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung beschäftigten. Auch Leon- 
hard Euler hat Verdienste um die Er- 
weiterung dieser Theorie. Die wichtigsten 
Fortschritte machte dieselbe aber erst durch 
Hindenburg, dem Begründer der „kombi- 
natorischen Analysis", d. h. der Anwendung 
der kombinatorischen Sätze auf die Lehre 
von den Funktionen und unendlichen Eeihen. 
In derselben Richtung waren auch Eothe und 
Pfaff thätig, denen diese Wissenschaft eben- 
falls manche wichtige Erweiterung verdankt. 



Frage 3. Wie viele kombinatorische 
Hauptoperationen werden unterschieden? 



Antwort. Man unterscheidet drei Haupt- 
operationen der Kombinatorik: 

1) das Permutieren, 

2) das Kombinieren (im engeren Sinne) 
und 

3) das Variieren. 

Unterscheidungsmerkmal dieser drei Ope- 
rationen ist das verschiedene Bildungsgesetz, 
das denselben zu Grunde liegt. 



Frage 4. Wie werden die Grössen 
benannt, mit denen sich die Kombina- 
tionslehre beschäftigt und welcher Art 
sind dieselben? 



Antwort. Die Grössen, mit denen sich 
die Kombinationslehre beschäftigt und welche 



Die Lehre fon den komblaatorkchen Operationen. 



a 



ganz beliebige Gegenstände (Dinge, Objekte) 
sein können, werden hier einfach Elemente 
genannt und entweder durch verschiedene 
Buchstaben oder dnrcli Nummern bezeichnet. 
Im allgem einen sind dieselben als unter sich 
vollkommen gleichartig und gleichberechtigt 
zu betrachten und bedürfen weder einer be- 
stimmten Benennung, noch haben sie Zahl- 
werte, weshalb hier das Wort „Kummer** 
statt „Zahl" gebraucht wurde. Ist z. B. von 
vier verschiedenen Personen die Eede, so 
bezeichnet man sie entweder durch die Buch* 
Stäben a, fe, c, d^ oder durch die Nummern 
1, 2j 3, 4, Sind aber mehrere Gruppen 
von Gregenstilnden vorhanden und soll aus* 
gedrückt werden, dass die zu einer Gnippe 
gehörigen Gegenstände unter sich gleichartig^ 
die Gruppen selbst aber ungleichartig sind, 
so bezeichnet man die Elemente gleicher Art 
durch denselben Buchstaben und unterscheidet 
sie durch angehängte Zeiger (Indices). Seien 
z. B» vier weisse Kugeln und drei schwarze 
gegeben, so kann man erstere durch a^, a^, 
öa, a^, letztere durch b^, h^, h^ bezeichnen 
und von einander unterscheiden. 



Frage 5. Wie werden die gesucliteü 
gesetzmässigen Verbindungen der ein- 
zelnea Elemente genannt? 

£rkL 4. Komplcxioa iat vom lat. com- 
plecti „umfassen'', abgeleitet, heiast also „Zu- 
sammenfassung "^ . 

Erkl« 5* Die Formen ahe oder 12^5 sind 
vom niedrigsten Eange; hingegen ist ahd von 
höherem Hange als aht^ oder 12435 von höherem 
Eange als 13345; ebenao sind had und 12453 
von höherem Range als ^hd und 12435. 

Erkl* ß. Die Kompleiionen bestehen nur 
attä nebeneinander gestellten Buchstaben oder 
Nammem ohne arithmetische VerbindungT sind 
al^ nicht als Produkte oder dekadische 
Zahlen an^nBehen (ab wohl ihnen später in 
besonderen Fällen dieser Sinn beigelegt werden 
kann); die Form 1253 wird also ausg^esprochen: 
einSf 2Wei, fünf, drei. 



Antwort, Die gesuchten gesetzmässigen 
Verbindnng'en der g'egebenen Elemente heissen 
Formen oder Eomplexionen. Man unter- 
scheidet die Komplexionen nach ihrem Eange» 
indem man als niediigsten Eang diejenige 
Form ansieht) in welcher die durch Buch- 
staben bezeichneten Elemente in alphabe ti* 
scher Folge (mit a beginnend ohne Auslassung' 
eines Buchstabens) stehen j oder die durch 
Kummern bezeichneten Elemente in der Folge 
der natürlichen Zahlen, mit 1 beginnend» Eine 
Komplesion heisst-von höherem Bange 
als eine andere, wenn in ihr ein späterer 
Buchstabe oder" eine höhere Nummer 
vorkommt als in letzterer, oder wenn ein 
späterer Buchstabe oder eine höhere Nummer 
an einer früheren Stelle steht als in 
dieser 



Frage 6* Wie werden die Kom- 
plexionen in Bezug auf die Anzahl 
der in ihnen vorkommenden Elemente 
benannt? 



ErkL 7. Nebenstehende Benennungen sind 
TOn den Ut. Zahlwörtern unns j,eins"> hini ^je 
»wei^ ambo ^beide", temi ,.je drei^'j quatemi 
^e vier'*, quini ^e fünf" u* s. w, abgeleitet. 



Antwort, In Bezug auf die Anzahl der 
in ihnen enthaltenen Elemente heissen die 
Komplex ionen von der ei'sten, zweiten, drit- 
ten, -* nten Klasse, je nachdem sie ein, 
zwei, drei, -■* oder «Elemente umfassen* 
Die Komplexionen der ersten Klasse heissen 
auch Unionen, die der zweiten Klasse Binionen 
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oder Amben, die der dritten Temionen oder 
Temen, die der vierten Quatemionen oder 
Quatemen, die der fünften Quinionen u. s. w. 



Frage 7. Was sind Komplexionen 
ohne und mit Wiederholung? Antwort Wenn alle Elemente, die in 

einer Eomplezion stehen, von einander ver- 
schieden sind, so hat man eine Komplexion 
ohne Wiederholung, z. B. acef\ kommt aber 
dasselbe Element mehrmals darin vor, so 
heisst sie eine Komplexion mit Wiederholung-, 
z.B. II cdd, 12223. 



A) Von den Permntationen. 

Frage 8. Welches Gesetz liegt der 
Operation des Permutier ens zu Grunde? Antwort. Wenn eine beliebige Zahl von 

Elementen gegeben ist und man verlangt, 

ErkL 8. „Permutation" (vom latein.) heisst dieselben so oft als möglich in jedesmal 

„Vertauschung, Versetzung". anderer Ordnung nebeneinander zu stellen, 

so nennt man diese Operation das Permu- 
Erkl. 8a. Eigentlich kann das Permutieren tieren und die erhaltenen Anordnungen der 
als ein besonderer FaU der in Antwort zu Frage 3 Elemente die Permutationen derselben. 

''^l^.T.^Z^tT ^r^^^'J.^ .Ir.v^l Jö^e Komplexion enthält also sämtliche 
angesenen werden, so dass man nur ziwei , ^^f . , . v .^ ^ . i 

wirkUch verschiedene, kombinatorische Opera- gegebenen Elemente und unterscheidet sich 

tionen anzunehmen hätte. Es ist jedoch (wenig- '^on den ubngen Komplexionen nur durch 

stens in Deutschland) gebräuchlicher geblieben, die Stellung der Elemente. Es gibt Per- 

diesen Fall seines häufigen Vorkommens und mutationen ohne Wiederholung und 

seiner einfacheren Lösung wegen als besondere solche mit Wiederholung (Frage 7). 
Operation aufzufassen. 



a) Permutationen ohne Wiederholung. 

Frage 9. Welche Bezeichnungen 
gelten für die Operation des Permu- Antwort. Die Aufgabe des Permutierens 
tierens ohne Wiederholung? wird durch Vorsetzung des Buchstabens P 

vor die gegebenen Elemente bezeichnet ; z. B. 

Erkl. 9. P(ahcde) wird gelesen: „Permu- bedeutet, dass man alle möglichen verschie- 
tationen der Elemente a, h, c, d, e" ; hingegen denen Anordnungen der Elemente a, ft, c, d, e 
Pn heisst: „Permutationszahl von n Ele- bilden und anschreiben soll. Um anzudeuten, 
menten". dass man nur die Anzahl der möglichen 

Permutationen von n Elementen angeben soll, 
ohne die Komplexionen selbst zu bilden, 
schreibt man: 

Pn 



Frage 10. Wie gross ist die An- 
zahl aller Permutationsformen 

von n Elementen ohne Wieder- * * «x t^- a t,i n t^ x x« 
holunff? Antwort. Die Anzahl aller Permutations- 

° formen von n Elementen ohne Wiederholung 

ist: 

Pn = 1.2.3...n = «! 



Digitized by ViiOOQIC 



Pennutationen ohne Wiederholung. 



ErU. 10. Die abgekürzte Schreibweise: 
n! 
für das Produkt der natürlichen Zahlen von 1 
bis n ist von Kramp (Arithm6tique universelle, 
1808) eingeführt worden und wird gesprochen: 
„n Fakultät«. 

Unter einer „Fakultät" (im allgemeinen) 
versteht man in der Mathematik ein Produkt 
aus Faktoren, die eine arithmetische Progression 
bilden, z. B.: 

(a + h)(a + 2b)(a + Sb)'"(a + nb) 

Häufiger werben jedoch gegenwärtig solche 
allgemeinen Produkte „Faktoriellen" ge- 
nannt, während das Wort „Fakultät" meistens 
auf das Produkt der natürlichen Zahlen ein- 
geschränkt wird. 



ErkL 11. Diese Eekursionsformel kann noch 
in andere Form gebracht werden. Setzt man 
nämlich n — 1 statt n, so wird: 

Pn-i = (n — l)Pn-2 

und addiert man diese Gleichung zu: 
so kommt: 

Pn + Fn-l = nPn^l + (n — l)P«-.2 

oder: 

Pn = {n-' 1) (Pn-1 + Pn-2) 



Beweis. Man denkt sich alle Kom- 
plexionen von n — 1 Elementen gebildet und 
bezeichnet deren noch unbekannte Anzahl 
durch: t> 

■*n — 1 j 

kommt nun ein neues (ntes Element) hinzu, 
so kann dieses in jeder der bisherigen 
Komplexionen an die letzte, vorletzte, dritt- 
letzte u. s. w. bis erste Stelle gesetzt wer- 
den, so dass aus jeder der Pn^i Kom- 
plexionen von n — 1 Elementen dadurch 
n Komplexionen von je n Elementen ent- 
stehen. Demnach ist: 

Pn = n-Pn-i (siehe Erkl. 11) 
Aus dieser allgemeinen Eekursions- 
formel folgen die Beziehungen: 

P, = 2.P, 



P„_i = (n — l)P«-2 
Pn= n.P„-i 
Multipliziert man alle diese Gleichungen, 
so fallen die auf beiden Seiten vorkojnmenden 
Faktoren: 

PjPs-.-P»-! 

aus, und man hat: 

Pn = Pj. 2. 3. ..(w — l)w 
oder, da ein Element natürlich nur eine 
Komplexion bildet, also: 

P, = l 
ist, so folgt: 

Pn = 1-2.3 . . . ?i = n ! (siehe Erkl. 10) 



Frage 11. Wie können die Permu- 
tationen ohne Wiederholung für eine 
beliebige Anzahl von Elementen in ein- 
fachster Weise gebildet werden? 

Erkl. 12. Nachstehend sind sämtliche Kom- 
plexionen von: 

P(1234) 
nach dem in Frage 11 angegebenen Verfahren 
hingeschrieben, wie jede aus der vorhergehenden 
abzuleiten ist: 

1234 2134 3124 4123 

1243 2143 3142 4132 

1324 2314 3214 4213 

1342 2341 3241 4231 

1423 2413 3412 4312 

1432 2431 3421 4321 



Antwort. Man schreibt zuerst die Kom- 
plexion des niedrigsten Banges an, d. h. 
die gegebenen Elemente in natürlicher Ord- 
nung (siehe Frage 5) und leitet daraus die 
übrigen Formen dadurch ab, dass man in 
der zuletzt erhaltenen Komplexion das spä- 
teste Element, auf das noch ein höheres 
folgt, so wenig als möglich erhöht (d. h. 
durch das nächsthöhere unter den noch 
später stehenden Elementen ersetzt) und 
die zur Vollständigkeit der jeweiligen Kom- 
plexion noch fehlenden Elemente in natür- 
licher Ordnung folgen lässt. 

Durch dieses Verfahren entsteht z. B. aus 
der Komplexion: 

1234 
zunächst die Form: 

1243 

und aus dieser wieder: 
1324 
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Erkl. 12 a. Die in nebenstehender Antwort 
beschriebene Anordnung der Komplexionen heisst 
die lexikographische Anordnung, weil 
bei derselben die Elemente so lange als mög- 
lich in alphabetischer Ordnung wie in einem 
Wörterbuche aufeinander folgen. 



Da nämlich in der Form 1243 weder auf 4 
noch unf 3 ein höheres Element mehr folgt, 
so ist 2 das zu erhöhende, welches durch 
das nächsthöhere der späteren Elemente, 
d. h. durch 3 ersetzt wird, während man 
die jetzt noch fehlenden Elemente 2 und 4 
in natürlicher Ordnung folgen lässt; aus 1324 
erhält man nun: 

1342 
u. 8. w. Die Aufstellung der Komplezionen 
ist eine vollständige, sobald man auf 
diese Weise zu einer Form gekommen ist^ 
welche die Elemente in umgekehrter 
Folge enthält wie die erste (hier 4321). 

Bei dieser Bildungs weise der Komplexionen 
bleibt jedes Element so lange an seiner Stelle, 
bis die nachfolgenden auf alle möglichen 
Arten permutiert sind. Für die Elemente 
1, 2, * " n entstehen demnach Pn—i Kom- 
plexionen, die mit 1 beginnen, ebensoviele 
mit 2 begmnende u. s. f., also im ganzen: 

n-Pn^i 
Komplexiouen. Man hat also durch das ge- 
zeigte Verfahren alle überhaupt möglichen 
Permutationsformen gefunden (s. Frage 10). 



Frage 12. Können die Permuta- 
tionen gegebener Elemente noch auf 
andere Weise angeordnet werden, als 
in Frage 11 gezeigt wurde? 



Antwort. Ausser auf vorstehende Art 
können sämtliche Komplexionen auch auf 
andere gesetzmässige Weisen angeordnet 
werden. Es sind in dieser Hinsicht be- 
sonders noch zwei Methoden zu bemerken, 
nach welchen die Komplexionen auseinander 
abgeleitet werden: 

a) durch Vertauschung von jedesmal nur 
zwei Elementen, 

b) durch cyklische Vertauschung. 



Frage 13. Wie werden die Permu- 
tationen gegebener Elemente durch Ver- 
tauschung von nur je zwei Elementen 
erhalten? 

Erkl. 18. Nachstehend folgen sämtliche 

Komplexionen von: 

P(1234) 

durch Vertauschung von jedesmal nur zwei 

Elementen gebildet: 

1234 2431 3124 4321 
1243 2413 3142 4312 
1342 2314 3241 4213 
1324 2341 3214 4231 
1423 2143 3412 4132 
1432 2134 3421 4123 



Antwort. Man geht wieder von der 
Komplexion niedrigsten Eanges aus und 
vertauscht ein möglichst spätes Element 
gegen ein noch späteres, dessen Rang mög- 
lichst wenig von dem des ersteren ver- 
schieden ist (um möglichst wenig grösser 
oder kleiner ist), während man alle übrigen 
Elemente ihre Stellen beibehalten lässt. Auf 
diese Weise erhält man z. B. aus: 

1234 
zuerst die Komplexion: 

1243 
aus dieser: 

1342 ^ T 
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Erkl. 18 a. Im folgenden soll das Verfahren 
des Beweises der Deutlidbkeit wegen anch für 

P(1234) 
durchgeführt werden. Man bildet zuerst (nach 
Frage 13): 

P(234) = 234 342 423 
243 324 432 
und setzt jeder Komplexion 1 vor; hierdurch 
entstehen die Formen vom Kange.l: 
1234 
1243 
1342 
1324 
1423 
1432 
In der letzten Komplexion von P (234) ver- 
tauscht man 2 mit 1, bildet wieder nach Frage 13 : 
P(431) = 431 314 143 
413 341 134 
und setzt jeder dieser Komplexionen 2 vor; 
man hat dann die Formen vom Range 2: 
2431 
2413 
2314 
2341 
2143 
2134 
In der letzten Komplexion von P(431) wird 
nun 3 mit 2 vertauscht und nach Frage 13 
gebildet: 

P(124) = 124 241 412 
142 214 421 
woraus durch Vorsetzung von 3 entstehen: 
3124 
3142 
3241 
3214 
3412 
3421 
Vertauscht man endlich in der letzten Form 
von P(124) 4 mit 3 und bildet nach Frage 11: 
P(321) = 321 213 132 
312 231 123 
so entstehen noch durch Vorsetzung von 4 die 
Komplexionen : 

4321 
4312 
4213 
4231 
4132 
4123 
wodurch alle in Erkl. 11 aufjgestellten Formen 
in derselben Ordnung wieder gefunden sind. 



und hieraus wieder: 

1324 
u. 8. f. Setzt man dieses Verfahren so lange 
als möglich fort, so entstehen dieselben Eom- 
plexionen wie nach dem Mheren, nur in 
anderer Anordnung. 

Beweis. Man zeigt durch wirkliche 
Aufstellung der Eomplexionen, dass die Be- 
hauptung für zwei oder drei Elemente richtig 
ist und wendet dann den Schluss von n auf 
n + 1 an. Für zwei Elemente geben beide 
Methoden übereinstimmend: 
P(12) = 12 
21 
Für drei Elemente erhält man nach 
Frage 10: 

P(123) = 123 213 312 
132 231 321 
Nach der neuen Methode bilde man zu* 
nächst: . 

P(23) == 23 
32 
setze jeder Komplexion das Element 1 vor, 
so hat man: 

123 

132; 

vertausche in der letzten Eomplexion von 

P(23) nämlich in 32 das Element 2 mit 1 und 

setze den dadurch entstehenden Komplexionen: 

31 13 

das Element 2 vor; dies gibt die Formen: 

231 

213. 

Endlich vertausche man in der Komplexion 

13 das Element 3 mit 2, wodurch: 

12 21 

entstehen, denen man das Element 3 vorsetzt 

und dadurch die beiden letzten Komplexionen: 

312 

erhält. ^^^ 

Angenommen, die Uebereinstimmung beider 
Methoden sei nun für n Elemente : 

123... n 
nachgewiesen und es trete jetzt noch ein 
neues Element p hinzu, so bilde man wie 
vorher alle Komplexionen der n Elemente : 

23 ... np 
durch VertauschuDg von nur zwei Elementen 
und setze jeder derselben 1 voraus ; man hat 
dann alle Komplexionen aus n -|- 1 Elementen 
vomEangel und der verlangten Bildungs- 
weise. In der letzten derselben vertausche 
man 2 mit 1, lasse 2 an der Spitze stehen 
und versetze die übrigen n Elemente wieder 
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auf die verlangte Weise, so ergeben sich 
alle Komplexionen der n-j-l Elemente vom 
Eange 2; hierauf vertausche man 2 mit 3 
u. s. w., bis endlich zuletzt p an die Spitze 
der Komplexionen tritt. Durch dieses Ver- 
fahren sind dann auch alle Komplexionen 
der n-\-l Elemente auf die verlangte Weise 
angeordnet. Da aber die so erhaltenen For- 
men für n = 3 mit den aus dem Verfahren 
von Frage 11 entstehenden nach Obigem 
wirklich übereinstimmen, so gilt dasselbe 
jetzt auch für « = 4 und deshalb für « = 5 
u. s. w. 



Frage 14. Was versteht man unter 
cyklischer Vertauschung gegebener 
Elemente? 




Erkl. 14. Cyklisch, vom latein. cyclus, 
griech. xvxXog, heisst „kreisförmig". 

Erkl. 15. Kreisförmig heissen diese 
Permutationen aus folgendem Grunde : Schreibt 
man die Elemente auf dem Umfange eines 
Kreises in gleichen Abständen nach der Rich- 
tung eines Uhrzeigers an und liest dieselben 
in diesem Sinne, wobei man nach jedem Um- 
laufe den Anfang der Ablesung um einen Rang 
zurückverlegt, so erhält man die nebenstehenden 
Resultate (siehe Figur 1). 



Antwort. Die Vertauschung gegebener 
Elemente heisst cyklisch, wenn das letzte 
Element an die Stelle des ersten tritt, das 
erste an die Stelle des zweiten u. s. f., so 
dass alle Elemente um eine Stelle zurück- 
weichen, während das letzte an die Spitze 
kommt, und wenn man dieses VerfeJiren so 
lange fortsetzt, bis wieder die Anordnung 
erscheinen würde, von der man ansgegangen 
ist. Man erhält auf diese Weise z. B. für 
fünf Elemente der Reihe nach: 

12345 

51234 

45123 

34512 

23451 

12345 
Hiermit ist der Cyklus geschlossen, da 
die ursprüngliche Anordnung wieder erhalten 
wurde. 

Offenbar enthält jeder Cyklus ebensoviele 
Komplexionen als Elemente. 



Frage 15. Wie erhält man sämt- 
liche Cyklen; welche aus n Elementen 
zu bilden sind, um daraus alle mög- 
lichen Permutationen der n Elemente 
ableiten zu können? 



Erkl. 16. Die letzten zwei Elemente geben 
den einen Cyklus: 

34 

und dessen Vertauschung: 
43 



Antwort. Man bilde zuerst den Cyklus 
aus den zwei letzten Elementen und per- 
mutiere dieselben; jeder Permutation setze 
man das drittletzte Element vor, so hat man 
die Cyklen für drei Elemente, deren jeder 
wie oben (also cyklisch) zu permutieren ist. 
Wird sämtlichen so erhaltenen Komplexioneu 
das viertletzte Element vorgesetzt, so er- 
geben sich alle Cyklen von vier Elementen, 
die wieder cyklisch vertauscht werden u. s. w. 



I 



Permutationen ohne Wiederholung. 



9 



demnach hat man für drei Elemente die imgi 
Cyklen; 

284 

MB 

cykliach zu vertauschen, woraus die Kom- 
plexionen : 

234 243 

423 und 324 

342 432 

entstehen. Setzt man jeder derfielben das Ele* 
ment 1 vor» so ergehen aicb die in Antwort 
zu Frage 15 angegeheneu Cyklen, deren jeder 
wieder cjklisch zu vertaiiichen ist, um sämt- 
liche Komplex ionen ron vier Kiemen ten zn 
finden» 



Auf diese Weise Mdea sich nach nnd nach 
für die Elemente; 

1234 
folgende Cyklen^ 

1234 

1423 

1342 

1243 

1324 

1432 
Die Ausfülimng siehe in Erkl. 16. 



Frage 16, Wie kann gezeigt wer- 
den , dass man dm^ch cyklische Ver- Antwort. Ans der vorhergehenden Frage 
tauschung in der That alle möglichen in Yerbindimg mit dem Sclilusssatze der Ant- 
Permiitationsformen erhält? wort zu Frage 14 geht hervor, daas man 

erhält: 

ftlr zwei Elemente einen Cyklns^ also 1*2 ^ /g Korapleiionen, 
r *irei „ Pg Cyklen, „ P^'^ = P^ ^ 



vier 



p,i = p. 



demnach allgemein: 
für w Elemente P«_i Cyklen, also /'i-i-^i = P^i Eoraplexiouen, 

libereiEstimmend mit der in Frage 10 ge- 
fundejien Anzahl aJler möglichen Permuta- 
tionsformen. 



Frage 17, Was versteht man unter 
einer Inversion? 



£rkl. 17- Inveraiou kommt vom lat. inversio 
und heisflt „Umkehruüg". 

Erkl* IS* Von allen Komple;sioneii gegebener 
Elemente enthält also nur die niedrigste keine 
Inveraiön; hingegen enthält die des höchsten 
Eauges lauter Inversionen; z. B. 4321 hat 
sechs Inversionen i 4 vor 3, 4 vor 2, 4 vor 1, 
5 vor 2, 3 vor 1, 2 vor 1. Ebenso kommen 
in der Komplesion edcha 10 Inversionen vor, 
von denen e vier, d dreit c zwei, h eine bildet. 



Antwort. Unter einer Inversion zweier 
Elemente vereteht man eine solche Stellung 
derselben, dass ein Element höheren Ranges 
einem aolchen niedrigeren Banges vorans* 
steht; dabei ist es gleichgültig, ob in einer 
Komplesion aus mehreren Elementen die 
beiden fraghchen Elemente unmittelbar anf- 
einander folgen, oder ob noch andere Ele- 
mente zwischen ihnen stehen. In der Kom- 
plexion r 

4132 

sind z, B. vier Inversionen enthalten ; ©B 
steht nämlich: 

1) 4 vor 1 

2) 4 „ 3 

3) 4 „ 2 

4) S „ 2 



Frage 18- Welche Aenderung er- 
leidet die Anzahl der in einer Kom- 

plexion vorkommenden Inversion en, wenn Antwort Wenn in einer Komplesion 
man in derselben nur zwei Elemente irgend zwei beliebige Elemente miteinander 
miteinander vertauscht? vertauscht werden, während alle tibrigen 
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Erkl. 19. Zur Erklärung des zweiten Teiles 
nebenstehenden Beweises diene die Vertauschung 
der Elemente 4 und 2 in der Komplexion: 

143652 
Da zwischen den zu vertauschenden Ele- 
menten drei andere (365) stehen, so kann man 
dieselben auch dadurch in die verlangte Stellung: 

123654 
einrücken lassen, dass man zuerst das Element 4 
mit seinem rechts benachbarten (3+1) mal ver- 
tauscht, wodurch nach und nach folgende Formen 
entstehen : 

134652 



136452 

136542 

136524 
und das Element 4 bereits an die verlangte 
(sechste) Stelle gerückt ist. Vertauscht man 
nun auch das Element 2 mit seinem links 
benachbarten dreimal, so entstehen die Formen: 

136254 

132654 

123654 
und nimmt dasselbe jetzt die verlangte (zweite) 
Stelle ein, während alle übrigen Elemente die 
in der ursprünglichen Form gegebene Stellung 
bewahrt haben. Da nun im ganzen siebenmal 
je zwei benachbarte Elemente vertauscht 
wurden, so hat sich auch die Inversionszahl 
der Komplexion siebenmal um je eine Inversion 
geändert. In der That sind die Inversions- 
zahlen der oben erhaltenen Komplexionen der 
Beihe nach folgende: 

Gegebene Komplex.: 143652 Inversionen: 6 
134652 „ 5 

136452 „ 6 

136542 „ 7 

136524 „ 6 

136254 „ 5 

132654 „ 4 

Gesuchte Komplex.: 123654 „ 3 

Die Anzahl der Inversionen hat sich also um 
6 — 3 = 3 
d. h. um eine ungerade Anzahl geändert. 

Erkl. 20. Die Summe oder Differenz aus 
einer geraden Zahl 2 m und einer ungeraden 
2^-|-l ist stets eine ungerade Zahl: 
2m±{2k + l)=:2(m±k)±l 

Hingegen ist die Summe oder Differenz aus 
einer ungeraden Zahl 2m +1 und einer zweiten 
ungeraden Zahl 2k-\-l stets eine gerade Zahl: 
(2m4-l)4-(2Ä:-hl) = 2(m + fc + l) 
(2w4-l) — (2Ä; + l) = 2(w + Ä:) 
(Vergl. Staudacher, Lehrbuch der Grund- 
rechnungsarten mit Buchstabengrössen, II. Teil, 
Frage 37.) 



Elemente ihre Stellen behalten, so ändert 
sich die Anzahl der vor dieser Vertauschung 
vorhandenen Inversionen stets um eine un- 
gerade Anzahl. 

Beweis. 1) Die vertauschten Elemente 
stehen nebeneinander. 

In diesem Falle ändert sich die Anzahl 
der in der Komplexion vorhandenen Inver- 
sionen offenbar um eine, indem durch die 
Vertauschung der nebeneinander stehenden 
Elemente entweder eine neue Inversion ent- 
stehen oder eine vorhandene verschwinden 
kann. Vertauscht man z. B. in der Kom- 
plexion: 

35241 

die Elemente 2 und 4, so entsteht die neue 
Inversion 4 vor 2; vertauscht man aber die 
Elemente 5 nnd 2, so verschwindet die bis- 
herige Inversion 52 und geht in die natür- 
liche Folge 25 über; alle übrigen vorhan- 
denen Inversionen werden durch eine solche 
Vertauschung nicht berührt. 

2) Die vertauschten Elemente sind durch k 
zwischen ihnen stehende Elemente getrennt. 

In diesem Falle kann man die verlangte 
Aenderung dadurch bewirkt denken, dass 
man das erstere der beiden fraglichen Ele- 
mente k-{-l mal mit seinem rechts benach- 
barten vertauscht und hierauf das andere 
noch kmsl mit seinem links benachbarten; 
auf diese W^eise rücken die beiden Elemente 
in ihre neuen Stellungen ein, nachdem 2ä;-(-1 
Vertauschungen von je zwei unmittelbar 
nebeneinander stehenden Elementen vorge- 
nommen wurden. Da aber jede derartige 
Vertauschnng nach dem ersten Teile dieses 
Beweises die Anzahl der Inversionen um 
eine ändert, so ändert sich durch die 
2^ + 1 Vertauschungen die Inversionszahl 
2^-|-l^al um 1, d. h. im ganzen um eine 
ungerade Anzahl (denn 2^-|-l kann nur 
eine ungerade Zahl vorstellen). War dem- 
nach die Anzahl der Inversionen in der ge- 
gebenen Komplexion vor der Vertauschung 
der beiden Elemente gerade, so ist sie 
nach der Vertauschung ungerade und 
umgekehrt (s. Erkl. 20). 
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Erkl. 21. Werden s&tntlkhe Pennutatdonen 
beliebiger Elemente nach dem in Frage 13 ge- 
zeigten Verfabren (Yertauschung toxi je zwei 
Elementeu) entwickeUi so ist die Anzabl 
der Inversionen in den einzelnen For- 
men die ganze Reihe hindurch ab- 
wechselnd gerade und ungerade. Folgt 
nnmittelbar aus Frage 19, 

Erkl. 22. Unter allen möglichen Permn- 
tationen beliebiger Elemente sind stets ebenso- 
viele roit gerader Inversionszahl als mit unge- 
rader» Folgt aus Torhergehender Erklärungp 

Erkl, 28, Die Anzahl der in den verschie- 
denen Eompieiionen enthaltenen Inversionen 
ist in der Lehre von den Determinanten von 
Wichtigkeit. (YergL Weichold, Lehrbuch der 
Detenninanten, Erkl. 12 bia 16.) 



Frage 19. Wie Tiele IiiTersionen 
sind in sämtliclien Permutationen von 
n Elementen enthalten? 



ErkL 2#. Die in nebenstehender Antwort 
genannten vier Gruppen werden erhalten, wenn 
man die Permutationen von drei Ekmenten vier- 
mal nebeneinander schreibt und den Punkte der 
das vierte Element vorstellt, einmal an die 
letzte Stelle, dann au die vorletzte u. s. w. 
sets^', nämlich: 



123 
132 
281 
21 B 
312 
321 



12 ■ 3 

18*2 
23' 1 
21 . 3 
81 . 2 
32^ 1 



1 - 23 

1 ' 32 

2 ' 31 
2 * 13 
II - 12 

a - 21 



- 123 
^ 132 
' 231 
' 21 B 
. 312 
■321 



Antwort. Die Gesamtzahl sJler Inver- 
sionen, die in allen Permutationen von n Ele- 
na enteu vorkommen^ iet; 

Beweis. Es bezeichne J^ die Anzahl 
sämtlicher Inversionen, die in den Kom- 
plexionen von n Elementen enthalten sind, 
so hat man offenbar sofort: 

Ji = 0, Ja — 1 
denn ein Element kann keine Inversion geben, 
zwei Elemente enthalten die einzige Inver- 
sion 21* 

Bildet man die Permutationen von drei 
Elementen und bezeichnet einstweilen die 
Stellnng des dritten Elementes 3 durch einen 
Punkt, so entstehen drei (iroppen: 
12 - 1-2 12 



21 
welche bereits 



1 



'21 



3J5 



Inversionen enthalten. Wenn nun an Stelle 
des Pnnktes überall das Element 3 gesetzt 
wird, so gibt die erste Gruppe keine neue 
Inversion, jede Komplexion der zweiten 
Gruppe gibt eine neue Inversion, jede der 
dritten Gruppe zwei neue Inversionen, so 
dass im ganzen: 

0-P2H-l-P, + 2P3=(l+2)P3 
neue Inversionen entstehen. Folglich ist: 
J3^3J3 + a+2)A 
Werden nun ebenso die Fei-mutationen 
von vier Elementen gebildet und die Stellung 
des neuen Elementes 4 einstweüen durch 
einen Punkt bezeichnet, so ergeben sich vier 
Gruppen (siehe ErkL 24), ^n welchen jede 
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die vorher gefundenen J^ Inversionen bereits 
enthält, so dass in allen zusammen: 

schon bekannte Inversionen vorkommen* 

Setzt man nun statt des Punktes das 
Element 4, so gibt jede Komplexion: 

der ersten Gruppe keine 
„ zweiten „ eine neue 

„ dritten „ zwei Inversionen, 
„ vierten „ drei j 

so dass insgesamt ist: 

•^4 = 4J3H-(l+2 + 3)P3 

Das Bildungsgesetz der Permutationen 
bleibt auch für fünf und mehr Elemente 
unverändert, und deshalb folgt auch die 
Anzahl der neu auftretenden Inversionen für 
J5 u. s. w., demselben Gesetze, das für Jg 
und J^ gefunden wurde; man hat deshalb 
allgemein: 

= (n + 1) Jn + ^ ^^^ ^^ Pn (siehe Erkl. 25) 

Dividiert man diese Gleichung durch die 
bekannte: 

Pn+i = (n + l)P„ 



so wird: 



Jn-\-\ __ Jn . n 



Pn + l P» ^ 2 

Erkl. 25. Die Reihe der Zahlen: ^^^ wenn hierin für n nach und nach die 

jigigi 1^ Zahlen 1, 2, 3, • • • w gesetzt werden, so er- 

VII i. • Tv *• T 4 • « j ^^It °^i^ die Gleichungen: 

bildet eine „anthmetische Progression", deren ^ 

Summe gleich dem Produkte aus der Anzahl J^ J-^_ , 1_ 

ihrer Glieder (hier n) und der halben Summe p^ "" p^ ' "2" 

des ersten und letzten Gliedes ist, also: 

^ 2 ^« ^2 ^ 

(Vergl. Kleyer, Lehrbuch der arithmetischen j^ _. jli_ _l A 

und geometrischen Progressionen.) P4 P3 ' 2 

Analog ist die Summe der weiter unten 

vorkommenden Eeihe: j^ Jn—i n — 1 

1+2 + 3+. ..+(n-l)= ^^^^>^ 'K==~K~i: + ~2~ 

deren Addition gibt: 

^ = ^ + |[l + 2 + 3+...+(n-l)] 



also: 
oder: 



— = -„(n-l) 
Jn=^-Yn (n — 1) P« 



wie behauptet wurde. 
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Frage 20. Wie lässt sich eine Kom- 
plexion von beliebig gegebener 
Eangzahl Q finden, d. h. angeben, wie 
in der vollstän^gen Entwiddung aller 
Permutationen die ^te Komplexion heisst, 
ohne die vorhergehenden anzuschreiben, 
wenn das Bildungsgesetz von Frage 11 
(lexikographische Anordnung) zu Grunde 
gelegt wird? 



Erkl. 26. Unter den n ! möglichen Eom- 
plexionen beginnen nämlich (n — 1) ! mit dem 
ersten Elemente, ebenso viele mit dem zweiten 
u. s. w. 



ErkL 26 a. Die in nebenstehender Antwort 
bewerkstelligte Aufsuchung der 583. Komplexion 
von P(ahcdef) stellt sich in kürzester Schreib- 
weise folgendermassen dar: 



Vorhandene 
Elemente 


Bangzahl 


Gesuchtes 
Anfangs- 
Element 


0, h, c, d, e, f 

a, &, c, d, f 

0, h, c, d 

a, c, d 

Cd 


583 = 4.120+103 
103 = 4.24+7 
7 = 1.6+1 

1 = 0-2+1 
1 = 0.1 + 1 


e 
f 
h 
a 
c 
d 



Folglich ist die 583. Komplexion: 
efhacd 

Die Divisoren der Rangzahlen (Reste) sind 
der Reihe nach: 

5!, 4!, 3!, 2!, 1 



Erkl. 27. Man kann übrigens auch den 
Rest vollständig vermeiden, wenn man in 
einem solchen Falle den Quotienten um eine 
Einheit kleiner nimmt, als er wirklich wäre, 
wodurch dann ein Rest gleich dem Divisor 
bleibt. Hierdurch werden alle Elemente der 
Komplexion bis zum letzten nach dem 
gleichen Verfahren gefunden. So ist im 
obigen Beispiele statt der letzten Gleichung: 

1 = 1-1 + 
gesetzt worden: 

1 = 0.1 + 1 
und dadurch vollständige Analogie mit den 
vorhergehenden Gleichungen hergestellt. 



Antwort. Wenn die gesuchte Komplexion 
aus n Elementen besteht, so dividiere man die 
gegebene Bangzahl Q durch (n- 1) ! (Erkl. 26) 
und sei der Quotient q^ , der Rest r^. Daraus 
folgt, dass die q^ ersten Elemente bereits 
an der Spitze gestanden haben, ehe die ver- 
langte Komplexion an die Reihe kommt, dass 
dieselbe also das (^+l)te Element an der 
ersten Stelle besitzt und eine der r^ folgenden 
Komplexionen sein muss. 

Um die nächste Stelle zu besetzen, divi- 
diert man den Rest r^ durch (n — 2) ! , so 
gibt der Quotient q^ wieder an, wie viel 
von den noch vorhandenen (n — 1) Elementen 
bereits am Anfange gestanden haben, und 
dass die gesuchte Komplexion mit dem 
(g'3+l)ten dieser n — 1 Elemente beginnt. 
Hiermit ist auch die zweite Stelle besetzt. 
Der Rest r^ zeigt wieder an, dass die ge- 
suchte Komplexion unter den rg folgenden 
enthalten ist. Man dividiert nun vneder r^ 
durch (n — 3) ! , findet dadurch analog wie 
vorher das an die dritte Stelle zu setzende 
Element, und fährt so fort, bis alle Stelleu. 
besetzt sind. 

Ergibt sich irgend ein Rest, etwa: 
rm = 

so ist die letzte der mit dem ^mten noch 
vorhandenen Elemente beginnenden Kom- 
plexionen die gesuchte (siehe Erkl. 27). 

Wenn z. B. die 583. Komplexion der Ele- 
mente : 

ahcdef 

gesucht werden soll, so bilde man, da jedes 
Element 5 ! = 120 mal an erster Stelle stehen 

^^^' 583 = 4.120 + 103 

Die gesuchte Komplexion beginnt also mit 
dem fünften Elemente e. Von den noch ver- 
fügbaren fünf Elementen abcdf kann jedes 
4! = 24 mal zu Anfang stehen, also bildet 

"^'^ 103 = 4.24 + 7 

woraus folgt, dass das fünfte Element f zu 
nehmen und an die zweite Stelle der ge- 
suchten Komplexion zu setzen ist. Es sind 
nun noch vier Elemente ab cd übrig, deren 
jedes 3 ! = 6 mal zu Anfang stehen kann ; 

man bildet: „ ^ ^ i ^ 
7 = 1-6 + 1 

d. h. die gesuchte Komplexion von ab cd 
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begiimt mit dem zweiten Elemente b nnd 
ist die erste von diesen, nämlich: 
hacd 
Die 588. Komplezion von P(ab€def) 
lautet demnach: 
efhacd 



Frage 21, Wie lässt sich die Rang- 
zahl einer gegebenen Komplexion be- 
stimmen, d. h. angeben, die wievielste 
in der vollständigen Entwicklung aller 
Komplexionen die gegebene ist, bei 
lexikographischer Anordnung derselben? 



£rkl. 28. In kürzester DarsteUong wäre 
die Berechnmig der Eangzahl für die Eom- 
plexion : 

efbacd 
auf folgende V^eise anzuordnen : 



Stelle 


Element 


Vorausgehende 




Elemente 


Komplexionen 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 


e 
f 
b 
a 
c 
d 


a, b, c, d 

a, &, c, d 

a 


4.5! = 480 
4.4!= 96 
1.3!= 6 


6. 


Summe = 582 



Eangzahl der gegebenen Eomplexion: 
583 



Antwort. Zur Auflösung dieser Aufgabe 
ist der umgekehrte Weg einzuschlagen, wie 
bei der vorhergehenden Frage; derselbe lässt 
sich am einfachsten an einem Beispiele klar 
machen. Es sei die gegebene Komplexion: 
efbacd 
Da e das fünfte Element unter den ge- 
gebenen ist, so sind bereits: 
4.5 ! = 480 
Komplexionen vorausgegangen, die der Eeihe 
nach mit a, b, c, d begannen, bevor e an 
die Spitze tritt. Die erste Komplexion dieser 
Art ist dann: 

eabcdf 

An zweiter Stelle soll nun f stehen, also 
mässen bereits die Elemente a, &, c, d an 
derselben gestanden haben, d. h. der ersten 
mit ef beginnenden Komplexion gehen: 

4.4! = 96 
andere voraus. Man steht nun bei der 
Komplexion: 

efabcd 

An der dritten Stelle bleibt nun a für: 
1.3! = 6 
Komplexionen, dann folgt: 
efbacd 
welche bereits die gesuchte ist. 

Die Gesamtzahl der vorausgegangenen 
Komplexionen ist demnach: 

480 + 96 + 6 = 582 
also entspricht der gesuchten Komplexion 
die Rangzahl: 

583 



Frage 22. Wie findet man eine 
einzelne Komplexion von gegebener 
Bangzahl, wenn die Anordnung von 
Frage 13 (Vertauschung von nur je 
zwei Elementen) zu Grunde gelegt wird? g^e^^" 

1, 2, 3, ... n 
80 folgen dieselben an erster Stelle 



Antwort Bezeichnet man die Elemente 



m 
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Er kl* 29< Wie man untersuclit, ob die Ver- 
biuduttg der bereiis bestimmten Elemente un- 
geraden oder geraden Hangen ist^ lässt sich 
am besten an einem Beispiele klar machen. 
Man habe z. B. die S58. KoTDple:don der Ele- 
mente : ^ a o * ~ r 
l, 2, 3, 4, o, 6 

zn suchen. Zunächst ist: 

^ = 253 ^ 120-9 + 13 
Die gefachte Kompleiion hat also an erster 
Stelle das dritte Element, d.h. ein Element 
ungeraden Ranges; die zweite Stelle wird 
demnach in steigender Ordnung besetzt dnreh 
die Elemente: 

1, 2, 4, 5, 6 
Nun ist aber; 

13 =r 24-04-13 
demnach ist das erste Element dieser Heibe an 
die zweite Stelle zu setzen^ so dass die gesuchte 
Kompiexiön mit den Elementen: 

31 
beginnt. Der Rang dieser Binion be- 
stimmt sich nun, wenn man bemerkt, dass die 
an der ersten Stelle schon Torausgegangenen 
beiden Elemente (1 und 2) bereits 5'2 Binion en 
ergaben, nämlioh der Reihe naeh: 
12, 13, 14, 15, 16 
2G, 25, 24, 23, 21 
und daas die vorliegende Binion 31 die erste 
mit dem Anfiingselemente 3 i^t ; sie ist also im 
ganzen vom Range: 

5*2 + 1 ^11 
d. h. Ton ungeradem, folglieh sind die Ele- 
mente der dritten Stelle in der steigenden Ord- 
nung: 

ä, 4, 5, 6 

einzuführen* Nun ist wieder der vorige Rest: 

13 = 6'2H-1 
demnach das dritte Element 5 verstehender 
Reihe ausznwählen, so dass die gesuchte Kom- 
ple^on mit den Elementen: 

315 
beginnt* Da jede der 10 Biniomen. welche 31 
rorauagehen, 4 Teinioaen liefert und 315 unter 
den mit 31 heginnenden Ternioueu die dritte 
ist (indem 312 und 314 vorausgehen), so hat 
eie den Rang: 

4a0 + 3 = 43 
d, h* ungeraden, weshalb die für die vierte 
Stelle noch verfügbaren Elemente wieder in 
steigender Ordnung : 

2, 4, 6 

anzuwenden sind* Da ferner der vorige Rest: 

1 = 2-0 + 1, 

so wird die vierte Stelle mit dem ersten der 
vorstehenden Elemente besetzt und man hat 
ntin die Quaternion: 

3152 

Da von den 42 Ternionen, welche 315 vor- 
ausgehen^ jede mit drei noeh vorhandenen Ele- 
menten zvL einer Quatemion verbunden worden 



natürlicher Ordnung, wobei jedes (n — 1) ! mal 
an der Spitee steht. 

An der zweiten Stelle folgen düe 
Elemente (mit Ausschluss des bereits an der 
ersten stehenden) bald in steigender^ bald 
in fallender Ordnung, und zwar steig^end, 
wenn die erste Stelle mit einem Elemente 
ungeraden Ranges besetzt ist; fallend, 
wenn sie ein Element geraden Bandes 
er t hält* Bei Besetzung der zweiten Stelle 
treten also die Elemente in folgender Ord- 
nung auf: 



1. Stelle: 



2. ätelie enthält der Reihe nach 



die Elemente: 

1 2, 3, 4, 5, ■ - (n— 1)t «, jedes (n — 2) ! mal 

2 *^Oi — l), ^^5,4,3,1, „ 

3 1,2,4,5,'^{M--I),n „ 

4 ?^(H^1), ^-5,3,2,1 ^ ^ „ 



Ist nun die gegebene Eangzahl: 
§ = (n — L) 1 q^ + r^ (s. Äutw» zu Frage 20) 
so kommt an die erste Stelle das (s^j + 1) te 
Element der natürliclien Folge 1^ 2, 3, ■ -- n; 
wenn fernere 



ri = {n-2)Ig, + r, 



so erhält die zweite Stelle das {^g4'l)te 
Element aus der für die zweite Stelle gül- 
tigen, oben angegebenen Reihenfolge, die 
steigend oder fallend ist, je nacbdem die 
erste Stelle mit einem Elemente ungeraden 
oder geraden Ranges besetzt wurde. 

Indem man nun zur dritten Stelle über* 
gellt, ist wieder zn beachten, dass anf der- 
selben die noch vorhandenen Elemente wieder 
abweehsebid steigend oder fallend aufeinander 
folgen, je nachdem die Binion, welche die 
erste und zweite Stelle bereits einnimmt, 
von ungeradem oder geradem Range ist 
(siehe Erkl. 29), 

Wenn nun; 

i-,^(n-3)lg, + r, 
so ist an die dritte Stelle das (^s + l)*^ 
Element der Meför gültigen Reihenfolge zu 
setzen* 

Je nachdem die so geftmdene Temion 
(dei' drei ersten Stellen) ungeraden oder 
geraden Eanges isti mössen die für die 
vierte Stelle noch verfügbaren Elemente 
wieder in steigender oder fallender Ordnung 
genommen werden u. s. f , 

Endlich kommt man auf die Zerlegung: 

r«— 3 == S^M— 2-|-r«— 2 

woraus, genau wie für die frülieren Stellen, 

das an drittletzter Stelle zu setzende Element, 

sowie die steigende oder fallende Ordnung 
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ist, bis die vorstehende an die Eeihe kommt, 
und diese selbst die erste der mit 315 be- 
ginnenden Qnatemionen ist, so hat sie den 
Rang-- 3.42 + 1 = 127 

d. h. ungeraden. Die fünfte Stelle wird 
also mit den noch übrigen zwei Elementen in 
der steigenden Ordnung: 

4, 6 
besetzt, und da der vorige Eest: 

1 = 1.0 + 1 
ist, so kommt das erste Element 4 an die 
fünfte Stelle, worauf für die letzte nur noch 
das Element 6 übrig bleibt. Die 253. Kom- 
plexion lautet also vollständig: 
315246 

£rkl* 30* Die kürzeste Darstellung der in 
vorstehender Erklärung ausgeführten Berech- 
nung wäre etwa folgende: 



der beiden für die vorletzte Stelle noch 
übrigen Elemente folgt. 

Fügt man hinzu noch die Gleichung: 

rn— 2 = l-gn— l+rn — 1 

so wird auch die vorletzte Stelle in analoger 
Weise besetzt und hiermit ist die gesuchte 
Eomplexion vollständig gefunden. 

Keiner der während der Eechnung vor- 
kommenden Eeste darf hei diesem Verfahren 
den Wert erhalten; man beohachtet des- 
halb stets die in Erkl. 27 angegebene Eegel. 



Zerlegung der Eangzahl: 



Eeihenfolge der Elemente: 
1) 1, 2, 3, 4, 5, 6 



1) 253 = 120-2 + 13 



2) 
3) 
4) 
5) 
6) 



1, 2, 4, 5, 6 

2, 4, 5, 6 

2,4, 6 

4, 6 



2) 
3) 
4) 
5) 
SteUe 
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 



13 = 24.0 + 13 

13 = 6.2 + 1 

1 = 2-0 + 1 

1 = 1.0 + 1 

Element : 

3 



1 
5 
2 
4 
6 



Eang desselben: =3 

Eang der Binion 31 : • • • 2-5 + 1 = 11 
Eang der Ternion 315: • . 10.4 + 3 = 43 
Eang der Quaternion 3152: 42.3 + 1 = 127 



Gesuchte Komplexion: 315246 



Frage 23, Wie kann zu einer be- 
liebigen gegebenen Komplexion die ent- 
sprechende Rangzahl gefunden werden, 
wenn die in Frage 13 beschriebene 
Anordnung vorausgesetzt wird? 

Erkl* 31. Man stellt neben ausgeführte 
Berechnung am einfachsten in folgender Weise 
dar: 

Gegebene Komplexion 315246. 



Anfangs- 
komplex. 



1)3 

2) 31 . . . 

3) 315 . . 

4) 3152 . 

5) 31523 



Eang 
derselben 



5-2+1=11 
4.104-3=43 
3.42+1=127 



Folge der 

übrigen 

Elemente 



1,2,4,5,6 

2,4,5,6 

2,4,6 

4,6 

6 



Anzahl der 
vorausffeg. 
Komplex. 



2.5! = 240 
0.4!= 
23!= 12 
0-2!= 
0=0 



Summe 252 



Eangzahl der gegebenen Komplexion: 
253 



Antwort Das Verfahren ist die IJm- 
kehrung des in vorhergehender Antwort be- 
schriebenen; seine Anwendung erhellt am 
besten aus einem Beispiele. 
Sei die gegebene Eomplexion: 

315246 
Ehe das Element 3 an die Eeihe kommt, 
sind bereits: 

2-5! = 240 

Komplexionen vorausgegangen, und da das- 
selbe ungeraden Eanges ist, so erschei- 
nen an der zweiten Stelle die übrigen Ele- 
mente in der steigenden Folge: 
1, 2, 4, 5, 6 
Die Anfangsbinion 31 der gegebenen Eom- 
plexion ist demnach die erste, folglich gehen 
ihr keine weiteren Komplexionen voraus. Da 
ihr Eang ungerade ist (siehe Erkl. 29), so 
wird die Eeihenfolge der Elemente an dritter 
Stelle steigend: 

2, 4, 5, 6 

Digitized by ViiOOQIC 






Preiggekront in Frankfurt a> M, 1 881, 
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ron Dr* Ad, Kleyer'^ kann von jeder Buchhandlung, sowie Ton 
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Preisgekrönt in Frankfurt a, M 1881, 



PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnllclieH Kiir Seite ßtelit, ericheiol monatlich in 3—4 
Heftea ssu dem bUIigen Preise von 25 ^ pro Heft und briogt eine Sammlong der wicbtig* 
Bten and praktischsten Aufgaben uns dem Qeaamtgehlete der Mathematik , Phyglk, 
Mechanik j math, Geographie ^ Ai^troitonile ^ dies SCaE^chlaeu- , Strasaeu- , EiHeDbahn-^ 
Brücken- nnd Hochbaues, des kOQstmktlren Zeichnens etc« etc. nnd zwar in Tolletändlg 
gelöster Form^ mit Ttelen Figarea, Brkläran^en nebst Angabe und Eutwlckelanf der 
benutzten Sätze, Formeln, Hegeln in Fragen mit Antworten etCp, so dass die Löennf 
jedermann veritändlich sein kann» bezw. wird, wenn eine grössere Äozahl der Hefte er- 
schleoen Jet, da dieselben sich In Ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathen^tik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben ^ und Eugleicb von den Herren Lehrero für den Schulunterricht benutvl 
werden können. Die Ldsungeu hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erschemen Am Schlüsse eines jeden Kj^pitels gelangen: Titelblatt^ Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtig OD gen und erläuternde ErklämngeL Über das betrelTende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwiaaen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Bchulen: Realseh nlen L nnd U, Ordn«, gleich- 
berechtigten höheren BÜrgerscbnlen, Pri¥atftcbulenj Gymnasien^ RealgjiuiiasIeQ , Pro- 
gymnaalen, Schullehrer- Seminaren, Foljteehniken , Techulkcu, Bange wer kschnlen, 
Gewerbeschulen! Uandelssehuleiif techn. Tctrbereltungaschulen aller Arten, gewerbltclie 
Ferthildutigsschulen, Akademien^ tlnlrersl täten ^ Land- und Forstwlnsensehaftsschnlen, 
Militär schalen, Torbercitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eltg'ährlg-Frei- 
wUlige^ und Ofizlers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden dnrch diese. Sehritt fQr Schritt gelöste, Aufgaben* 
Sammlung Immerwährend an ihre in der Sehnte erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg 2 um unfeblbareu Anfanden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfuugen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die Überaus grosse Fruchtbarkelt der mathem atiseben Wissenschaften vorgeführt« 

Dem Lehrer soll mii dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul - 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Dlsciplinen — xnm Aufl^eu Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
Qbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voU- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lifsen^ die ge- 
habten Hegeln, Formeln, Sät^e etc. aiiin wenden und praktisch zn yerwerten. Lust^ Liebe 
and Yerständnls für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren} Architekten, Teobnikern und Fachgenossen aller Art, Mllitärt 
etc« etc. soll diese Sammlung 2iir Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergesseoen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich dnrch ihre praktischen in allen Beruft- 
iwelg^u Torkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Eraft verleihen und 
iomit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Ferschnngen gebeii. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Eedaktiou entgegengenommen und mit Angabe der Nameo 
verbreitet* — Wünsche, Fragen etc, welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfaaaerj 
Dr* Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wiid^eiren Ecledi^utif 
thonlichsf berücksichtigt r^....., u . ^n - ^ 

Stuttflart. 
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Ke in den Fragen 22 und 23 angegebenen Der gegebenen Anfangsternion 315 gehen 
TBiftlinuigsweisen rühren vom Verfasser her also voraus die Temionen 312, 314 mit zu- 
iier zum ersten male veröffentlicht gammen: 

2-3! = 12 
Eomplexionen. Nach Erkl. 29 ist 315 wieder 
ungeraden Banges, also halten die noch 
übrigen Elemente in der vierten Stelle die 
steigende Reihenfolge: 

2, 4, 6 
ein, so dass 3152 die erste Gruppe umfasst, 
d. h. keine vorausgehende Eomplexion vor- 
handen ist 

Die gegebene Quatemion 3152 ist aber- 
mals ungeraden Banges, die fünfte 
Stelle wird also in der steigenden Ordnung: 

4, 6 
besetzt, d. h. die gegebene Komplexion 315246 
ist die erste dieser Gruppe. Die gesuchte 
Bangzahl wird demnach: 
2.5! + 0.4! + 2.3! + 0.2! + l = 240 + 12 + 1 = 253 



Fra^e 24. Wie findet man eine 
E<anplexion von gegebener Eangzahl Q, 
Ane die übrigen zu bilden, wenn die 
^Uische Anordnung von Frage 15 zu 
wmdg gelegt wird? 

ErU. 32. Keiner der Reste r„, r«— i • • • r, 
hm demnach grösser werden als sem Index, 
IT wird diesem gleich, wenn die entsprechende 
Division anseht, indem man in jedem solchen 
fft&e den Quotienten q um eine Einheit er- 
iiedi%t. 

Siti. 88. Man könnte in analoger Weise 
41dl noch die Gleichung: 

5^2 + 1 = l-3'i + ^i 
isf&gen, welche nichts anders ist als die Iden- 
tSlSt: 

1 = 1; 
km weil ^2 = und r, = 1 (ein Element 
m nur eine Komplexion), so muss auch g'j = 
Söii. Es ist jedoch für das Folgende nicht 
Mg, diese Gleichung wirklieh anzuschreiben. 

ftrkl. 84. Um den Gang der allgemeinen 
iSnmg besser überblicken zu können, soll der- 
sAe an einem Zahlenbeispiele nochmal ent- 
liÄdt werden. Es ist die 587. cjklische Per- 
Vfttation der Elemente ahcdef zu suchen. Man 
U^Mer: 

587 = 6.97 + 5 

Die gesuchte Komplexion gehört also zum 
^ Cyklus von 6 Elementen und ist die 5. des- 
jAen. Um diesen aufzufinden, ist die 98. cy- 
Wche Permutation der fünf Elemente bcdef 
nlnlden und a vorzusetzen; da nun: 
98 = 5.19 + 3 

fftaudacher, Kombinatorik. 



Antwort. Wenn die gegebenen Elemente: 

1, 2, 3, ... n 

sind, 80 ergeben sich (n — 1)! Cyklen von 
je n Elementen, deren jeder mit 1 beginnt 
und n cyklische Permutationen liefert. 

Ist aüso: 

1) Q = nqn-\-rn 
so heisst das: Die gesuchte Kom- 
plexion gehört zum (3^n + l)ten Cy- 
klus und ist die rnte cyklische Per- 
mutation desselben. 

Hierin bedeutet qn die Ganzen, welche 
die Division Q:n ergibt, rn den Rest der- 
selben, welcher nicht grösser als n sein 
kann; würde sich aber: 

ergeben, so wäre die gesuchte Komplexion 
die letzte (d. h. n te) des qn ten Cyklus selbst 
Um nun den Wortausdruck der Gleich. 1) 
auch für diesen Fall beibehalten zu können, 
würde man den Quotienten um eine Einheit 
kleiner nehmen, wodurch dann der Rest 
Tn = n wird. Diese Bemerkung gilt für 
alle Beste r, die im folgenden vorkommen 
werden (s. Erkl. 32). 

I^^r (ö'n+Ote Cyklus von n Elemen- 
ten entsteht aber, wenn man der {qn + 1) ten 
cyklischen Permutation der Elemente: 

2, 3, . . . n 

das Element 1 vorsetzt (siehe Frage 15). 
Es entsteht also nun die Frage: 
„Wie heisst die Permutation von 
der Rangzahl 2'n+l aus n — 1 Ele- 
menten"? ^ T 
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so gehört dieselbe zum 20. Cyklus von 5 Ele- 
menten und ist die dritte dieses Cyklus. Letz- 
terer wird aber gefunden, wenn man der 20. cy- 
klischen Permutation der vier Elemente cdef 
das Element h vorsetzt. Deshalb hat man wieder: 
20 = 4.4 + 4 (s. Erkl. 32) 
5 = 3.1+2 
2 = 2.0 + 2 (s. Erkl. 32) 
Es ist also hier: 

r, = 2 
weshalb man von der zweiten Permutation des 
Cyklus ef, d. h. von fe auszugehen hat, woraus 
der Cyklus: 

dfe 
entsteht. Dessen zweite cyklische Permutation 
ist edf, also der richtige Cyklus von vier Ele- 
menten : 

cedf 
Seine vierte cyklische Permutation wird 
edfc, woraus der Cyklus von fünf Elementen: 

hedfe 
und als dritte cyklische Permutation fched 
entsteht. Die gesuchte Komplexion gehört dem- 
nach zum Cyklus: 

afched 
der gegebenen sechs Elemente und ist seine 
fünfte cyklische Permutation, nämlich: 

chedaf 



welche mit der vorher behandelten dem 
Sinne nach identisch ist, wenn n — 1 statt n 
und ö'n+l statt Q gesetzt wird. Analog 
wie oben setzt man also jetzt: 

2) fi'n + l = (» — l)gn-i + r«-i 

d. h. die gesuchte Permutation gehört dem 
(g'n-i + l)ten Cyklus der n—l Elemente 
2, 3 • • • n an und ist die rn_ite cyklische 
Permutation desselben. Da aber dieser 
(2'„_i + l)te Cyklus wieder dadurch er- 
haltenwird, dass man der (^'h— i + l)ten 
cyklischen Permutation der n — 2 
Elemente: 

3, 4, . . . n 

das Element 2 vorsetzt (s. Frage 15), so 
kann man zur Auffindung der letztgeuannten 
wieder setzen: 

3) gn— 1 + 1 = (n— •2)g«-2 + rn-2 
Fährt man so fort, so kommt man schliess- 
lich auf die Gleichung: 

ffs + l = 2^2 + ^2 
d. h. auf die r2te cyklische Permu- 
tation des (g'2 + l)ten Cyklus der 
zwei Elemente: 

n — 1, n 

Da aber zwei Elemente nur einen Cy- 
klus geben, so muss ^2 = ^ s®^^» während 
^2 den Wert 1 oder 2 haben kann (siehe 
Erkl. 26). Diese Komplexion kann man nun 
sofort hinschreiben; sie ist: 

(n — 1) n 
wenn ^2 = 1 oder: 

n{n — 1) 
wenn r^ = 2. 

Man setzt nun der entsprechenden Kom- 
plexion das Element n — 2 vor, so hat man 
den richtigen Cyklus von drei Elementen, 
von dem man die r^ te cyklische Permutation 
aufsucht, ihr das Element w — 3 vorsetzt u. s. w. 
So erhält man rückwärtsschreitend endlich 
den richtigen {qr + 1) ten Cyklus von n Ele- 
menten, dessen r^te cyklische Permutation 
die gesuchte ist (siehe Erkl. 27). 



Frage 25. Wie kann die Stelle 
jedes einzelnen Elementes in 
einer Komplexion von gegebener Rang- 
zahl Q nach der cyklischen Anordnung 
gefunden werden? 

£rkl. 85. Bei jeder Permutation eines 
Cyklus von k Elementen rückt jedes Element 
um eine Stelle höher (nach rechts); wenn es 
aber nach und nach an der Arten Stelle an- 
gekommen ist, so kann es bei der nächsten Per- 



Antwort. Mit Hilfe der in Frage 24 an- 
gegebenen Zurückführung einer Komplexion 
auf immer engere Cyklen kann auch für 
jedes Element seine Stelle in einer Kom- 
plexion von gegebener Rangzahl gefunden 
werden. 
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mutÄtion nicht auf die (k -|- 1) te Stelle rücken 
(da keine solche vorhanden ist), sondern kommt 
wieder auf die erste Stelle; seine Stellenzahl 
ist also um k erniedrigt. 



Erkl. 36. Für die in Erkl. 34 berechnete 
587. Eomplexion der Elemente ahcdef wurde 
daselbst gefunden: 

r, = 1, r, = 2, r, = 2, 
r^ = 4, r^ = 3, r^ = 5 
In der gesuchten Eomplexion nehmen nun 
die einzelnen Elemente folgende Stellen ein: 
a die Stelle r^ 

« n n »4 + ^5 +»*6 

d y, n ^8 + ^ + ^5 + ^6 

« « V r^ + r^ + r^ + n + r^ 

f « « ^+^2 + ^8 + ^ + ^5 + ^6 
Die Berechnung dieser Summen beginnt man 
bei dem niedrigsten Index. Hier wäre nun 
r,H-r2 ^ 3; da aber diese Summe nicht >2 
werden kann, so sind 2 Einheiten wegzunehmen 
(siehe Antwort zu Frage 22) und ist zu setzen: 

»•1 + ^2 = 1; 
demnach wird: 

also die erlaubte Ziffer hier nicht überschritten. 
Es folgt: 

(rt+r, + r,) + r,^S + 4: 
oder vielmehr, da diese Summe 4 nicht über- 
schreiten darf (also 4 Einheiten wegbleiben 
müssen) : 

»•i + »*2 + '-8 + n = 3 
Dann wird: 

('•, + »-2 + ^8 + n) + n = 3 + 3 
wovon 5 Einheiten wegzunehmen sind, d. h.: 
ri + ri + rs + r^ + r, = 1 
Endlich: 
ir, + r, + r,+r, + r,) + r, = l + 6 = 6 
Überschreitet nicht den erlaubten Betrag. Es 
steht demnach das Element 

f an der Stelle 6 
Ans dem eben Gesagten erhellt, dass man 
zur Berechnung der Eestsummen bei dem Best 
mit kleinstem Index beginnt und addiert, bis 
eiae Summe entsteht, die grösser als der In- 
dex des letzten Summanden wird; von dieser 
lässt man so viel Einheiten weg, als der letzte 
Index enthält, ehe man zum nächsten Sum- 
manden übergeht. Damach wird z. B.: 
r2.+-r3 = 4-3= 1 
(^2 + »-8) + ^4 = l+4-4=l 
(r, + r, + r,) + r, = l + S = 4. 
<^» + ^8 + n + ^5) + »-6 = 4 + 5-6 = 3 
Folglich kommt das Element: 
e an die Stelle 3 



Man beginnt (unter Beibehaltung gleicher 
Bezeichnung wie in voriger Antwort) mit 
dem Cyklus von 2 Elementen: 

(n-l)n 
worin also: 

n — 1 die Stelle 1 

n „ „2 oder r^ + 1 (s. Erkl. 33) 

einnimmt und wovon die r^te Permutation 
zu bilden ist Dadurch ruckt jedes Element 
rg — 1 mal auf die nächsthöhere Stelle, so 
dass nun 

n — 1 die Stelle l-^r^ — 1 = r^ 

W « V n + 1+^2 — 1 =n + ^2 

einnimmt. Da nur zwei Stellen vorhanden 
sind, 80 kann r^ + r^ nicht > 2 werden; bei 
Ueberschreitung dieses Wertes müssen 2 Ein- 
heiten weggelassen werden (siehe Erkl. 85). 
Setzt man, um den Cyklus von 3 Elementen 
zu bilden, der bisher gefundenen Komplexion 
das Element n — 2 vor, so hat nun: 

n — 2 die Stelle 1 

n — l„ „ »*2 + l 

n n « n + ^2 + 1 
und wenn hiervon die r^te cyklische Per- 
mutation gesucht wird, so rücken alle Ele- 
mente um Tg — 1 Stellen höher, so dass nun: 

n — 2 die Stelle r^ 
n-1 „ „ r^ + r^ 

^ n « n + ^2 + n 
einnimmt. Keine dieser Summen kann >3 
sein; würde dieser Wert überschritten, so 
sind 3 Einheiten wegzulassen. Durch Vor- 
setzung des Elementes n — 3 entsteht der 
Cyklus von 4 Elementen, in welchem dem- 
nach: 

n — 3 die Stelle 1 

n-2 „ „ rj + l 

n — 1 „ „ r^ + rg + l 

W n n n+^2 + ^8 + 1 

einnimmt, welche in der zu bildenden r^ten 
cyklischen Permutation sich alle um r^ — 1 
Stellen erhöhen; es hat nun: 

n — 3 die Stelle r^ 

n — 2 „ „ r^ + r^ 

n—ly, „ ^2 + ^3 + ^4 

^ « » n+^2 + »*8 + n 

wobei keine dieser Summen den Wert 4 
überschreiten kann; sonst wären 4 Einheiten 
wegzulassen. 

Hier tritt klar das Gesetz hervor, dass 
in der gesuchten Komplexion (der r„ ten des 
entsprechenden Cyklus aller n Elemente) 
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FerntST findet man ebenso: 

d. h. es kommen die Elemente: 
({ an die Stelle 4 

^ rt n »1 

6 » ,. >, 2 

Die gesuchte Komplexion lautet demnach: 

cbedaf 
wie in Erkl. 27 ebenfalls gefanden wurde. 



1 die Stelle r« 

2 „ „ rn-i+rn 

w „ « '•1+^2+ +^'» 

einnimmt, wobei keine Summe n tiberschreiten 
darf. Ueber die Berechnung derselben siehe 
das Beispiel in Erkl. 36. 



Frage 26, Wie kann für eine be- 
liebig nach der cyklischen Anordnung 
(s. Frage 15) abgeleitete Komplexion 
die zugehörige Rangzahl gefunden 
werden? 

ErkL 87. Aus den Gleichungen 2) erhält 
man durch fortgesetzte Substitutionen: 

q^z= r^— 1 

g, = 3(r,-l) + (r3-l) 

^, = 3.4(r,-l) + 4(r3-l) + (r,-l) 

gn=3.4...(n-l)(r2-l) + 4.5...(»-l) 

(r3-l)+...+(n~l)(rn-2-l)(rn^i-l) 

woraus sodann der in nebenstehender Antwort 

enthaltene Wert der gesuchten Rangzahl Q folgt. 

Erkl. 88« Die praktische Ausführung der 
nötigen Rechnungen erheUt aus folgendem Bei- 
spiele : 

Die Rangzahl der cyklischen Komplexion: 
cbedaf 
anzugeben. (Umkehrung der Aufgabe in Erkl. 36.) 
Die Gleichungen 1) werden hier: 

re = 5 
r, + re = 2 

^4 + »-5 + »-6= 1 

Aus der zweiten folgt: 

r5 = 2 — re = 2 — 5 = — 3 
wegen des negativen Zeichens ist der Index 
des abgezogenen Restes r^ zu addieren, also: 

r, = -3 + 6 = 3 
Femer aus der dritten Gleichung, wenn die 
eingeklammerten Summanden die zu addieren- 
den Indices bedeuten: 

»•4 = l-re-r, = l-5+(6)-3 + (5) = 4 



Antwort Es seien: 

die Stellen, welche die Elemente: 

1, 2, 3 ... » 
in der gegebenen Eomplexion einnehmen; 
nach Frage 25 bestehen sodann die Glei- 
chungen : 

r»— l + rn = S2 
1) rn-2 + rn— l + rn = Sg 

^1 + *2 H h ^n-l + rn = Sn 

Hieraus folgt zuerst der Rest rn, dann 
die übrigen durch successive Subtraktion 
jedes bereits gefundenen Restes in der Ord- 
nung, dass die Indices der Subtrahenden 
abnehmen; sobald sich dabei eine negative 
Differenz oder ergibt, ist der Index des 
zuletzt abgezogenen (bereits bekannten) 
Bestes hinzuzuzählen. Die Rechnung ist 
dann die ümkehrung der in Erkl. 36 aus- 
geführten. Die Werte sämtlicher Reste 
müssen positiv , > und höchstens gleich 
dem zugehörigen Index werden. 

Nachdem diese Werte gefunden sind, er- 
hält man die Rangzahlen {q^, g's ' ' ' ^^ ^^^ 
zugehörigen Cyklen durch die in Frage 24 
aufgestellten Gleichungen: 

32 + 1 = 1-5^1 + ^ 
ffs + l = 2g2 + r, 

2) 

gn+1 = (w — l)3'«-i + r„_i 

Q := nqn-\-rn 

Durch allmähliche Substitution für q^, q^- • 
in die jeweils folgende Gleichung mit der 
Bemerkung, dass: 

grj = und r, = 1 (siehe Erkl. 33) 
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Durch Subtraktion von r^ entsteht nämlich jfindet sich schliesslich: 
die n^ative Differenz- 4 also ist der Index 6 3) ^ = 3.4.5 .. nCr«- l) + 4.5 .. n (r.-l) 
za addieren; die nächste Differenz 2 — r^ = — 3 _i_ r ^ /^ ix V _l L /^ i\ _l -*. 

mu8s ebenso durch Addition des Index 5 po- -i- • • >* (^4 — 1; -h • • ; ;rny**- 1 — 1; -h r» 
sitiv gemacht werden. («1«^« ^^^^- ^^)' 

Die folgenden Gleichungen geben analog: 
r, = 4-re-r,~r,=4-5 + (6)-3-4 + (4) = 2 
r, = 3-r,-r,-r,~rs = 3~5 + (6)-3-4 + (4)-2 + (3) = 2 
r, = 6-r,-r,-r,-r3-r, = 6-5-3 + (5)-4 + (4)-2-2 + (2) = l 

Letztere dient nur als Probe, da in allen 
Fällen 

n = l 
sein nmss (s. Erkl. 33). 

Die Gleichung 3) in nebenstehender Ant- 
wort gibt nun die Eangzahl der Komplexion 
chedaf: 
$ = 3.4.5.6.1 + 4.5.6.1+5.6.3 + 6.2 + 5 = 587 

Will man auch die Eangzahlen der einzelnen 
Cyklen keimen, aus welchen die verlangte 
Koinplexion hervorgeht, so hat man durch die 
Gleichungen 2): 

^3 + 1 = 2-0 + 2 = 2 

g, + l=3.1+2 = 5 

q, + l =4.4 + 4 = 20 

g^ + 1 =5-19 + 3 = 98 
Die in den Fragen 24, 25 und 26 enthal- 
tenen Sätze sind zuerst von Bourget aufgestellt 
worden (Nouv. Ann. d. Math. 1883). 



Frage 27. Was versteht man unter 
absoluten Permutationen und wie 
werden dieselben bezeichnet? 



Antwort. Absolute Permutationen ge- 
gebener Elemente nennt man diejenigen Eom- 
plexionen derselben, in denen kein Element 
an derjenigen Stelle steht, die es in der 
niedrigsten Komplexion eingenommen hat. 

Die vollständige Darstellung der absoluten 
Permutationen der Elemente 1, 2 - - • n be- 
zeichnet man durch: 

"Fil, 2... n) 
die Anzahl derselben einfach durch: 

ap 

analog wie in Frage 9. 



Frage 28. Wie findet man sämt- 
liche absoluten Permutationen gegebener 
Elemente? 



Erkl. 39. Von den in Erkl. 12 angeführten 
Pennutationen von vier Elementen gehören 
nicht zu den absoluten und sind deshalb zu 
streichen : 

1) Alle Komplexionen der ersten Gruppe 
(mit 1 bannend). 



Antwort. Man bildet alle Komplexionen 
der gegebenen Elemente: 

1, 2, 3 ... n 
nach dem in iVage 11 erklärten Verfahren 
und streicht hiervon diejenigen, in welchen 
1 an der ersten Stelle steht, oder 2 an der 
zweiten u. s. w. oder endlich n an der letzten 
Stelle. Die übrigbleibenden Komplexionen 
sind die absoluten. ^ t 
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2) in der zweiten Gruppe die erste und 
letzte (wegen 3) und die erste und dritte 
(wegen 4), 

3) in der dritten Gruppe die dritte und 
vierte (wegen 2) und die erste und dritte 
(wegen 4), 

4) in der vierten Gruppe die dritte und 
vierte (wegen 2) und die zweite und vierte 
(wegen 3), 

Die absoluten Permutationen der Elemente 
1, 2, 3, 4 sind demnacb: 

*P(1, 2, 3, 4) = 2143 3142 4123 
2341 3412 4312 
2413 3421 4321 



Frage 29, Welche Rekursionsformel 
lässt sich für die Anzahl der abso- 
luten Permutationen von n Ele- Antwort. Die Anzahl der absoluten Per- 
menten aufstellen? mutationen von n Elementen wird durch die 

Rekursionsformel : 



Erkl. 40. Die in gegenwärtiger Frage ge- 
fundene Rekursionsformel kann noch in andere 
Form gebracht werden. Es ist nämlich; 

1) «Pn = (n - 1) («Pn-l + ^Pn~2) 

= n «Pn-l + (n - 1) «Pn-2 - "Pn~l 

Da aber nach der bewiesenen Rekursions- 
formel : 

«Pn-i = (W - 2) («Pn-2 + ''Pn-S) 

so wird durch Einsetzen dieses Wertes für das 
letzte Glied der vorhergehenden Gleichung: 

2) «p^ = n«P„-i + (»-!) «Pn-2 - 

(n-2)(«Pn-2 + ''J^n-3) 
= n«p„_l__(n-2).«Pn-3 + ''Pn-2 

Wird hier abermals: 

«P„_2 = (n - 3) (*Pn-3 + ""Pn-i) 

eingesetzt, so folgt nach analoger Reduktion 
wie bei vorhergehender Gleichung: 

3) «Pn = n.«PH-l + (n-3)«P«-4-^Pn-3 

Indem man auf das letzte Glied dieser 
Gleichung wieder die Rekursionsformel an- 
wendet und dieses Verfahren so fortsetzt, er- 
hält man schliesslich, da die Zeichen der zwei 
letzten Glieder in den aufeinanderfolgenden 
Gleichungen 1), 2), 3), • • • fortwährend wechseln: 

a) für ein gerades n: 

«P« = n «Pn-i - 2 «P, + «Pj 

b) für ein ungerades n: 

«Pn = »«Pn-l + 2«P,-«Pa 

oder, da: 

«Pj = und «Pj = 1 
so lassen sich beide Fälle zusammenfassen in 
der Gleichung: 

«Pn = W«Pn~l+(-l)'» 



«Pn = (n - 1) («Pn-l + ''P«-2) 

dargestellt. 

Beweis. Denkt man sich alle Eom- 
plexionen der n Elemente: 
1, 2, ... M 
nach iVage 11 gebildet, so erhält man 
n Gruppen von je (n — 1) ! Komplexionen, 
und die Komplexioneif jeder Gruppe beginnen 
alle mit dem gleichen Elemente. Die erste 
Gruppe (mit dem Element 1 beginnend) ist 
nun sofort zu streichen. Betrachtet man 
irgend eine andere Gruppe, z. B. die mit 
dem Elemente k beginnende, so kann man 
in ihr zweierlei Arten von brauchbaren 
Eomplexionen unterscheiden. Erstens solche, 
in denen das Element 1 an der Ä;ten Stelle 
steht, während die übrigen n — 2 Elemente 
absolut permutiert sind; solcher Eom- 
plexionen gibt es in der Gruppe demnach: 

*Pn-2 

Zweitens Komplexionen, in denen 1 nicht 
mehr an der ^ten Stelle steht, also sämt- 
liche n — 1 Elemente absolut permutiert sind; 
deren Anzahl in der Gruppe ist demnach: 

*Pn-l 

und folglich die Anzahl der absoluten 
Permutationen in der ^ten Gruppe: 

"Pn~l+''Pn-2 

Da aber dieselbe Betrachtung für jede 
der n — 1 Gruppen gilt , die nicht mit 1 
beginnen, so ist die Gesamtzahl aller abso- 
luten Permutationen gegeben durch: 

«Pn = (n -- 1) («Pn-l +''Pn-2) 

wie oben behauptet. C^ r\r\ri\o 
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Diese neue Form der Rekursiunsformel tritt 
für die absoluten PeimütEitionen an die Stelle 
der in Frage 10 für g-ewöhnliche Pemmtationen 
abgeleiteten und unterscheidet sich von dieser 
dnrch den Summaaden: 

(-1)" . 



Diese Gleichung entspricht genau der in 
ErkL 11 abgeleiteten fiir sämtliche Permu- 
tationen. 



Frage 30, Lässt sich auch eine 
indepeödente Formel für die An- 
zahl der absoluten Permiitationen von 
^! Elementen aufstellen? 

Erkl. 41. Nebenstehende Formel lieisst 
independent (d. h. unabhängig), weil man 
mittels derselben "P» berei^hnen kann, oiine 
den Wert von ^'P«— i zu kennen» der bei der 
ßekursionsformel als bekannt voransgeaetzt 
wird, lieber den Unterschied von rekurrieren- 
der nnd independenter Formel siehe anch den 
Band dieser Encyktopädie : Staudacher, Lehr- 
buch der Grundrechnungsarten mit Bnchstaben- 
grüasen, n. Teü, IV. AoBehnitt. 

»Erkl, 42. Ea ist; 
(_ ly = (_ 1) (_ l)n-l = - (- l)H-i 
folglich s wenn man diese Gleichnng mit (— 1) 
multipliziert : 
ErkL 4S, Nachstehend soll zur Erlänterung 
des aUgem einen Beweises die independente 
Formel für ?* — 5 voUatändig abgeleitet wer- 
den \ man hat zunächst : 

P, = 5P, 

'P, = 5 ^P + (-!)& 
P,-"P, = 5(P,-'^PJ + {-l>^ 
Da aber wieder: 

«P,^4^P3 + (-l)^ 



d durch Einsetzung dieses Wertes; 

P,^-F, ^ 5.4 (P, - «P,) + 5 (-1)^ + (^1^-* 
nnd durijh Fortsetzung dieses Terfahrens : 
P,-^P, = 5.4.3 (P,-^"P,) + 5.4 (-1)2 + 

5 H 1)3 + (-1)4 

^ 5*4.3.2(P,--"P,) + 5^4.3(— 1) + 
5*4(^1)^ + 5 (-1)8 + (^1)4 
= 5.4'3'2 — 5-4.3 + 5*4— 5 + 1 

" 2! ^ 3t 4! ^ 61 

Subtrahiert man diese Gleichnng von: 
P, =.5! 



AniwoTl Die Anzahl der absolnten 
Fermutationen von n Elementen wird in- 
dependent ausgedrückt durch die Formel: 

Beweis, Aus der in Frage 10 abge- 
leiteten Rekursionsformel für gewöhnliche 
Permutationen ; 

P„ =znPn-i 
und der in Erkl. 40 für absolute Fermuta- 
tionen gefundenen: 

«P,, = n"P„-j + (-!)» 
folgt dnrch Subtraktion: 

Pn - ^P„ -. n (P,,_ 1 - "P,»- 1) ^ (" ly 

= n (p._i - «p„_.i) + (-y^-A 

(siehe ErkJ. 42) 
Ersetzt man in dieser rekurrierenden 
Formel n durch ?t — 1, so wird analog: 

P«-i-"P«-i - (n^l)(P,,^a — ■'Ph~2) + 

(-1)**-^ 
und wenn dieser Wert in die Yorh ergehen de 
Gleichimg eingesetzt wird: 

P. ^ ''Pn ^ n [(« ^ 1) (P«-2 " ''Pn^2) + 

(--l)«"S] + (^l)«-l 

= n(«-l)(pH-t— ''Pn-2) + 

,j(_l)ii^3 + (_l)«-l 

Hierin kann wieder; 

Pn-2 — "P»-2 ^ (n — 2) (Pn-3 — "P«-3) + 

gesetzt werden, wodurch; 
P„ — "P„ ^n{n-l) (n — 2) (P«- a - ^'P«^ s) + 
«(«^1)(— l>-3 + ft(^l)"-a+{— l)«-i 
erhalten wird* 

Setzt man diese Substitutionen auf .der 
rechten Seite dieser Gleichung fort, so folgt 
allgemein, wenn k eine beliebige ganze Zahl 
<in bedeutet: 

P,-«Prt = «(«-l)(n-2)-^- 

(» - Ä; + 1) {Pn^k — "Pn ^ fr) + 

n(« - 1) (n - 2) . . ^ (n — i + 2) (— 1)«-^ + 

n(n-l)'-(n-h + B) (— 1)^-^+1 + 
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SQ kommt nach Ansscheidong des gemeinschaft- 
lichen Faktors: 

ap _.J l 1.1 1 \ 



= 5.4.3 — 5.4 + 5 — 1 =44 
als Anzahl der absoluten Permntationen 
fünf Elementen. 



von 



Erkl. 44. Die independente Formel für die 
Anzahl der absoluten Permutationen ist zuerst 
von Nik. Bemoulli I. (1687 bis 1759) aufge- 
funden worden. Ueber die Beweise der in den 
Fragen 29 und 30 enthaltenen Sätze vergl. die 
Aufsätze von Seelhorst in Arch. f. Math. u. Ph. 
1884, und S. Kantor in Zeitschr. f. Math. u. Ph. 
1883. Ueber die Anzahl der Permutationen von 
n Elementen, von denen nur m nicht an ihrer 
anfönglichen Stelle stehen, siehe den Abschnitt III 
über die Variationen. 



-'[■ir- 



und hieraus für 

k = n — 1: 

P„-«Pn = n(n-l)(n-2)...2(Pl-^P,) + 
n(n— l)(w— 2)...3(— 1)+ 
n(n — 1) (w — 2) . . . 4(— 1)2-1 

+ W(— l)»-2 4_(_-l)n-l 

oder, da: 

Pi = 1 und ^'Pj = 
ist: 

Pn .— ''Pn = n(n - 1) (n — 2) . . . 2 

— w (n - 1) (n — 2) . . . 3 -f- 
n(n — l)(n — 2)...4H 

+ n(-l)n-2 + (_l)n-l 

, n\ ^^ nl 

-w— -2T + -3T 

Subtrahiert man diese Gleichung von der 
bekannten: 

Pn = n\ (siehe Frage 10) 
und beachtet, dass: 

-_(_l)n-2 = 4-(_l)n-l 

und 

80 folgt: 



■3T+-+(-i)-'-(;r:^ 

entsprechend der Behauptung. 



-(-In) 



wtj 



b) Permutationen mit Wiederholung. 



Frage 31. Was sind Permutationen 
mit Wiederholung? 



Antwort. Permntationen mit Wieder- 
holung nennt man die Versetzungen ge- 
gebener Elemente dann, wenn eines oder 
mehrere der letzteren öfter als einmal in 
jeder Komplexion vorkommen dürfen. 



Frage 32. Welche Bezeichnungen 
gelten für Permutationen mit Wieder- 
holung? 



Antwort. Um anzudeuten, dass ein Ele- 
ment, z. B. a, öfters («mal) in jeder Kom- 
plexion vorkonmien soll, gibt man demselben 
den Exponenten a; im tibrlgen bleibt die 
Bezeichnungsweise von Frage 9 beibehalten. 
Es bedeutet also: 

Pia^^h^cr), 
dass man alle Komplexionen angeben soll, 
die aus den Elementen a, b, c gebildet wer- 
den können, wenn das Element a in jeder 
Komplexion «mal, b in jeder jSnaal, c in 
jeder ymal enthalten ist. Jede K^iimplexion 
besteht also aus « + 13 +X,Eleme^ten. 
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Will man aber nur die Anzahl der 
möglichen Komplexionen ans n Elementen 
bezeichnen, in denen ein gewisses Ele- 
ment amBlf ein anderes ßmaX, ein drittes 
/mal, die übrigen nur je einmal vorkommen 
sollen, so schreibt man: 



Frage 33. Wie viele Komplexionen 
erhält man durch Permutation von n Ele- 
menten, unter denen a gleiche vorkom- 
men? 



Erkl. 45. Statt der einen Komplexion mit 
Wiederholung, z. B.: 

ahaac 
die drei gleiche Elemente enthält, wird man 
3 ! = 6 Komplexionen erhalten, wenn die Ele- 
mente a verschieden wären; nnterscheidet man 
dieselben etwa dnrch aj, a^, «g, so hätte man: 
a^ha^a^c a^ha^a^c a^ha^a^c 
a^ha^a^c a^ha^aiC a^ha^a^c 
welche, wenn die Indices weggelassen werden, 
sämtlich mit obiger Komplexion ahaac zusam- 
menfallen. Das gleiche gilt von jeder Kom- 
plexion mit Wiederholung aus obigen Elementen, 
da jede die drei gleichen Elemente a enthält. 



Antwort. Die Anzahl der Permntations- 
f ormen von n Elementen, unter denen a gleiche 
vorkommen, ist: 

a ! 

Beweis. Die Anzahl der Komplexionen 

wäre: 

n! 

wenn alle Elemente verschieden wären. Wenn 
aber in jeder Form « Elemente gleich wer- 
den, so sind diejenigen Komplexionen iden- 
tisch, die sich anfangs durch die Stellung 
dieser a Elemente unterschieden. Denkt man 
sich nun alle verlangten Komplexionen 
gebildet, so würden umgekehrt aus jeder 
solchen a! entstehen, wenn die gleichen 
Elemente verschieden wären, weil sich letz- 
tere Elemente selbst auf «! Arten permu- 
tieren Hessen. Es ist deshalb: 



oder: 



Pia) ^ n± 



Frage 34. Wie viele Komplexionen 
erhält man durch Permutation von n Ele- 
menten, unter denen mehrere Grup- 
pen gleicher Elemente vorkommen? 

Erkl. 46. Betrachtet manTz. B. unter den in: 
Pia^b^c^d) 
vorkommenden Komplexionen folgende einzelne : 

aahcdchbc 
80 entstehen ans ihr durch Unterscheidung von a^ 
und ttj die 2 ! = 2 Komplexionen : 
a^a^hcdcbbc 
a^a^bcdcbbc 
Unterscheidet man nun b^ h^ b^ , so gibt jede 
dieser Komplexionen 3 ! = 6, die analog wie 
in Erkl. 38 gebildet werden, so dass bereits 
2! 8! = 12 Formen entstanden sind; die erste 
derselben würde sein: 

a^a^b^cdcb^b^c 
Unterscheidet man jetzt die Elemente c in 
Cj, Cj, C3, so gibt nach Erkl. 45 jede der 12 



Antwort. Kommen unter den n gegebenen 
Elementen nicht nur von einer Art a gleiche 
vor, sondern ausserdem ß gleiche Elemente 
einer andern Art, y gleiche einer dritten Art 
u. s. w., so ist die Anzahl der Komplexionen: 



P^(«,/?iy 



•) — : 



a! ß 



! y\ 



Beweis. Wenn die verlangten Kom- 
plexionen alle gebildet sind und man denkt 
sich nun die a gleichen Elemente verschieden, 
so entstehen nach vorhergehendem Satze aus 
jeder ursprünglichen Komplexion deren a\ 
Nimmt man in diesen letzteren jetzt 
auch die ß gleichen Elemente als verschieden 
an, so erhält man wieder aus je einer Kom- 
plexion deren ßl 

Aus jeder ursprünglich verlangten Kom- 
plexion sind also bereits al ß\ Komplexionen 
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genannten Eomplexionen wieder 3 ! = 6, wo- 
nach also im ganzen deren: 

12.6 = 2!3!3! 
entstehen, die sämtlich ans der einzigen Eom- 
plexion : 

aabcdchhc 
hervorgegangen sind. Das gleiche geschieht 
durch Ungleichmachen der Elemente mit jeder 
der verlangten 

p (2, 8, 3) 

Formen, weshalb offenbar: 



p (2, 3, 3) __ ^' — 0520 



sein mnss. 



geworden. Betrachtet man in jeder von 
diesen auch die y gleichen Elemente als 
ungleich, so werden wieder y ! Komplexionen 
aus jeder einzelnen, so dass man im ganzen 
bereits 

« ! ^ ! y ! 

Formen aus jeder ursprünglichen erhalten 
hat. 

Sind endlich alle Elemente als ungleich 
angesehen, so ist die Komplexionszahl n!, 
denmach : 



oder : 



p(«,Äy...)>_ 



! Ä ! V ! . . . 



al ßl y 



Frage 35. Wie werden sämtliche 
Permutationen mit Wiederholung aus 
beliebig gegebenen Elementen in syste- 
matischer Weise gebildet und angeord- 
net? 

£rkl. 47. Es folgen hier die nach neben- 
stehender Begel abgeleiteten Komplexionen: 
P (18 2 32) 

111233 121133 132113 231113 312311 

111323 121313 132131 231131 313112 

111332 121331 132311 231311 313121 

112133 123113 133112 233111 313211 

112313 123131 133121 311123 321113 

112331 123311 133211 311132 321131 

113123 131123 211133 311213 321311 

113132 131132 211313 311231 323111 

113213 131213 211331 311312 331112 

113231 131231 213113 311321 331121 

113312 131312 213131 312113 331211 

113321 131321 213311 312131 332111 



Antwort. Die Bildung und Anordnung 
der Permutationsformen mit Wiederholung 
geschieht ausschliesslich durch ein analoges 
Verfahren wie in Frage 11: 

Man schreibt als erste Komplexion die 
gegebenen Elemente in natürlicher Ordnung 
und leitet die übrigen Formen dadurch ab, 
dass man in der zuletzt erhaltenen Kom- 
plexion jedesmal das späteste Element, 
auf das noch ein höheres folgt, so wenig 
als möglich erhöht (d.h. durch das nächst- 
höhere unter den noch später stehenden 
Elementen ersetzt) und die noch fehlenden 
Elemente in natürlicher Ordnung folgen lässt 



p (3, 2) _ ^- 
^ ~ 3 ! 2 ! 



= 60 



Erkl. 48. Die in den Fragen 13 und 15 
gezeigten Anordnungen der Komplexionen haben, 
hier keine Bedeutung. 



Frage 36. Wie kann die Rangzahl 
einer einzelnen gegebenen Komplexion 
gefunden werden, ohne die übrigen zu 
bilden? 



£r]d. 49. Um die Bangzahl der in der Ent- 
wicklung von: 

P(a3b2c2) 

vorkommenden Eomplexion von 7 Elementen: 
cbcaaba 



Antwort. Aus dem Beispiele in Erkl. 47 
ist ersichtlich, dass sich die Gesamtzahl der 
Permutationen in Gruppen zerlegen lässt; 
alle Komplexionen der ersten Grnppe be- 
ginnen mit dem niedrigsten Elemente, alle 
Formen der zweiten Gruppe mit dem nächst- 
höheren Elemente u. s. w. 

Die Anzahl der jeder Gruppe zugehörigen 
Komplexionen richtet sich darnach, wie oft 
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EU tjeatiwjtneD, ergibt eich naeb nebenstehendef 
Antwort folgende Rechunug: 

1» Stelle a \ ZahJ der Komplexionen von P{a^ }ßc'^) : 

L Stelle &; Zahl der Eompleiionen von P{a^hc^): 

^ß "" a ! 2 t 

Unter den nun folgenden, mit <; beginnenden 
Eomplexionen befindet sich ouch die verlangte. 
Man hält also c an der ersten Stelle fest nnd 
hat nuni 
9. Stelle a j Zahl der Komplexionen von P{a^h^ c) : 

^ ~ 2 ! 2 l 

Die nun folgenden haben bereits das ver- 
biete Element b an der zweiten Stelle. Man 
hält deshalb anch dieses fest und fährt fort; 

^ B, Stelle Äj Zahl der Komplesioiien von P (a^he) : 

^1 — g I - ■L'* 

S.Stelle 1»; Zahl der Komplexionen von F(a^c}: 

'^ " 31 ~ 
Die nun folgende Komplexion heiäst^ 

chcaaüh 
Die nächste: 

cheaaha 

ist die verlangte. Die Anzahl der vorans^ 
gegangenen Komplexionen ist : 

90_^e0 4-30 + 12 + 4 + l z^ 1^7 
alao die Eangzahl der gegebenen Komplexion; 

im 



das an die Spitze kommende Element wieder- 
holbar ist. Um dieselbe 2ti finden, sondert 
man das Element , welches an der ersten 
Stelle stehen soll, ab und bestimmt die Per- 
mutationszahl aller übrigen. So enthält z. B. 
in der Entwicklang: 

wenn a'{-ß-\-y • ■ * ^ ?^ die mit a begin- 
nende Grappe: 

n — 1 

Komplexionen, die mit h beginnende Gruppe 
deren : 

n — 1 

u, a» tj da im ersteren Falle eines der Ele- 
mente a an der ersten Stelle festgelegt istt 
im zweiten Falle eioes der Elemente b u. s. w., 
also jedesmal nnr noch n — l Elemente mit 
Wiederholung permutiert werden können. 
Nachdem man anf diese Weise bis an die 
Grnppe gelangt ist, welche mit dem vor- 
geschriebenen Elemente beginnt, sondert man 
für die zweite Stelle zunächst das Ele- 
ment a, dann h u. s. w. ab und bestimmt 
ähnlich wie für die erste Stelle, wie viele 
Komplcxionen an der zweiten Stelle a oder b 
u- s. w* haben, bis das in der gegebenen Form 
verlangte Element die zweite Stelle ein- 
ninmit* Die Zahl der zu per mutier enden 
Elemente ist hier jedesmal nnr noch n — 2, 
da die erste und zweite Stelle schon besetzt 
sindi Auf diese Art schreitet man nach nnd 
nach bis zu jener Eomplexion fort, welche 
in allen Stellen die verlangten Elemente 
aufweist, Aus dem inErkL49 durchgeführ- 
ten Beispiele wird das ganze Verfahren leicht 
klar werden. 



Frage 37. Wie kann eine einzelne 
Kompleiion von gegebener Rangzahl 
bestiinmt werden ^ ohne die übrigen zu 
bilden? 



Erkl. 50i Es handelt sich in Frage 37 
offenbar um die Umkehrung der Frage 36. 
Zma besseren Verständnisse der allgemeinen 
Lösung soll die 198. Komplesion von P{a^b^c^) 
bestimmt werden. Wie in ErkU 49 hat luan : 

1. Stelle a ; Zahl der Komplexionen = 90 



Summe: 150 

Die gesnchte Komplesion mnss also mit c 
beginnen. Indem man dieses Element absondert, 
ei^ben si^h weiter: 



Antwort. Das zur Eestinmiung einer 
Komplexion von gegebener E angzahl einzn- 
haltende Verfahren ist dem in vorhergehender 
Antwort beschriebenen ganz analog. Man 
sucht zuerst die Anzahl der Komplexionen, 
die das erste, zweite, - * - Element an erster 
Stelle haben, und addiert die gefundenen 
Zahlen; sobald deren Summe die gegebene 
Rangzahl überschreitet, ist man bei dem- 
jenigen Elemente angekommen, das in der 
gesuchten Komplexion die erste Stelle ein- 
nimmt; der letzte Snmmand, welcher die 
Deberschreitung bewirken würde, bleibt also 
weg* Nachdem mm die erste Stelle besetzt 
ist, sucht man die Anzahl def Komplexionen 
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2. Stelle a; Zahl der Eomplexionen = 30 aus den noch übrigen Elementen, welche mit 

2. f, h-, „ „ „ =20 dem ersten, zweiten, • • - Elemente beginnen, 

Die Summe: 150 + 30 + 20 = 200 5°^ ^^^^^F^ dieselben wieder zur vorigen 

^, I. .. X j. v T> ui 1 1. 4. Summe, bis abermals die gegebene Bangzahl 

tiberschreitet die gegebene ßangzahl also hat überschritten wird. Dadurl bestimmt sich 

auch die gesuchte Komplexion das Element h «w«*»^*"*»'«'^" , *^**7'**^" .^ «TTi i 

an zweiter Stelle und die Summe der voraus- ^^ Element, das an die zweite Stelle der 

gegangenen Komplexionen ist: gesuchten Eomplexion zu setzen ist Durch 

150 + 30 = 180 Wiederholung cüeses Verfahrens werden nach 

und nach alle Stellen besetzt, wie aus dem 

3. Stelle a ; Zahl der Komplexionen = 12 in Erkl. 50 durchgeführten Beispiele zu er- 
3. „&;„„ „ =4 sehen ist. 

Summe: 180 + 12 + 4 = 196 

Die 197. Komplexion hat bereits c an dritter 
Stelle und lautet: 

chcaaah 
folglich die 198. Komplexion: 

cbcaaha 
wie in Erkl. 49. 



c) Gelöste Aufgaben über die Permutationen ohne Wiederholung. 

Aufgabe 1. Auf wie viele Arten 
lassen sich sieben verschiedene Elemente Auflösung. Nach Frage 9 ist die ge- 
anordnen? suchte Zahl: 

P, = 7! = 1.2.3.4.5.6.7 = 5040 Arten. 



Aufgabe 2. Sämtliche Permuta- 
tionen der Elemente: 

^^^y Auflösung. Nach dem Verfahren in 

zu bilden nach dem Verfahren von Frage 11 erhält man: 

Urage 11. P{uvxy) ■= uvxy vuxy xuvy yuvx 

uvyx vuyx xuyv yuvx 

uxvy vxuy xvuy yvux 

uxyv vxyu xvyu yvxu 

uyvx vyux xyuv yxuv 

uyxv vyxu xyvu yxvu * 



Aufgabe 3. Wie heisst nach lexiko- 
graphischer Anordnung die erste und 
letzte mit wz beginnende Permutation 

von: Auflösung. Die erste mit «?-e beginnende 

P(uvwxyz)? Komplexion ist: 

Wie die erste und letzte mit zyv ,. , . . wzuvxy 

beginnende? ^^® ^®^^^®- wzyxvu 

Die erste mit zyv beginnende lautet: 
zyvuwx 

die letzte: 

zyvxwu 

da die späteren Elemente immer zuerst in 
natürlicher Ordnung zu setzen sind, und bei 
der letzten Komplexion in umgekehrter Ord- 

— — ^— Digitized by VliOOQlC 



Gelöste Angaben über die Permutationeii ohne Wiederholung. 



29 



Aufgabe 4- Wie viele Permuta- 
tioneü der Elemente: 



beginnen 



1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

1) mit 5, 

2) mit 123, 

3) mit 8642? 



AnfLSsmo^. 1) Mit jedem Elemente be- 
ginnen so viele Pernirttationen , als sich die 
öbrigfen Elemente pernmtieren lassen, also; 

7 ! — 5040 
Komplesionen* 

2) Werden die Elemente 123 am Anfang- 
festgehalten j so lassen sich die übrigen noch 
auf 5! Arten pemjntieren j die Anzahl der 
gesuchten Komplexiouen ist demnach; 

120 

3) Hält man 8642 an der Spitze der 
Komplex ionen fest, so geben die übrigen 
noch: 

4! = 24 
PermntalioDen. 



Aufgabe 5. In wie vielen Permu- 

tationen von acht Elementen stehen die 
Elemente 8, 6, 4, 2 an beKebigen Stellen 
nebeneinander und zwar; 

1) in dieser Ordnung ^ 

2) in beliebiger Ordnung? 



Auflösung* 1) Man betrachtet die un- 
veränderliche Gruppe 8642 als ein einziges 
Element, so sind nur fünf bewegliche Ele- 
mente vorhanden, und die Anzahl ihrer Per- 
mutationen isti 

Pj^ = 5 ! = 120 

2) In jeder von den eben gefundenen 
Komplexionen können die neben ein ander- 
stehenden Elemente 8642 unter sich auf 
41 Arten permntiert werden; die Anzahl 
der gesuchten Komplexionen ist also: 
4 N 5 ! = 2880 



Aufgabe 6. In wie vielen Perrau- 
tationen von neun Elementen stehen 
die Elemente 4, 5, 6 auf der ersten, 
mittleren nnd letzten Stelle: 

1) in dieser Ordnung ^ 

2) in beliebiger Ordnung? 



Auflösung, 1) Da die erste, mittlere 
und letzte Stelle bereits durch 4^ 5 nnd 6 
besetzt sind, so müssen die übrigen sechs 
Stellen durch die Elemente 1, 2, 3, 7\ 8, 9 
in beliebiger Ordnung eingenommen werden^ 
was anf 6! Arten geschehen Itann. 

2) In den eben gefundenen C J Korn- 
plexionen können die Elemente 4^ 5, 6 auf 
der ersten, mittleren und letzten Stelle selbst 
unter sich auf 3f Arten wechseln, so dass 
die gesuchte Anzahl ist; 

a ! 6 i = 4020 
Komplexionen. 
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Aufgabe 7. Alle Permutationen, 
die in: 

P(8tUV) 

enthalten sind, durch Vertauschung von 
je zwei Elementen abzuleiten. 



Auflösung. Nach Frage 13 findet man: 

P(8tUV) = 8tUV tVU8 U8tV VUtS 

8tVU tV8U U8Vt VUSt 

8UVt tUSV UtV8 Vt8U 

8UtV tUV8 Ut8V VtU8 

8VtU t8VU UVSt V8Ut 

SVUt tSUV UVtS V8tU 



Aufgabe 8. Die Elemente: 




ahcdefghik 




cyklisch zu vertauschen; ebenso die 


Auflösung. Nach Frage 14 erhä] 


Elemente: 


1) ahcdefghik fghikahcde 


350176 


kahcdefghi efghikahcd 




ikahcdefgh defghtkahc 




hikahcdefg cdefghikab 




ghikahcdef hcdefghika 




2) 350176 176350 




635017 017635 




763501 501763 



Aufgabe 9. Es sollen alle Cyklen 
gebildet werden, durch deren cykUsche 
Vertauschung sämtliche Permutationen 
der Elemente: 

12345 

sich ergeben. 



Auflösung. Man bildet zuerst den (ein- 
zigen) Ojklas der beiden letzten Elemente: 

45 
permutiert dieselben und setzt jeder Permu- 
tation das Element 3 vor. Dadurch ent- 
stehen die zwei Cyklen dritter Ordnung: 
345, 354 
Permutiert man dieselben cyklisch und 
setzt jeder Permutation das Element 2 vor, 
so erhält man sechs Cyklen vierter Ordnung, 
nämlich : 

2345 2354 

2534 2435 

2453 2543 

Durch abermalige cyklische Vertauschung 

jedes Cyklus und Vorsetzung des Elementes 1 

finden sich endlich die 24 Cyklen fünfter 

Ordnung : 

12345 12534 12453 12354 12435 12543 

15234 14253 13245 14235 15243 13254 

14523 13425 15324 15423 13524 14325 

13452 15342 14532 13542 14352 15432 



Aufgabe 10. Wie viele Inversionen 
enthalten die Komplexionen: 

1) 314625 

2) gfedcba? 



ionei 


1 

Auflösung. 










1) 3 vor 


2 


, , , 


• 1 Inversion 




4 . 


2 


. . , 


• 1 . 




6 « 


2, 


5 . . 


• 2 Inversionen 



&amme: 4 Inversionen. 
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2) g vor f, e, d, c, b, a • • 6 Inversionen 

/" „ e, d, c, 6, a • • • 5 „ 

e „ c?, c, 6, a • • • • 4 „ 

d „ c, h, a 3 ^ 

c ri h <* 2 „ 

h „ a 1 Inversion 

Snmme: 21 Inversionen. 

Aufgabe 11. Wie viele Inversionen 
enthalten sämtliche Komplexionen : Auflösung. 1) Nach Frage 19 ist die 

1) der Aufgabe 2, Anzahl aller Inversionen der Aufgabe 2, 

2) von P (1234567)? ^' ^- ^^° ^^^ Elementen: 

J^ = 4- • 4 . 3 . 4 ! = 72 
4 

2) Für sieben Elemente: 

J, = 4- • 7 • 6 . 7 ! = 52920 
4 

Für die Gesamtzahl der Inversionen 
ist es natürlich einerlei, nach welchem Ge- 
setze die Komplexionen geordnet wurden. 

Anfgabe 12. Wie heisst nach der 
* lexikographischen Anordnung: Auflösung. Nach Frage 20 hat man: 

1) die 393. Komplexion von 123456, l) Vorhandene ßaiu?zahl Gesuchtes 

2) die 4800. Komplexion von aftcrf./*^? ^ fT?'!. ooo 7... , ,/" 

^ ^ ' ^ 1, 2, 3, 4, 5, 6 393 = 3120 + 33 4 

1,2,3,5,6 33 = 1.24 + 9 2 

1,3,5,6 9 = 1-6 + 3 3 

1,5,6 3 = 1-2 + 1 5 

1,6 1 = 0.1 + 1 1 

,, ^^ ^ _ , Gesuchte Komplexion: 

Erkl. 61. In Beispiel 2) ist Erkl. 27 zu 423516 

beachten; man setzt deshalb nicht: 2) Vorhandene j. ,, Gesuchtes 

480 = 4-120 + Elemente üangzam Element 

Ebenso zur Bestimmung der folgenden Stellen. abcef 120 = 4-24+24 f 

a,h,c,e 24 = 3-6 + 6 e 
a,b,c 6 = 2-2 + 2 e 
a,b 2 = 1-1 + 1 & 
Demnach ist die gesachte Komplexion: 
gdfecba 

Anfgabe 13. Die wievielste Per- 
mutation der Elemente ahcdefg nach Auflösung. Nach Frage 21 bildet man: 
der lexikographischen Anordnung ist: Vorausgehende 

fgcbdae"^ ^*®^^® Mement Elemente Komplexionen 

1. f a,b,c,d,e 5-61 = 3600 

2. g a,bjC,d,e 5-5!= 600 

3. c a,b 2-4!= 48 
4.. b a 1-3!= 6 
6, d a 1-2!= 2 
6. a — — — 

Summe: 4256 
Die gesuchte Komplexion ist die 
4257 te 
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Aufgabe 14. Wie heisst die 207. Kom- 
plexion TOn: 

P (123456) 

wenn sie ans der natürlichen Anordnung 
durch Vertauschnng von nnr je zwei Ele- 
menten hervorgehen soll? 



Auflösung, Nach dem in Frage 22 und 
Erkl- 29 gezeigten Verfahren hat man zu 
bilden : 





Reihenfolge 
der Elemenici 


Stelle 


Element 


1) 207= 1-51 + 87 

2) 87 ^ 3-4!-|^15 

3) 15=z2.a! + a 

4) B = 1^2! + l 

5) 1 = 0-1-1-1 


1) 


1, B, 3, 4, 5, 6 

6, 5, 4, a, 1 

1, 4, 5, 6 

1, 4, 6 
6, 1 


1, 
2. 

4. 


2 

B 
5 
4 

6 


RAUfi' dftaapl|)pn ,■,*»*».#, -^^ ^ 


2) 
3) 
4) 
S) 


Rang dejf Bhüon 23 : - * * 1-5 + 4 = 9 
Rang der Trinion 235 i . - 8-4 + 3 = 35 
Raaig der Qnatemon 2354; 34-3-1-2 = 104 










Gesuchte Komplexion; 
235461 



I 



Aufgabe 15. Die wievielste Per- 
mntation der Elemente: 

fl, &j €, d, e^ f, g 

heisst: ^^ ^ 

gäfecba 

wenn die Komplexionen durch Vertau- 
schung von nur je zwei Elementen aus 
der natürlichen Anordnung abgeleitet 
werden? 



AuflQ&UBgp Nach Frage 23 und Erkl. 31 
liat man zu bilden: 



Anfangs- 

komplesion 



RaBg derBelbeix 



Folge 

der übrigen 

Elemente 



Anzahl der 

vorausgehenden 

Komplexionen 



2) gd-'- 

4) gdfe^ 

5) ffdfec 

6) gdfesh 



6-^4-4 - 40 

5-39 + 1 - 196 

4-195 + 1 = 781 

3-780 + 3 = 2343 



a, &, c, d, e, f 6-61 = 4320 
f, e, c, h, a 3*5! = 360 
€, e, b, a 0-4! = 
a, h, c 0^31 =: 
ö, h 2-2! = 4 
1 1 = 1 
Summe: 4685 
Die gegebene Eomplexion ist die 
46B6te 



Aufgabe 16. Es soll die 2355. 
cyklische Permutation der Elemente: 
1, 2, B, 4, 5, 6, 7 

angegeben w^erden, ohne die yorher- 
gelienden zu bilden. 



AufiösuBg, Kack Frage ^4 imd Erkl. 34 
sucht man zunächst die Cyklen, denen die 
gesuchte Komplexion angel^ört, durch fol- 
gende Zerlegungen: ; ^ 
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PROSPEKT. 



Diesei Werk, welchem belli ähiülehes zur Seite stehtj enchemt monatlicli in 3—4 
Heften 2U dem bllHg-efl Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eme Sammlung der ?richti|- 
aten und praktisclisteQ AufgaUi^n ans dem 6eäanitget»lete der ilatliemaf ik , Fh^ilkf 
Mechanik I matbi Geeirt^aphle, Astronomie | deg Jfa^chlDen^^ StraBsen*-^ ElBeabahn-^ 
Brüebea- und IfftehbaneB, des künstrnktifeu Zeldinena etc. etc. und zwar in rollständig 
geluvter Form^ mit rieleti Figuren , Erklärungen nebst Angabe und Entwlckelnng der 
benutzten Sätze^ Formeln ^ Regeln in Fragen mit Antworten etc., ao daas die Ldeuiif 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Aujsahl der Hefte er- 
flchienen iat, da dieielben alcb in ibrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch aUe 
Teile der reinen und angewandten Mathen^tik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton nngelöaten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
Qberlasaen bleiben, und zugleicb von den Herren Lehrern für den Bebulunterriclit benntxt 
werden k&nnen. Die LOsnngen hierzu werden apiter in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlosse eines jeden Kf^pitels gelangen: Titelblatt, Inhalts verz eich > 
nis, Berichtigungen und erläuternde ErklämngeL Über das betreffende Eapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des ma thematisch- naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschnten I. and II, Ordn., gleich* 
berechtigten htiheren Bttrgerschaleni Prlvatsebnleny Q^mnaalenj Bealgjmnasieuy Pro* 
gymnasien, SchuUehrer-SeEnlnaren, Poliiechniken^ Techniken^ Bange werk schulen^ 
Bewerbe schalen^ Handelssebnlen, teehn. Yorhereltung^äcbuleu aller Arteu, gewerblicbe 
Fortbltdungsaebnleni Akademien^ Unlveraitlten, Land- und Forstwlssenächaftsscbuleni 
AUltärBebulen, Tarbereltnngs- Anstalten aller Arten als £, B> für das Elt^ährig- Frei* 
willige- nnd Offlxlers- Examen etc. 

Die Sehfller, Studierenden und Kandidaten der maihematiBclien, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden dorch diese, Sebrltt für Schritt geldste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc» 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüftingeii zu lösen haben, zagleieh aber 
auch die flberane grosse Fruchtbarkeit der matbematiachen Wissenschaften vorgeführt« 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den SchuJ^ 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teila der mathematischen 
DiscipHnen — lum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voU» 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben m lÖien^ die ge- 
habten Begelitf Formeln, Sätze etc. ausn wenden und praktisch ^in ?er werten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterncht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren j Architekten , Teehnlkern und Fachgenossen aller Art, MiUt&re 
ele, etc* soll diese Sammlung mr Anffttiebang der erworbenen und vielleicht vergeaseneii 
mathematiflchen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen fiernfa* 
iwelgeo vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
■omit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weitere» Ferschiingen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet* — Wünsche, Fragen etc*, welche die Bedaktion betreffen, nlxomt der Verfasser, 
Dt. Kleve r, Frankfurt a. M., Fischerfelds trasse 16, entgegen, und wird deim^lediganir 
tbuahchst berücksichtigt* ^ y 
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J355 = 7*338+3 
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587. 
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von 7 Elementen) 
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6754 






W 


36754 
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„ 43675 






)1 


243675 




1. 


„ 243675 






yt 


1343675 




3, 


„ 7512436 






Die 


gesuchte 


Eümpleidon ist demnacii; 










7512436 





Aufgabe 17* Wie können für die 
!355. cyklische Peimutation der Ele- 
mente; f n r, A ^ i^ ^ 

II, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
e auf jeder einzelnen Stelle stehenden 
Ißmente bereclinet werden? 






ErkL 52» Bei der Addition der Reste mnsa 

aaeh Frage 25, sobald der darüber stehende 

* idex Überschritten wird , eioe dem letzteren 

teicbe Zahl von Einheiten weggekaaen wer- 

n; z. JB. für das Element 7 lantet die Ad- 

iSition: 

1 + 1 = 2 

2 + 3 := 5, davon ^h 3 = 3 
2 + 4^6, „ „4 = 2 
^ + 2 — 4 
4+1 = 5 
5 + 3 =e, davon (ib: 7 = 1 

Analog bei den übrigen Snmmen. 



ÄnflÖBTing. Für die 2355. Permutiitioii 
ergeben sich ans der vorhergebenden Auf- 
lüSLing folgende Reste (mit Hiozufügung dea 
oben nicht angeschriebenen letzten Bestes 
'-1=1): 



= 3 
= 1 



/-, = 4 
r, = 1 



Nach Frage 25 und 
die ge sachten Stellen; 

Element *-, r, r. /■, 



Erkl. 36 Bind also 



Stelle 



7 


1 + 1 


+3+4+9+1+3 


= 1. 


6 


1 


+3+4+2+1+3 


= 7. 


5 




3+4+2+1+3 


^ R 


4 




4+2+1+3 


= 5. 


S 




2 + 1+3 


= 6. 


2 




1 + 3 


— 4 


1 




3 


= 3. 


Die 


gesucht e 


Komplexion ist also 


wie in 


Aufgab 


B 13: 


7512486 





Aufgabe 18, Die wievielte Perinii- 
ätiüu dei' Elemente: 

1, 2, 3| 4, 5, 6, 7 

der cyklischen Anordnung der Xom- 
(leiionen heiast: 

5367142 ? 

Erkh 63, Znr Probe der Bitihtigkeit des 
' ii I ' 'n Re&nltates bestimmen wir die 



Änüosung* Nach Präge 26 und Erkl, 38 
hat maijj da die Stellen der Elemente: 

S.^ ^1, ^a ^= 3, ff^ := 4 



nitation der sieben Elemente nach sind, folgende Gleichungen zu MWen^^T^ 
1 Mun<j*üker, Komblnfttüiik. cfigitized by V^VIO^IL 
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cyklischer Anordnung durch das Verfahren der 
Au%abe 13. Man erhält: 

474 = 7.67 + 5 
68 = 6.11 + 2 
12 = 5.2 + 2 
3 = 4.0 + 3 
1 = 3.0 + 1 
1 = 2-0 + 1 
Cyklus: 67 1. Permutation: 67 

, 567 1. , 567 

„ 4567 3. „ 6745 

„ 36745 2. „ 53674 

„ 253674 2. „ 425367 

„ 1425367 5. „ 5367142 

entsprechend der oben gegebenen Komplexion. 



r,= 5 

re + rT= 7 

♦•4 + »'5 + ^6 + »*7 = 6 

»•2 + ^8+»*4 + n + ^6 + ^7 = 3 
n + »*2 + ^8 + n + n + »*6 + »'7 = 4 

Hieraus finden sich die Werte der Reste 
durch folgende Berechnung: 
r, = 5 

r^=z7 — r,= 7 — 5 = 2 

r, = 2-r,-re = 2-5 + (7)-2 = 2 

r^ = 6 — r^ — rg — r^ = 

6 — 5 — 2 + (6) — 2 = 3 
rg = 1 — r, — r^ — r^ — r^ = 

1— 5 + (7) — 2 — 2 + (5) — 3 = 1 
ra = 3 — r, — r^- r^— r^- rs = 

3 — 5 + (7) — 2-2 — 3 + (4) — 1=1 
/•i = 4 — r^ — rg— r^- r^ — rg — r2 = 

4 — 5 + (7) — 2 — 2 — 3 + (4) — 1 — 1=1 

Hieraus folgt nach Gleichung 3) in Frage 26 
die Eangzahl: 

^ = 3.4.5.6.7(1 — 1) + 4. 5. 6. 7 (1-1) + 5. 6. 7 (3 — 1) + 6. 7 (2 — 1) + 7 (2-1) + 5 = 474 



Aufgabe 19. Die absoluten Per- 
mutationen der Elemente: 

1) a, b, Cj d 

2) 1, 2, 3, 4, 5 
anzugeben. 



Auflösung. Man bildet sämtliche Per- 
mutationen nach der lexikographischen An- 
ordnung und lässt darunter diejenigen weg, 
in denen eines der gegebenen Elemente an 
seiner ursprünglichen (natürlichen) Stelle er- 
scheint. Man erhält dann: 



1) 


hadc 


cadl 


dahc 




heda 


cdal 


dcah 




hdac 


cdba 


dcha 


2) 


21453 


31254 


41253 51234 




21534 


31452 


41523 51423 




23154 


31524 


41532 51432 




23451 


34152 


43152 53124 




23514 


34251 


43251 53214 




24153 


34512 


43512 53412 




24513 


34521 


43521 53421 




24531 


35124 


45123 54123 




25134 


35214 


45132 54132 




25413 


35412 


45213 54213 




25431 


35421 


45231 54231 
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Attfgabe 20. Die Anzalil der ab- 
soluten Permutationen anzugeben j welche: 

1) 7 Elemente 

2) 12 Elemente Atiilösung. Nach der independenten 
zulassen. Fomel jq Frage 30 erhält man: 



1) 



2\ ^P -ist/' 1 ^ _L 1 ^ ^ ^ ^ j_ 1 1 



2630''840 + 2lO"42 + 7 — X = 1854 



1 



1 



= 239500800 ~ 79833600 + 19958400 ■ 



12 ij 



* 10 ! 11 ! 
3991680 + 665280 - 95040 + 
11880 — 1320 + 132 — IS + 1 ^ 176214S41 



^ 
^ 



Aufgabe 2L Acht Personen , die 
täglidi au einem Tische zusammenkom- 
men, wollen sich jeden Tag in anderer 
Ordnung setzen und zwar so, dass jede 
Person an jedem folgenden Tage einen 

andern Platz einnimmt als am vorher- Auflöaung. Die acht Personen müssen 
gehenden. Wie viele Tage dauert der ^^^^ ^^'^^^^ ^^^^ cykliacher Ordnung so oft 
Wechsel und in welcher Ordnung sitzen ^^ f^}^""^ wechseliL Die Anzahl aller 
m nach der Hälfte dieser Zeit? ^""^ "iTa!"! L^8^ 

Der Wechsel der Plätze dauert also 
40320 Tage ; hätten sie also z. B* am 
1. Januar 1892 angefangen, so wäre der- 
selbe beendet am 23. Mai 2002. 

Nach der Hälfte dieser Zeit ist die 
20161, Komplesion 
an der Reihe. Dieselbe bestimmt sich nach 
Frage 24: 

20161 =8-2520 + 1 
2521 ^ 7B60 + 1 
361 —6-60+1 
61 = 5-12 + 1 
13 = 4*3 + 1 
4 = 3-1+1 
2 ^2-0 + 2 
Man hat also im Qyklas von zwei Ele- 
menten die zweite Permutation: 

87 
und von alleu andern CyHen die erste, so 
daBS die gesuchte Komplexion lautet: 
12345687 



ErliL 54. Vom L Jan. 1892 Ijis 1. Jan. 1901 
sind 9 tTahre, wornnter 9 Schaltjahre, weil 1900 
kein Schaltjahr ist - ^ - - . ^ 3287 Tage. 
Vom L Jan. 1901 bis 1. Jan. 2002 
{101 Jahre mit 25 Schalttagen} = 36890 Tage, 
Summe : 40177 Tage. 

Die noch fehlenden 143 Tage erstrecken sich 
TiQtih bis 23< Mai 2002. 



Erkl, ^&, Die Anordnung der Komplexionen 
ffiusa cykliacb sein, weil nach den andern 
Methoden jede Person ihren Platz so lang als 
niiigiiüb behalten würde, was der gegebenen 
Bedingung nicht entspricht. 



Aufgabe 22, Sechs Herren und 
sechs Damen sollen so an einem Tische 

Hlt\^äf !!h n'' t^^^^^^^^^d ^ Äuflösimg, Man hezeidme die Herren 

Henr neben eine Dame kommt. ^urch die Ekmeute a, &, ., ^ ^ ^ die Damen 

1) Wie viele verschiedene Anord- durch i, 2, 3, ■ - 
Mngen sind überhaupt möglich, wenn i) Die Herren unter sich können auf 
jeder Wechsel von zwei Personen oder p = 6 ! 

Plätzen als solcher gezählt wird? Arten wedisehi; auf eljensoviel^ Arten die 
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2) Wie müssen die Personen wechseln, 
damit jedesmal jede Dame zwischen zwei 
andern Herren sitze, oder jeder Herr 
zwischen zwei andern Damen? 

3) Jeder Herr stets zwischen den- 
selben Damen und umgekehrt, aber so- 
wohl Damen als Herren jedesmal auf 
andern Plätzen? 



Damen unter sich. Jede AnordnuDg der 
Damen kann zwischen jede Anordnnng der 
Herren eingeschoben werden, wodurch 

6 ! . 6 ! 
Versetzungen entstehen. Ausserdem kann 
jeder Herr mit seiner benachbarten Dame 
(alle nach derselben Eichtung) den Platz 
wechseln, so dass im ganzen: 

2 . 6 ! 6 ! = 1036800 
Versetzungen möglich sind. 

2) Die Herren haben eine epische Ver- 
tauschnng der Plätze vorznnehmen, während 
die Damen ihre Plätze behalten, oder um- 
gekehrt; in jedem Falle gibt es sechs An- 
ordnungen; z. B.: 

alh2cSd4:e6f6 

fla2bSc4d6e6 
u. s. w. oder auch : 

alh2cSd4:e6f6 

a6blc2dSe4:f6 
U. 8. w. 

3) Sowohl die Herren als die Damen ver- 
tanschen in der ganzen Eeihe ihre Plätze 
cyklisch, so dass jeder Herr und jede Dame 
nach und nach jeden der zwölf Plätze ein- 
nimmt; im ganzen zwölf Anordnnngen, z.B.: 

alh2cdd4:ebf6 
6alb2cSd4ebf 
f6alh2cSd4:e6 



Aufgabe 23. Fünf weisse Kugeln 
mit den Nummern 1, 2, 3, 4, 5 und 
vier schwarze Kugeln mit den Nummern 
1, 2, 3, 4 sollen auf alle möglichen Arten 
so in einer Reihe angeordnet werden, 
dass die Farben abwechseln. Auf wie 
viele Arten kann das geschehen? 



Auflösung. Da hier eine weisse Kugel 
mehr ist als eine schwarze, so müssen erstere 
die ungeraden Stellen einnehmen, letztere die 
geraden. Die weissen Kngeln können unter 
sich auf 5 ! Arten vertauscht werden , die 
schwarzen unter sich auf 4! Arten. Jede 
Komplexion der erstem Art kann mit jeder 
der zweiten Ait zusammengestellt werden^ 
so dass im ganzen: 

6 ! . 4 ! = 2880 
Komplexionen entstehen. 



Aufgabe 24. Man hat vier schwarze, 
vier weisse und vier rote Kugeln, jede 
Sorte mit den Nummern 1, 2, 3, 4 be- 
zeichnet, die auf alle möglichen Arten 



Auflösung. Jede Sorte Kugeln für sich 



so in eine Reihe geordnet werden sollen, ^1^,^ 4, Permutationen, von denen jede in 

dass je drei aufeinanderfolgende Kugeln alle andern so eingeschoben werden kann, 

von verschiedener Farbe sind. Wie viele dass die schwarzen Kugeln jedesmal die 1., 

Anordnungen gibt es? 4., 7. und 10. Stelle, die weissen die 2., 5., 



ö^^ 
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8. und 11. Stelle, die roten die 3., 6., 9. 
und 12. Stelle einnehmen; hieraus entstehen: 

4 ! 4 ! 4 ! 
Komplexionen. In jeder solchen lässt nun 
die erste Gruppe, aus einer schwarzen, weissen 
und roten Kugel bestehend, in sich selbst 
3! Vertauschungen der Farben zu, wobei 
aber jede auch die entsprechende Vertau- 
schung innerhalb der übrigen Gruppen gleich- 
zeitig erfordert, wenn je drei aufeinander- 
folgende Kugeln durch die ganze Eeihe hin- 
durch von verschiedener Farbe bleiben sollen. 
Die Anzahl aller möglichen Anordnungen ist 
demnach : 

3 ! 4 ! 4 ! 4 ! = 82944 



Aufgabe 25. Wie viele lOziffrige 
Zahlen lassen sich anschreiben, in denen 
jede Ziffer nur einmal vorkommt? 



lassen 



Auflösung. Die 10 Ziffern: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 



Pio = 10! = 3628800 



Permutationen zu ; hievon sind aber alle die- 
jenigen abzuziehen, in welchen auf der 
erstensteile steht, indem dieselben in "Wirk- 
lichkeit nur 9ziflfrige Zahlen vorstellen; die 
Anzahl dieser Pennutationen ist 9 ! , also die 
gesuchte Anzahl: ^ 

10! — 9! = 9! 9 = 3365920 



Anfgabe 26. Wie gross ist die 
Summe aller Zahlen, die durch die Per- 
mutationen gegebener Ziffern ohne Wie- 
derholung gebildet v^erden? 

Erkl. 56. Da hier nicht ausdrücklich ge- 
sagt ist, dass alle Zahlen nziffrig sein sollen, 
so dürfen auch die mit anfangenden, also 
(n — l)affrigen Zahlen hinzugerechnet werden. 



Erkl. 57. 

nächst: 



Die verlangte Summe ist zu- 



S=(a + b + c-\ ). (n — 1)! 

(1 + 10 + 102 H \-10n-i) 

Der letztere Faktor enthält eine geometrische 
Progression von n Gliedern, deren Summe ist: 
lOn — 1 
10 — 1 
(Vergl. Kleyer, Lehrbuch der arithmetischen 
und geometrischen Progressionen.) 



Auflösung. Es seien 

a, &, Cj • ' • n 
die gegebenen Ziffern, beliebig aus der Eeihe 
0, 1, • • • 9 gewählt, und aUe von einander 
verschieden. Man denke sich alle Permuta- 
tionen untereinander geschrieben (auch die- 
jenigen, welche etwa mit anfangen (siehe 
Erkl. 56), wenn diese Ziffer unter den ge- 
gebenen sich befindet). Jede Kolonne der 
untereinander Gehenden Zift'em gibt dann 
dieselbe Summe (weil jede Ziffer auf jeder 
Stelle gleich oft vorkommt), nämlich: 

(a + 5+c-l |-n).(n-l)! 

Multipliziert man sodann jede dieser Teil- 
summen mit dem Stellenwerte der entspre- 
chenden Kolonne, so ergibt sich: 



Summe der letzten Kolonne rechts : (a + & + c -| ) • (n — 1) ! 

„ „ vorletzten „ „ : (a + 5 + c + • • • ) • (n — 1) ! • 10 
„ „ drittletzten „ „ : (a + b + c-i ) • (n — 1) ! • 10« 

Summe der ersten Kolonne links : (a + & + c +•••)• (w — 1) ! • 10«— i 
Summe aller als dekadische Zahlen betrachteten Komplexionen : 

S=(a + b + c-\ ).(n — 1)!» \^^Z^ (siehe Erkl. 57) 



10 — 1 
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Aufgabe 27. Wie gross ist die 
Summe aller dekadischen Zahlen, die 
mit geraden Ziffern: 

(\ Q A fi fi 

,._ \''' .. ry-ise Auflösung. Eechnet man zu den ver- 

geschrieoen werden, wenn jede Zmer langten öziffrigen Zahlen auch die mit O 

nur einmal in jeder Zahl vorkommen anfangenden, eigentlich 4ziffrigen hinzu, so 

darf? ist die Summe nach Aufgabe 26: 

5— (0 + 2 + 4+6 + 8). 4! ^^^7"^ = 20.24. Hill = 5333280 

(7 

Sollen aber nur die wirklich 5ziffrigen 
Zahlen summiert werden, so ist von der ge- 
fundenen Summe die Summe S^ der mit O 
beginnenden abzuziehen; für letztere hat 
man ebenfalls nach Aufgabe 26: 

10* 1 

fif' = (2 + 4 + 6 + 8) . 3 ! ^ = 133320 

folglich: 
S—S' = 5333280 — 133320 = 5199960 



Aufgabe 28. Wie heisst die 79. Per- 
mutation von: 

BRAUN" Auflösung. Man sucht zuerst, die wie- 

nach der lexikograpMschen Anordnung? jieltePermntation der natürUchen Elementen- 

ahnru 

Erkl. 68. Wäre die Frage umgekehrt ge- ^^ gegebene Komplexion „braun'' ist und 

stellt sodass man von der Komplexen ,,^^^^^^ findet nach Aufgabe 13: 

ausgehend auf die Komplexion „BB-AUN" kom- ® 

men sollte, die in der lexikographischen Anord- gteUe Element m ^^o/a-^^ß^^^^dö . 

nung der gegebenen vorausgeht, so müsste Elemente Komplexionen 

man von der gegebenen Eomplexion bis zur 1» b a 24 

letzten; 2. r a, n 12 

urnba 3. a — — 

fortschreiten, auf welche dann wieder die natür- 4. w n 1 

Uche Anordnung: Summe: 37 

abnru 

folgen würde, und aus dieser noch die gesuchte ^^^^^ gegebene Komplexion ist also die 

Komplexion ableiten. Dieselbe wäre dann die 38. irermutation. 

3 + 38 = 41. Permutation. Nun suche man die 38 + 79 = 117. Per- 
Oder man könnte rückwärts schreiten, indem mutation von P{abnru) nach Aufgabe 12 
man die umgekehrte natürliche Elementenfolge und erhält : 

als Ausgang nimmt und setzt: Vorhandene ^ ^i Gesuchtes 

urnba =z 12345 Elemente Kangzaüi Element 

Dann ist: ^ 5 „ ,. ^ ny _- 4.41 + 21 u 

wr5an = 12453 r o-, oq.Tq 

^ n- Ä T, XX. j i-x j j- a, b, fiy r 21 = 3.31 + 3 r 

also die 4. Permutation, und man sucht dann die , o i o. i i. 

4+79 = 83.Permutaton "' *' " 3 = l-2! + l «- 
von 12345, nämlich: 



a, n 1 = 0-1+1 a 

Also die gesuchte Komplexion: 



Gesuchtes ttüuaxt« 

Element „UKBAN" 

^ Andere Auflösung. Man suche, wie 

2 viele Komplexionen nach der gegebenen 

5 noch mit b beginnen, nämlich: 
1 mit &rw beginnen 2 

Also die gesuchte Komplexion: „ bru^ „ 2 
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/ ornanaene 
Elemente 


Eangzahl 


, 2, 3, 4, 5 


83 = 3.41 + 11 


1, 2, 3, 5 


11 = 1.31 + 5 


1,3, 5 


5 = 2.21 + 1 


1,3 


1 = 0.1 +1 



42513 = braun 



Gelöste Aufjgaben über die Permutationen ohne Wiederholung. 

femer beginnen: 



mit n 24 

. r 24 



58 

mit wa, uh, un 18 

„ ura .... 2 



39 



78 
Demnach heisst die 79. Permutation: 
„URBAN" 



Aufgabe 29. Die wievielte Per- 
mutation von „LANDESHUT" heisst 
„THUSNELDA": 

1) nach der lexikographischen An- 
ordnung, 

2) wenn nur je zwei Elemente ver- 
tauscht werden, 

3) nach der Methode der cy kuschen 
Vertauschungen ? 



Auflösung. 1) Man geht von der natür- 
lichen AnorÄung der Elemente: 
a, dj e, Ä, /, «, 8, tj u 
aus und erhält sodann nach Frage 21: 

1) „LANDESHUT": 
SteUe Element 



Vorausgehende 
Elemente Komplexionen 



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 



l 
a 
n 
d 

e 

8 

h 
u 



a, df e h 
dj e, h 

h 
t 



4.81 = 161280 
3.6!= 2160 



3! = 



Erkl. 58 a. Werden die Buchstaben eines 
Wortes oder mehrerer Wörter so versetzt, dass 
die neue Znsammenstellung wieder einen be- 
stimmten Wortsinn gibt, so heisst letztere ein 
Anagrramm der ersteren und auch umgekehrt, 
z. B. Tafel — Falte, Armut — Traum — Murat, 
Regen — Neger u. s. w. 

(Siehe auch die Aufgaben 46, 93, 94.) 









Summe: 163447 




2) 


„THUSNELDA"; 


belle 


Element 


Vorausgehende 
Elemente Komplexionen 


1. 


t 


a, d^ e, h,l,ns 


7.81 = 282240 


2. 


h 


a, d, e 


3-7!= 15120 


3. 


u 


a, rf, e, /, n, 8 


6.6!= 4320 


4. 


8 


a, d, e, l, n 


5.5!= 600 


5. 


n 


a, d, e, l 


4.4! = 96 


6. 


e 


o, d 


2.31= 12 


7. 


l 


a,d 


2.2!= 4 


8. 


d 


a 


1.1 = 1 



Summe: 302393 

Demnach ist „THUSNELDA" die 
302394 — 163448 = 138946 te 
Permutation von „LANDESHUT". 

2) Bei Yertauschung von nur je zwei 
Elementen geht man ebenfalls von obiger 
natürlichen Anordnung aus und erhält dann 
analog wie in Aufgabe 15: Pr-ir-krrTr^ 
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Besetzte 
Stellen 



/ 

/«. . . 

lan • • 

land' 

lande 

landes 

landesh 

landeshu 



Kombinatorik. 

1) „LANDESHUT": 




5 

4.84-1= 33 

32-7 + 4= 228 

227-6 + 6= 1368 

1367-5 + 5= 6840 

6839-4 + 3 = 27359 

27358-3 + 1 = 82075 



Reihenfolge der 
übrigen Elemente 



a, dj e, h, n, », f, u 

dj €j hj M, Sj f, u 
w, tj 8, Ä, ßj d 

M, ti 8, hj e 

Uj i, s, h 

h, ^ u 

t 



Anzahl der 

vorausgehenden 

Komplexionen 



4-8! = 161280 
0-7!= - 
3-6! = 
5-5! = 
4-4! = 
2-3! = 
0-2! = 
1-1 = 



2160 

600 

96 

12 

1 



Summe: 164149 



2) „THUSNELDA": 



Besetzte 
Stellen 



t 

th" • 

thu' • 

thu8 • 

thusn 

thusne 

thusnel 

thusneld 



Eangzahl 
ihrer Komplexion 



Reihenfolge der 
übrigen Elemente 



7-8 + 5 = 

60-7 + 7 = 

426-6 + 6 = 

2561-5 + 1 = 

12805-4 + 2 = 

51221-3 + 1 = 153664 



8 
61 
427 
2562 
12806 
51222 



Anzahl der 

vorausgehenden 

Komplexionen 



7-8! = 

4-7! = 20160 

6-6! = 4320 

5-5!= 600 

0-4! = - 

1-3!= 6 

0-2! = - 

0-1 = - 



Erkl. 69. Die Berechnung wird folgende 
(die positiven Summanden sind die zu ergän- 
zenden Indicee): 

r^ = 4 — 2 = 2 

r7 = 5 — 2 — 2 = 1 

r^ = 7 — 2 — 2 — 1 = 2 

r, = 1— 2 + 9 — 2 — 1— 2 = 3 

r^ = 3 — 2 — 2 + 8 — 1-2 — 3 = 1 

f 3 = 6 — 2 — 2 — 1 — 2 + 6 — 3 — 1 = 1 



=:9_-2 — 2 — 1 — 2 — 3 + 5 



u, s, n, Ij h, e, d, a 

a, d, e, l, ti, 8, u 

a, d, Cj Ij tij 8 

w, ?, e, d, a 

l, e, dj a 

Ij d, a 

d, a 

a 

Summe: 307326 

Das gesuchte Anagramm erfordert also: 
307327 — 164149 = 143178 
Vertauscliungen von zwei Elementen nach 
Frage 13. 

3) Auch hier geht man von der natür- 
lichen Anordnung aus und hat dann: 

1) „LANDESHÜT": 

rg = 2, folglich r, = 2 

^'7 + ^8+^9 = 5» " ^: = ^ 

^6 + ^7 + ^8+^9 = 7, „ re = 2 

^5 + ^6 + ^7 + *'8 + ^9=l> 
»4 + ''5 + »6+^7 + ^8 + ^9=3, 

^•8 + ^4 + ^5 + '6 + ^7 + ^8 + ^9=6» 
*'2 + '8+»'4 + ^5 + ^6 + »'7+»'8 + »'9 = 9, 

(siehe Erkl. 59) 

Hieraus folgt die Eangzahl: 
= 3.4-5.6-7-8.9.1+4-5-6-7.8-9-0 + 
5.6-7.8-9.0 + 6.7.8.9-2 + 7-8.9.' V^ 

8-9.0 + 9.1 +2 = 188003 / 

/ 



1 = 2 
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2) „THUSNELDA" 



:9, foldich ^^„ = 9 



r. + r^ + r^^e, 






£rk]. ö9a. EerechnTjng der Beste (dje 
■föflitiTeii Sununandeu bedeuten die zu ergän- 
Küden Indices) : 

r, ^ 8 — 9 + 9 = 8 
i', = 6 — 9+0— B + 8 = 6 
r, = 2 — 9 + 9 — 8 + 8 — 6-1-7 -3 
ir, ==7-9 + 9-8 + 8— fi — 3-|-(J = 4 

"f,-f> — 9 + 9 — 8 + 8 — 6 + 7 — a — 4 + 

5 = 4 

Lr,;=4 — 9+9 — 8 + 8-6+7 — 3^4 + 
^ 5-4+4^3 

|r, = 1 — 9 + 9 — 8+8— 6+7 — 3 + 6-- 
4_4 + 4„3_^3 — 1 



r, = 4 



'■ft + *^T+''ii + ''fl = 2, 

n + '*s + 'ß + ''T + n + '-a = 5, 

(aielie Erkl 59 a) 
Folgflicli ist die Eangzahl: 
Q' ^ 3.4-5.6'7*8^9-0 + 4-5^6'7*8-9-2 + 
6^6*7*6^9-3 + 6*7.8.9.3 + 7*8-9-2 + 
8.9.5+9-7 + 9 = 176832 

Das zweite Wort ersclieittt also hier 
frülier als das erste, und um you dem ge- 
gebenen Worte auf das verlangte Anagram 
,,THUSKELiDä'^ zu kommen, müssen dem- 
naeb: 

9!-W + l) + (e' + l)-^ 

362880 — 188002 + 176832 = 351710 
cyklfscbe Permutationen gemacht werden. 



Aufgabe 30, In wie vielen Permu- 
tatioiien vou; 

■t h ■ ^^^' ^* ^* ^' ^' ^^ Auflösung, 1) Man betrachte ab als nn- 

dienen- trennbar und bezeichne dieses Doppelelement 

1) die J^ilemente a^ b ^„rcb einen Euclistaben, s:. B. a;; in den 

2) die Elemente bj d^ f 120 Komplexionen von P{xj c, d^ f, f) wer- 

irgend einer Ordnung nebeneinander? ^^^ <äann überall a und h aufeinanderfolgen 
^ und in ebenso vielen w\va die Autemander- 

folge bu vorkommen; die gesuchte Anzahl 
von Pennutati onen ist also 240, 

2) Bezeichne die Gruppe b df durch eineu 
Buchstaben v/ und bilde: 

P (cf, c, e, ff) 
so erhält man 4! Komplexionen, welche hdf 
enthalten. Da aber die Elemente b, d, f 
selbst wieder auf 3 ! Arten vertauscht wer- 
den können^ so ist die Anzahl der gesnditen 
Penuntationen : 

t ! 3 ! =3 144 



Aufgabe 3L Wie viele onter den 
'Zahlen, welche rait den sieben Ziffern: 

_ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 Auflösung. Die gesuchten Zahlen sind 

geschneben werden, endigen aut zwei ^^e diejenigen, deren Endzifern: 
"terade Ziffern (0 ebenfalls als gerade 02 24 

pifler betrachtet)? 04 26 

06 46 

oder die Umkehmngen derselben sind* Be- 
trachtet man irgend eines der drei ersten 

Digitized by^^UU^ It! 
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Paare als Doppelelement o;, so wird dieses 
auf' jeder Stelle (ausgenommen auf der ersten, 
die hier nicht in Betracht kommt) P5 = 5 ! mal 
stehen können ; das gleiche gilt von den Um- 
kehrongen 20, 40, 60. Ebenso können die 
drei letzten obigen Zifferpaare auf jeder Stelle 
5! mal vorkommen, so dass die Anzahl der 
Komplexionen, welche die verlangte Eigen- 
schaft haben: 

2.6.6! 
sem muss. 

Unter den Komplexionen aber, welche auf 
eines der drei letzten geraden Zifferpaare 
endigen, befinden sich auch solche, die an 
der ersten Stelle haben, also nicht als 7ziÄige 
Zahlen gelten können. Hält man an der 
ersten Stelle fest, so geben z. B.: 

P[l,3, 5, 6, (24)] 
4! Komplexionen; ebenso viele entstehen aus 
den Endpaaren (26), (46) und den drei Um- 
kehrungen (42), (62), (64). Die Anzahl der 
gesuchten Tziffirigen Zahlen, die auf zwei 
gerade Ziffern enden, ist demnach: 
2.6.5! — 6.41 = 1296 



Aufgabe 32. Auf wie viele Arten 
lassen sich n Punkte, von denen nicht 
mehr als zwei in einer Geraden liegen, 
zu verschiedenen n Ecken verbinden? 

Erkl. 60. Für » =r 4 hätte man (z. B. vom 
Puukt 1 ausgehend und wieder dahin zurück- 
kehrend) Gerade zu ziehen durch 
234 
243 
324 
Die drei noch fehlenden Permutationen sind 
nur die Umkehrungen der hier angeschriebenen. 



Auflösung. Geht man von irgend einem 
Punkte aus, so sind von ihm ab so viele 
Linienzfige möglich, als die übrigen Punkte 
unter sich vertauscht werden könnten, wo- 
bei jedoch zu bemerken ist, dass jeder Zog 
auch in umgekehrter Ordnung vorkommt und 
hiedurch ein Vieleck entsteht, das bereits 
gezählt ist. Zieht man die Verbindungslinien 
von einem andern Punkte aus, so entstehen 
keine neuen Vielecke mehr. Die Anzahl der 
letzteren ist demnach: 

-lp,_i = i-(n~l)! 



d) Gelöste Aufgaben über die Permutationen mit Wiederholung. 

Aufgabe 33. Wie viele Komplexionen 
geben sieben Elemente, unter denen vier Auflösung. Nach Frage 33 erhält man: 
gleiche sich befinden? p (4) __ ^ __ oia 



Aufgabe 34. Wie viele Komplexionen 



enthalten : 



1) P(a2&2) 

2) planne) 

3) P(l, 22, 38, 44)? 



Auflosung. Nach Frage 34 enthalten: 
1) P^<2, 2) _ _4^ _. g Komplexionen. 



8! 



2) Pg^^- '^^ = • = 280 Komplexionen. 

10! 
"2! 3! 4! ^ 



3) Pjo^^' ^' ^^ = Tn^TÄi = i2600 KompVexionen. 



L 
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Aufgabe 35. /Sämtliche Pemmta- 
tionen der Elemente a, b anzuschreiben, 
wenn jedes dreimal in jeder Komplexion 
erscheinen darf. 



Auflösung. Nach dem in Frage 35 be- 
schriebenen Verfahren lassen sich folgende 
Eomplexionen bilden : 

P{a^h^) = aaabbh haaahh 

aahabh haahah 

aahhah haahha 

aahbha babaab 

abaabb bahaba 

ababab babbaa 

ababba bbaaab 

abbaab bbaaba 

abbaba bbabaa 

abbbaa bbbaaa 



Aufgabe 35 a. Sämtliche Permuta- 








tionen von: 

P(18, 2, 3) 
zu entwickeln. 


Auflösung. Man erhält wie 
P(18, 2, 3) = 11123 21113 
11123 21131 


1 vorher 
31112 
31121 




11213 


21311 


31211 




11231 


23111 


32111 




11312 








11321 








12113 








12131 








12311 








13112 








13121 








13211 







Aufgabe 36. Wie viele Komplexionen 

von: 

P(a5, 62, c) 



beginnen : 



1) mit a 

2) mit b 

3) mit c? 



Auflösung. 1) Hält man a an der ersten 
Stelle der Eomplexionen fest, so sind noch 
P{a^, 6^, c) zu bilden, deren Anzahl: 

p(4,2) 7! 

^ 4 ! 2 ! 

ist. 

2) Wird b an die erste Stelle gesetzt, 
so bleiben noch P(a^, 6, c) zu bilden, deren 
Anzahl ist: 

P,(« = || = 42 

3) Tritt c an die erste Stelle, so hat 
man noch P(a^, &^), worin 



p(5,2) _ 7! 

' " 6 ! 2 ! 



= 21 



Eomplexionen enthalten sind. Demnach be- 
ginnen : 

105 Eomplexionen mit a 
42 „ „ b 
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Aufgabe 37. Wie viele Komplexionen 
von: 

P(l, 23, 3*, 4') 
beginnen: 

1) mit 22 

2) mit 313 

3) mit 1234? 



Auflösung^. 1) Wenn die beiden ersten 
Stellen mit 22 besetzt sind, so bleiben für 
die übrigen neun Stellen noch zu bilden die 
P(l, 2, S\ 4% deren Anzahl ist: 

p (4, 3) _ ^- _- 0500 
® "" 4 ! 3 ! "" 

2) Wenn die ersten drei Stellen durch 313 

besetzt werden , so bleiben für die übrigen 

noch: 

P(23, 32, 43) 

deren Anzahl ist: 

p (3,2,8) _ 8J _ 5ßQ 

« "" 3!2!3! "" 

Ebensoviele Komplexionen beginnen mit 
irgend einer der Permutationen von 313, 
nämlich mit 133 und 331. 

3) Werden die ersten vier Stellen durch 
1234 besetzt, so hat man noch: 

P(22, 33, 42) 
zu büden, deren Anzahl ist: 

p (2,8,2) _ '^' _ 210 
' "" 2!3!2! ■" 

Ebensoviele Komplexionen beginnen mit 
jeder der 24 Permutationen von 1234. 



Aufgabe 38. Die wievielste Kom- 
plexion von P(V, 2, 3^) heisst: 
321311 ? 



Auflösung. Nach Frage 36 und Erkl. 49 
verfährt man auf folgende Weise: 
Stelle - Vorausgehende, 



Erkl« 61. Voraus gehen die mit 1 oder 2 
beginnenden Komplexionen; femer die mit 31 
beginnenden. Da die dritte Stelle das Element 1 
enthalten soll, so gehen hier keine andern voraus. 
Bezüglich der vierten Stelle hat man zunächst 
3211, dann folgt bereits 3213, da 2 nicht mehr 
vnrkommen kann, und hier existiert nur die 
einzige Komplexion 321311 selbst. 



Elemente 


Komplexionen 


1 


^^"•^^ = ^ = ^0 


2 


^^''■^^ = w = ^« 


31 


P,(') = |y =12 


3211 


P, = 2! = 2 



1. 
1. 

2. 

3. 
4. 

Summe: 54 
Die gesuchte Komplexion ist die 55 te. 



Aufgabe 39. Wie heisst die 
4001. Komplexion von: Auflösung. Nach Frage 27 und Erkl. 50 

P(a3 62crf3)? erhält man: 

a+^ii^ T?i^^^«fo Anzahl der mit diesem Element 
SteUe Elemente beginnenden Komplexionen 



1. 


a 


p^(2,2,8)_ 


1. 


h 


p (S 3) __ 


1. 


c 


p(3,2,3) _ 



8! 



2 ! 2 ! 3 ! 

8! 



= 1680 



3! 3! 

8! 

3 ! 2 ! 3 ! 



= 1120 



= 560 
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Erkl« 61 a. Die in nebenstehender Auf- 
lösTuig eingeklammerten Anfangselemente sind 
nicht brauchbar, weil die zugehörige Anzahl 
der Komplexionen die Zahl 4000 übersteigen 
würde. Diese Komplexionen g^en also nicht 
alle der gesuchten voraus, sondern letztere ist 
selbst eine von ihnen ; man kann deshalb gleich 
ZOT Besetzung der folgenden Stelle übergehen. 



da 



Idaa 



p(2,«,2) 3= 



7! 



p (2, 2) 

4. (daaa P,^^»^) 

p(2) 

6. daaabh P^^^> 
6. daaahc P»^^^ 



2 ! 2 ! 2 ! 



3360 

= 630 

3990 



Idaaal 



= -) 

= 4} =-) 



2! 2! 

5! 
2!2! 



6. 
7. 

7. 



(daaabd 
daaabdb 
daaabdc 



P. 
P. 



il 

2! 
3! 
2! 
8! 
2! 
2! 



= 3 



= 3 



2 
2 



Summe: 4000 
Die 4001. Komplexion ist demnach : 
daaabddbc 



Anf^abe 40. Wie viele Sziffrige 
Zahlen können mit den Ziffern: Auflösung. Die Anzahl der möglichen 

Zahlen ist offenbar: 



2, 3, 3, 5, 6, 8, 8, 8 



geschrieben werden? 



p (2, 3) __ 



8! 



2!3! 



= 3360 



Angabe 41. Wie viele Zahlen lassen 
sich mit den Ziffern: 

0, 0, 0, 1, 1, 1, 9, 9 
anschreiben? 



Auflösung. Die Ziffer kann nicht an 
der ersten Stelle stehen, deshalb ist die An- 
zahl der möglichen Zahlen: 



Angabe 42. Wie gross ist die 
Summe aller Zahlen, welche aus den 
Permutationen der Ziffern: 
1, 1, 5, 7, 7, 7 
entstehen? 



Auflösung. 
Element 1: 



An erster Stelle steht das 

Pe^3) = 120mal 
das Element 5: 

das Element 7: 

Ebenso oft steht jedes Element 
auf jeder andern Stelle. 

Die Summe der Einer der entstehen- 
den Zahlen (wenn alle Permutationen unter- 
einander geschrieben sind) ist also: 
120.1+60.5 + 180.7 = 1380 

Folglich die Summe aller Zahlen: 

1680 (1 + 10 + 102 + 103 + 10* + 105) = 1680. ^^^Zi 

= 1680.1111ir= 186666480 
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Aufgabe 43. Wie gross ist die 

Summe aller Sziffirigen Zahlen^ welche Auflösung. Es steht an jeder Stelle: 

aus den Ziffern: ^as Element 0: p/«.«.«) = 630 mal 

0,0,0,4,4,6.8,8 .. „(8,2) _^o 

bestehen? " " *• \,,,~ " 

„6: P/'''»'«) = 210 „ 
„ „8: P,(».*) =420 „ 

Die Samme der Einer aller Zahlen ist 
demnach : 

630.0 + 420.4 + 210.6 + 420.8 = 6400 
und die Summe aller Zahlen selbst: 

6400 (1 + 10 + 102 4- 103 4- 104 + 106 + 106 -I- 107) = 6400. ^q^ ~| 

= 6400.11111111 = 71111110400 
Hiervon sind alle Zahlen abzuziehen, die 
mit heginnen würden, deren Anzahl: 

p(2,2,2) _.ß3Q 



ist. 



In diesen erscheint an jeder Stelle : 
das Element : Pg^^' ^^ = 180 mal 
P^(2.2) =180 „ 

p^(2,2,2)^ 90 „ 

P,(2.2) =180 „ 



4: 
6: 

8: 



Summe : 630 Zahlen. 
Die Summe ihrer Einer ist demnach: 
180.0 + 180.4 + 90.6 + 180-8 = 2700 
alsa die Summe der abzuziehenden Zahlen: 
2700 (1 + 10 + 102 + 103 + 104 + 105) = 2700. 1111111 = 2999999700 
folglich die verlangte Summe: 

71111110400 — 2999999700 = 68111110700 



Aufgabe 44. 

tionen enthält: 

in denen: 



Wie viele Permuta- 



P(a8&2) 



1) hh 

2) aa 

3) aaa 

nicht nebeneinander vorkommen? 



Auflösung. Es ist: 

P,('^'2)^10 

1) Man betrachtet hh als ein untrenn- 
bares Element, so gibt es: 

P,(3) =4 
Permutationen, in denen dieses Doppelelement 
vorkommt; die Anzahl der gesuchten Kom- 
plexionen ist also: 

10 — 4 = 6 

2) Betrachtet man wieder aa als ein 
Element x und bildet: 

Pixahh) 
so ergeben sich 12 Komplexionen; da aber 
offenbar zwischen xa und ax kein Unter- 
schied ist, demnach beide, wenn sie neben- 
einander stehen, als ein Element y be- 
trachtet werden können, so smd die Kom- 

.,y....uy Google 
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plexioueD Ton F{yhh)^ deren Anzahl 3 ist, 
Yoo obigen äbznziehen. Die Menge der ge^ 
Buchten Kompkxionen ist demnach: 
10 — (12 - 3) = 1 
3) Man betrachtet aaa als ein Ele- 
ment a:, so liefert P{xhh) 3 Komplexionen; 
die Anzahl d^ gesuchten ist folglich; 
10 " 3 = 7 



x\nfgabe 45. Drei weisse und drei 

schwarze Kugeln sollen so m eine Eeilie 

gelegt werden j dass in keiner Anordnung; 

^ 1) zwei weisse und zwei schwarze^ 

" 2) weder zwei weisse, noch zwei 

schwalbe nebeneinander vorkommen. 

tAuf wie viele Arten kann die Anord- 
nung geschehen? 



Auflösung* Mau bezeichne die weissen 
Kugeln durch a, die schwarzen durch h. 

1) Die Anzahl aller überhaupt möglichen 
Anordnungen ist 20. Betrachtet man üa^=-x 
als ein Element nnd hh ^ y ebenfalls als 

r ti «o n- - ,. 1 T^ 1 ^ ^^^^^> ^^ ^^^^^ F{xayh) 24 Komplexiouen. 

Erld,02. Die ml) verlangten Komplexiouen ß^^^^ ^^^ abzuziehen, da: 
sma tölgende: 

xa ^ aw ^=. Uj yh ^ hy ^ V 

genommen werden kann, die Komplexionen 

F{uyh) uud P(^ö4>) 
deren Anzahl je 6 ist, mit der Bemerkung^ 



ahühah 
ahahhii 
abhaha 
die in 2} verlangten; 

ahahah 
hahitha 



baabah 
habaah 
habaha 



u(yb) uud (xa)v, sowie {y&)w nnd v(xa) 
gleich sind, also zweimal abgezogen wurden. 
Die gesuchten Komplexioneu sind demuacli: 
P(ö3fr3) — [P(:^ayh) — F{uyh) — P{^^av) + P{uy\\ 
also ihre Anzahl: 

20 — (24 -- {] ^ 6 + 2) — 20 — 14 = 6 

2) Komplexiouen mit dem Doppelelemente 
aa ^^ X gibt es ,.*...*- 20 
hiervon ab die bloss durch xa und ax 
unterschiedenen ».,,.. » . 4 

Rest: 16 

Ebensoviele verschiedene Koinplexiouen 
enthalten das Doppelelement bb ^^ y. 

Komplexionen ^ die sowohl o; als ^ ent- 
halten, also bereits doppelt gerechnet sind, 
gibt es nach Auftöanng 1) 14 ^ folglich ist 
die Anzahl der gesuchten Komplexionen: 
20 — 32 + 14 = 2 



Aufgabe 46. 'ft'ie oft lassen sich 
1er weisse ujid vier schwarze Kugeln 
so anordnen, dass in keiner Komplexiou Auflösung 
drei von gleicher Farbe nebeneinander «lexionen ist- 
sind? ^ 



Die Anzahl aller Kom- 



8! 



4141 



= 70 



Bezeiebnet man das dreifaclie Element 
aaa durch x, so gibt P(xab^} »ocb 30 Kom- 
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plexionen, von denen diejenigen 5 abzuziehen 
sind, die sich nur durch xa = ax = u 
unterscheiden und in P(ub*) enthalten sini 

Verschiedene Eomplexionen mit dem 
dreifachen Elemente a gibt es also 25 ; eben- 
soviele mit dem dreifachen Elemente bbb=y, 

Komplexionen ) die sowohl rr als y ent- 
halten (also doppelt gezählt wurden), sind 
in P{xaby) enthalten: 

24 — 6 — 6 + 2 = 14 [Au%. 43, Aufl. 1)] 
folglich die gesuchte Anzahl: 
70 - 50 + 14 = 34 



Aufgabe 46 a. 1) In wie vielen 
Komplexionen der vorhergehenden Auf- 
gabe kommt a picht mehrmals neben- 
einander vor? 

2) In wie vielen kommen sowohl a 
als b nur doppelt vor? 



Erkl. 62 a« Die in Auflösung 1) gesuchten 
Komplexiouen sind: 

ahahahab 
abababba 
ababbaba 
abbababa 
babababa 



sind: 



Die in Auflösung 2) verlangten Komplexionen 



aabbaabb 
bbaabbaa 



Auflösung. 1) Von der Gesamtzahl 70 sind 
abzuziehen ^e Komplexionen, in welchen a 
als Doppelelement u vorkommt, d. h. die in 

P(Ma2 64) 
enthaltenen 105 Komplexionen, vermindert 
um die 25 Komplexionen, in denen es als 
dreifaches Element enthalten ist (siehe Auf- 
gabe 46), und die 15 Komplexionen, welche 
das Doppelelement u zweimal enthalten [d. h. 
die Komplexionen von P(u^b^)], weil die 
beiden letzteren Arten unter den ersteren 
105 Formen doppelt gerechnet sind; die 
verlangten Komplexionen sind also: 

P(a4&4) — |p(Ma2M) — P[(ua)ab^] + 

P[(waa)&4] — p(w2&4)] 
und ihre Anzahl: 

70--(105--30 + 5 — 15) = 5 

2) SoUen nur die Doppelelemente aa = u 
nnd bb = V vorkommen, so sind zu bilden: 

P(M2t?2) — P[(MM)t;2] — P[U^(VV)]+F[(UU) (vv)] 

deren Anzahl ist: 

6—3—3+2=2 



Aufgabe 47. Die Gelehrten des 16. 
und 17. Jahrhunderts versteckten oft 
ihre Entdeckungen unter Anagrammen, 
um dieselben zunächst nur den Fach- 
genossen zur Enträtselung vorzulegen. 
So machte der englische Physiker Hooke 
den von ihm gefundenen Satz, dass die 
Kraft, mit welcher ein gedehnter elasti- 
scher Körper in seine ursprüngliche Form 
zurückzukehren strebt, der dehnenden 
Kraft gleich ist, durch die Buchstaben: 

ceiiinosssttuv 

bekannt, unter denen das Anagramm: 

„ut tensio sie t?ts" 
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Bemerkt sei hier nur: 

i)« Jedes Heft iat attigeschmittea und gut broeMert^ am den sofortigen und daiiera- 
den Gebrauch zu gestatten. 

Jedes Kapitel enthält sein beBonderes Titelblatt, InhaltsverHeichnis, Berichtlfniifeii 
imd Erkläniflgeü am Schlosse desselben, 
A^ jedes einzahle Kapitel kann abonmert werdeiL 

Monatlich erscheinee 3—4 Hefte zu dem Abonnemantapreiae von 25 Pfg. pro Heft, 
Die Beikanfolge der Hefte im nachsteheuden, knr2 angedeuteten Inhaltsverzeieh- 
ida istf wie aus dem Proipekt eraiohtüob, olmö jede Bedeutung ftlr 
die In ter essen tem. 

Das Werk enthMt Allea, was sich überhaapt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln nud Regeln etc. mit Beweisea, alle praktischen 
Aufgaben in ToUständig gelöster Form mit Anhangen ongelöster analoger Auf- 
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heita Handbuch fftr Lehrer und Examinatoren, da* ToraügÜchat© Lehrbnoh 
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Techniker Jeder Art* 

3), Alle ßnchhandlmigen nehmen Bestellungen entgegen. 
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Vollständig gelöste 

Aufgaben- Sammlung 

— nebst Anhängen ungelöster Airfgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

In^be und Entilcklimg der bBrnttzten Uta, Formeln, Rflgeln, In Fragen und Antiorten 
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viele Holzsclmitte & lithograph, Tafeln, 
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^konometney i^mthetischen Geometrie etc.) n. htSfaeren Mathematik fböhefe AnaJyiit, 
I^^reutial^ u. Integral-Reclmiing, analytische Geometrie der Ebene u. des Kaumca etc); — 
mm Allen Zwelfen der Pbjalk, Mechantki Qrapboi^t^tik , Cbemfe, Geodäsie, ^Tantlkf 
DUitlieiiiat. Geograpfaie, Astronemle; des MaHebineii-, Htragseu-f Et^enbabn-t Wasser«) 
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■ Preisgekrönt in Frankfurt a. M* 1881. 

PROSPEKT. 

DieaeB Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlicb m S--4 
Heften zu dem hllll^en Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wicUtlg- 
sten und praktischsten Aufwallen Skxm dem Ge^iamtgeliiete der 3tathematik f Pliyi^ikf 
Mechanik I math» Geographie » AstTOnomie | am Maschinenöl StrasHen-, Eie^enbahn-f 
Brtieken- nnd HoehbaueBi de» kouatrukttTeu Zeichnens ete« etc. und Kwar in ToUetlndl^ 
gfelSster Form, mit Tielen Figaren^ Erklärungen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
lienutzten SEtze^ Formeln » Hegeln in Fragen nüt Antw4^rten etc., ao dass die L^snüg 
jedermann verständlich sein kann, be^w* wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er^ 
schienen iat^ da dieselben sieh Lu Ihrer SeBamthelt ergänzen und alsdann auch all« 
Teile der reinen und angewandten MatheiF^tlk — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem He^e ist eha Anhang von nngeldsten Aufgaben heigegeben ^ welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelüBten Anfgaheu) des Studierenden 
überlassen bleiben, and zugleich ton den Herren Lehrern für den Sdiulujiterricht benutit 
werden können* Die Losungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand det 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Knpilels gelangen: Titelblatt, Inhal tSTerzeicb- 
nis, Be rieht igunpn und erläuternde Erkl&rungei^ über das betreifende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwIsseE- 
BchaftHchen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und U. Ordn«, gleich- 
berechtigten ht^heren Bürger seh uleui FriTutsehuleni Oymnaden, Realgymnasien , Pro- 
fjutnaslen, 8c huilehrer-' Seminaren , Politechnikent Techniken j Bau^ewerkschuleiii 
C^ewerheschnlen^ Handelsschulen, teohn. Torbereltnngsschiilen aller Arten, gewerbliche 
Fertblldungs»chale% AkadomleBf Unlversitätenj Land- und Forstwissenscliaftsschnle 
Hiiitärgchnlen^ Torhereltnngs^ Anstalten aller Anen als z* B. für das Einjährig« Fre 
willige« und Offlzlers-Examen etc. 

Die §ehiller| Studierenden und Eandidaten der mathematischen, technischen 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt fttr Schritt gelöste, Aufgabe 
Sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien < 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen de 
jenigeQ Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich abef 
auch die überaus gresse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischai 
DiscipHnen — lum Audlfsen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er* 
Übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen hänsiichen Arbeiten eine voll« 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben an lösen, die ge* 
babten Hegeln j Formeln, Sätse etc. aninwenden und praktlsoh vn Terwerten* Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren^ Arehltekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, MlUt&rs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anffrischnng der erworbeneu und vielleicht vergessencB 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
swelgen Torkotnm enden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktlseben Terwertnngen nnd weiteren Forsehnngen gebei^ 

Alle ßuchhandlnngen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf* 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
?erbreitet< — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser» 
Dr. Kleber, Frankfurt a. M., Fiacherfeldstrasse 16, entgegen, und wi^d deren £rleil:gnnp 
thnnlichst berücksichtigt. m.t.^^^K. .^sP 

Stattgart. Die Yerlagsliandlimg. 



Gelöste Aufgaben nh^i die PermntationeÄ aiit WjederhoJung. 
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d. h. „wie die Spannung so die Kraft" 
rerbtirgen ist 

Die wievielste Permutation nach der 
lexikographiselien Anordnung ist dieses 
Anagramin? 



^ 

~{i\ 



Erkla 60« Ein berülimtes Ajaftgramm ist das 
um den Worten: 

„r^TolBtion fran(;aise'* 

„ft-auzösisclie Revolntion*') gebildete: 

,^uii Corae Tot^ la finira'» 

ftl L „eta erwähiter Korae wird sie beenden**}* 

Nacb Napoleons Sturz wnrde darana ge- 
bildet; 

„La France vent Bon roi^ 
(i h- ^Franlcreicli wilJ Beinen König"). 

Das schön 3t e aUer bekannten Anagramme 

ist aber wohl von Jabloiisky, ehemaligera Eektor 

lies Gymnasium B zu Lisaa, erfnnden worden. 

ZiT Feier der Kückkehr des jungen Grafen 

Stimislaus Leszmski yon einer grossen Eeise 

iu seine Heimat Lissa wurde eine Festlicbkeit 

veraniialtet» bei welcher Jablonsky von 18 als 

H^atDse Krieger gekleideten Schülern ein Ballet 

'TiiYi^}iTen Hess, das aus sieben Tänzen bestand, 

r Krieger führte einen Schild, auf weiehetn 

M^r von den Buchstaben der Worte „D0MU8 

iNIA** (d, b. ,Mq Hans Leszinaki") in Gold 

Meftmd» Nach dem ersten Taruse standen 

1, dafls auf ihren nebeneinander gehaltenen 

i Jen die obigen Wort« zu lesen waren; 

lach dem zweiten Tanze war die Gruppierung 

i-^ritrt, dass die SeHlde das Anagramm ,,ADES 

'LUMIS'* (d. h. »»unversehrt bist du hier") 

■ [1- Nach dem dritten war auf denSebilden 

sen- ,,OMNrS ES LUCIDA*' (d. k „ganz 

:end bist du*^), nachdem vierten: ^XU CID A 

^HIEN'^ (d, k „atrahlend sei gnte Vorbe- 

■ivig^*), nach dem fünften: ,,MäNE SIDUS 

[ ' (d. k „bleib des Ortes Stern'*), nach 

:^echsteu i ,,&JS COLUilNA DEP' (d. k ,,aei 

üt .iänle Gottes*^) und nach dem siebenten: 

.1 SCANDE SOLIUM*' (d. h. „geh, besteige 

len Thron!*'). 

liie im letzten Änagramm enthaltene Auf- 
^'>r<l^mng erwies sich später als Prophezeiung, 
Reiche durch die am 12, Juli 1704 erfolgte 
i>wählung des Stanialans Leszinski mtn König 
'-»tt Polen in Erfüllung ging, (Siehe Heis, 
immlung yon Aufgaben.) 



Auflösung. Es beginnen mit den einfach 
V orko mm enden B u chstaben i 

Komplexionen 
e, 1% n, zusammen 4*^ y ,■ = 34594Ö600 

Mit den dreifach vorkom- 
menden Bachstaben; 

13 T 
h s zusammen 2- ^^^,'^^ = 51ß9l8400 

Mit dem doppelt vorkom- 
menden Buchstaben: 



t 
Mit- 



13! 

12 ' 
HC, ue, un^ uö i^uxmm 4--^^^^ = MÖlläOO 

13! 



ui\ US 

Ute, Ute \ 
uin. nto f 



utie 

uHec * - . . . 

uttei 

uitenCf uiteno 2 

Hiteni 

uitensc 

uttßusie 

uttensii 

Htiensiöc 



11 * 

11 ! 
^^- — = 6652600 



Berechnung der Bangzahlen dieser Ana- uffensiosc 
-usuiue kann als TJebnng dienen, führt aber 

i^ seliT grosse Zahlen und ist zu weitlltußg, uttensiosici \ 

m kier voHstäindig dargestellt zu werden. ttttensio^iüs J 



21 3! 

10! _ 

3! 3! ~ 

9! _ 

3! 3! " 

9! _ 

2J3! ^ 

8! _ 

3!a! ~ 

8t _ 

2! 3! ^ 

7! _ 

3 ! 2 ! ~ 

61 _ 

2 I 2 ! ^ 

11 — 

2! ~ 

5! _ 

2121 "" 

5! _ 

21 ~^ 

4! _ 

21 ~ 

2-21 ^ 



100800 

10080 

3024O 

2240 

3360 

420 

180 

360 

SO 

60 

12 

4 



Bnmme: 1115600586 
Das gesuchte Anagramm Ist also die 
1115600687. Permutation 
der gegebenen Buchstaben. 



Stand ao he Ff Kombinatorik* 
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Aufgabe 48. Ein Bechteck ist durch 
vier wagrechte und fünf senkrechte gleich 
weit entfernte Linien in kleinere Kecht- 
ecke geteilt. Auf wie viele Arten kann 
man von einem Eckpunkte zum gegen- 
überliegenden gelangen, wenn man stets 
auf den geradflnigen Strecken wagrecht 
oder senkrecht dazu so fortschreitet, 
dass die Summe aller zurückgelegten 
Strecken gleich der Summe zweier an- 
stossenden Seiten des ganzen Rechteckes 
ist? 



A 



B 



Auflösung. Welcher Weg auch gewählt 
werden mag, um z. B. von A nach C za 
kommen, in jedem Falle müssen im ganzen 
sechs wagrechte und fünf senkrechte Einzel- 
strecken durchlaufen werden. Unter den zn- 
rückzolegenden elf Strecken müssen also sechs 
von der einen und fünf von der andern Art 
in beliebiger Ordnung aufeinanderfolgen, also 
ist die Anzahl der möglichen Fälle: 

11'- =462 



p (6, 5) 



6!5! 




Aufgabe 48 a. Ein Würfel ist durch 
m gleich weit abstehende Ebenen parallel 
zu einer seiner Seitenflächen, durch 
n Ebenen parallel zu einer andern Seiten- 
fläche und durch iß Ebenen parallel zu 
einer dritten Seitenfläche in rechteckige 
Klötzchen (Parallelepipede) geteilt. Auf 
wie viele Arten kann man längs der 
Kanten dieser Klötzchen von einer 
Würfelecke zur entgegengesetzt liegen- 
den gelangen, wenn der Gesamtweg 
stets gleich der Summe von drei Würfel- 
kanten sein soll? 



Auflösung. In jedem Falle müssen 
iw -f- 1 Kanten in der ersten Richtung, 
» 4" 1 Kanten in der zweiten und ;? + 1 
in der dritten Teilnngsrichtung im ganzen 
zurückgelegt werden, d. h. man hat unter 
m-|-»+jo + 3 Elementen dreier verschie- 
denen Arten m -f- 1 Elemente der ersten 
Art, » + 1 der zweiten und jp-f-1 der 
dritten Art auf alle möglichen Weisen an- 
zuordnen; die gesuchte Anzahl ist also: 
p(m-f 1, n+1, p-\'\) _ (m + n+j? -1-3)! 

(m+n+i>-h3) (w + l)! (n-j-l)! (i?-f-l)! 



e) Ungelöste Aufgaben über die Permutationen ohne Wiederholung. 

Andeutung. Wie Aufgabe 1. 



Aufgabe 49. Auf wie viele Arten 
lassen sich 12 verschiedene Elemente 
anordnen? 



Aufgabe 50. Sämtliche Permuta- 
tionen der Elemente: 

a, w, 0, r 

nach der lexikographischen Anordnung 
zu bilden! 



Andeutung. Analog der Aufgabe 2. 



Aufgabe 51. Wie heisst nach der 
lexikographischen Anordnung die erste 
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und die letrte mit 52 beginnende Pei- 
umtation der Elemente: 

1, 2, 3, 4, ö, 6? 
Wie heisst die erste und letzte mit 
431 l>eginnende? 



Aufgabe 52. Wie viele Permuta- 
tionen geben die 25 Buchstaben des la- 
teinischen Alphabets? Wie viele der- 
selben beginnen: 

1) mit e, 2) mit st^ 3) mit seh? 



Aufgabe 53. In Mde vielen Per- 
mutationen der Ziffern 1, 2, 3^ 4y 5, 
tij 7, 8j 9 stehen die Elemente 357 
nebeneinander : 

1) in dieser Ordnung j 

2) in beliebiger Ordnung? 



Aufgabe 54. In wie vielen Per- 
mntationen der Elemente a, i, r, d, e^ 
j\ //j k, i nehmen die Vokale a^ e^ i 
die erste j mittlere und letzte Stelle einr 

1) in dieser Ordnung. 

2) in beliebiger Ordnung? 

In wie vielen Permutationen folgen 
fliese Vokale aufeinander: 

1) in der gegebenen Ordnung, 

2) in beliebiger Ordnung? 



Aufgabe 55, Alle in F{a^ e, ä:, n, r) 
enthaltenen Pennutationen durch Ver- 
raiisclumg von je zwei Elementen ab- 
zuleiten. 



Axifgabe 56. Die Elemente: 

76302415 

Lvklisch ZU vertauschen. 



Aufgabe 57. Es sollen alle Cyklen 
g:ebildet werden^ durch deren cy Mische 
Vertauschnng sämtliche Permutationen 
der Elemente ö, e^ /, o, u entstehen. 



Anfgabe 58. Wie viele Invemonen 
enthalten die Komplexionen: 

1) 27304561 

2) halbkreis^ 



Andeutung. Analog der Aufgrabe 3> 



Andeutung, Analog der Aufgabe 4. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 5. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 6, 



Andeutung, Analog der Aufgabe 



Andeutung. Xach Aufgabe 8. 



Andeutung, Analog der Aufgrabe 9t 



Andeutung, Analog der Aufgabe 10. 
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Aufgabe 59. Wie viele Inversionen 
enthalten sämtliche Komplexionen von: 

1) P(a,h,c,d,e) 

2) P (0,1,2,3,4,6,6,7,8,9)? 



Aufgabe 60. Wie heisst nach der 
lexikographischen Anordnung: 

1) die 50. Komplexion von: 

0, 2, 4, 6, 8 

2) die 1841. Komplexion von: 

a, h, c, d, e, f, g? 



Aufgabe 61. Die wievielste Per- 
mutation nach der lexikographischen 
Anordnung ist: 

1) 79315 

2) Ostern? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 11. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 12. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 13. 



Aufgabe 62. Wie heisst die 
666.^ Komplexion der Elemente i, l, m, 
n, 0, p, wenn dieselbe durch Vertau- 
schung von nur je zwei Elementen ab- 
geleitet wird? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 14« 



Aufgabe 63. Die wievielste Per- 
mutation der Elemente: 

0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7 
heisst: 

56403721 

wenn die Komplexionen durch Vertau- 
schung von nur je zwei Elementen ge- 
bildet werden? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 15. 



Aufgabe 64. Die 3000. cyklische 
Permutation der Elemente: 

hj ij l, m, n, o, p 

anzugeben. 



Aufgabe 65. Wie kann die Stelle 
jedes einzelnen Elementes in der 3000. 
cyklischen Permiitation von: 

h, f, l, m, n, 0, p 

bestimmt werden? 



Aufgabe 66. Die wievielste cyklische 
Permutation der Elemente: 

a, 6, c, d, e, f, g, h, i 
heisst: 

ihghefdac? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 16. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 17. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 18. 
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Unirelöate An%aben über die PermBtittionen ohne Wiederholiuig. 

Andeutung, Analog der Aufgabe 19 
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Aiifgabe 67. Die absoluten Per- 
nutationen der Elemente: 



lanzTigebeD. 



Ö, €j h 0, 1^ 



r 



Aufgabe 68. Wie viele absolute 
'ermutionen geben: 

1) 8, 2) 10 Elemente? 



Aufgabe 69. Sieben Personen j die 
läglicli an einem Tische zusammenkom- 
men, wollen vom 1. April 1892 an täg- 
lich ihre Anordnung so wechseln, dass 
jede Person am folgenden Tage einen 
andern Platz einnimmt, als am vorher- 
gehenden. Wie lange dauert der Wechsel ? 
Welche Anordnung haben sie: 

»1) nach 1 Jahr, 
2) am 1. Januar 1900? 

Aufgabe 70. Gegeben sind fünf 
behebige Konsonanten und die fünf 
Vokale a, e?, «, ö, u; dieselben sollen 
m nebeneinander gestellt werden, dass 
^stets ein Konsonant und ein Vokal mit- 
emandev abwechseln. Auf wie viele 
Arten ist dies möglich? Wie vielerlei 
^Silben entstehen hierdui-ch? 



Aufgabe 71. Auf wie viele Arten 
kennen sechs beliebige Konsonanten und 
lie fünf Vokale a, e, ?', o, n so ange- 
<)rdnet werden, dass die entstehenden 
\V orte mit einem Konsonanten anfangen 
imd endigen, und die Konsonanten und 
Vokale regelmässig abwechseln? 



Aufgabe 72. Je fünf weisse, blaue^ 
iotej schwarze, numerierte Kugeln sollen 
?o in eine Reihe geordnet werden, dass 
'' vier aufeinanderfolgende Kugeln von 
verschiedener Farbe sind ; auf wie viele 
Arten ist das möglich? 



^ Aufgabe 73, Wie viele 5 zittrige 
Zahlen lassen sich anschreiben: 

1) mit den ungeraden Ziffern: 
1, 3, 5, 7, 9 

2) mit den geraden Ziffern: 

0, 2, 4, 6, 8? 



AndentnEg. Analog der Aufgabe 20. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 21. 



AndeutniLg. Analog der Anfgahe 22. 



Andeutnngi Analog der Aufgabe 23, 



Andeutung. Analog der Aufgabe 24. 



Andeutung, Analog der Aufgabe 25, 
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Aufgabe 74. Wie gross ist die 
Sumine aller Zahlen, die 
' 1) mit den ungeraden Ziffern: 

1, 3, 6, 7, 9 

2) mit den Ziffern: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

gescbrieben werden, wenn jede Ziffer 
nur einmal in jeder Zahl vorkommen 
darf? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 27. 



Aufgabe 75. Die wievielste Permu- 
tation von „AEMUT" heisst „TRAUM": 

1) nach der lexikographischen An- 
ordnung , 

2) wenn nur je zwei Elemente ver- 
tauscht werden, 

3) nach der Methode der cyklischen 

Vertauschung? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 28. 



Aufgabe 76. Wie heisst die 162. 
lexikographische Permutation von 
„DANIEL"? 



Andeutung. Suche, wie viele Eom- 
plexionen von der gegebenen an noch mit d 
beginnen u. s. w. nach Aufgabe 12. 



Aufgabe 77. Die wievielste Per- 
mutatioii von „BEROLINÜM" (Berlin) 
heisst „LUMEN ORBI" („Leuchte für 

die Welt")? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 28. 



Aufgabe 78. In wie vielen Permu- 
tationen der Elemente a, b, c, d, e, f, g^ 
Aj l stehen: 

1) die Elemente rf, e, f 
i) die Elemente a, c, g, i 
in irgend einer Ordnung nebeneinander? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 30. 



Aufgabe 79. Wie viele unter den 
mit den Zitfem: 

0, 1, 2, 6, 6, 9 

geschriebenen 6ziffrigen Zahlen: 

1) beginnen mit zwei geraden Ziffern, 

2) endigen auf zwei ungerade Ziffern? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 31. 



Aufgabe 80. Es sind sechs Punkte 
gegeben, von denen nicht mehr als zwei 
auf einer Geraden liegen. Wie viele 
verschiedene Sechsecke lassen sich durch 
Verbindung dieser Punkte erhalten? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 82. 
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Ungelöste Aufgaben über die Permutationen mit Wiederholung. 

ÄEfgabe 81, Wie viele Komplexionen 
geben lO Elemente, unter denen 5 gleiche Andeutung, Analog der Aufgabe 33, 
sind? 



H Aufgabe 82. Wie viele Koniplexionen 

H enthalten: 

■ 1) F(a^bi) AnäeEtnnff, Analog der Aufgabe 34, 



von: 



Aufgabe 83. Sämtliche Komplexionen 



P(0ai22) 



Andeutung. Analog der Aufgabe 35. 



anzuschreiben. 



B?Oß: 



Aufgabe 84. Wie viele Komplexionen 

beginnen: 
1) mit 1, 2) mit 2, 3) mit 3? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 86. 



Aufgabe 85. Wie viele Komplexionen 



von: 



F(a^hcä^) Andeutung. Analog der Aufgabe 37. 

beginnen : 

1) mit ahj 2) mit aea, B) mit he 
4) mit dcbtiy 5) mit duad? 



Aufgabe 86. Die mevielste Kom- 
i^plexion von: Andeutung. Analog der Aufgabe 38. 

heisst: 

ehcuhha? 

Aufgabe 87, Wie heisst die 
a099, Komplexion von: Andeutung. Analog der Aufgabe 39. 

Aufgabe 88. Wie \dele 7ziffiige 
.Zahlen können mit den Ziffern: Andeutung. Anolog der Aufgabe 40. 

1122233 

f geschrieben werden? 



Aufgabe 89. Wie viele Zahlen kön- 
nen mit den 9 Ziffern: Andeutung, Analog der Aufgabe 4K 
0, 0, 2, 3, o, 5, 5, 6, 6 

geschrieben werden? r^^^^T^ 
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Aufgabe 90. Wie gross ist die 
Summe aller Zahlen, welche mit den 

Ziffern: 

1, 2, 2, 8, 8, 9 

geschrieben werden? 



Aufgabe 91. Wie gross ist die 
Summe aller 7ziflMgen Zahlen, welche 
aus den Ziffern: 
bestehen? ö, o, o, o, 3, 6, 9 



Aufgabe 92. Wie viele Permuta- 
tionen enthält: 

P (18 23 3) 

in denen: 

1) 11, 2) 222, 3) 123 

nicht nebeneinander stehen, und zwar 
bei 3) in der gegebenen oder in be- 
liebiger Ordnung? 



Aufgabe 93. Vier weisse und drei 
schwarze Kugeln sollen so in eine Reihe 
gelegt werden, dass in keiner Anord- 
nung mehr als zwei weisse oder zwei 
schwarze nebeneinander liegen. Wie viele 
solche Anordnungen gibt es? 



Aufgabe 94. 

itation von , " 
..THEODOR"?' 



mutation von „HERODOT" 



Die wievielste Per- 
heisst 



Aufgabe 95. Rheita, der Erfinder 
des Erdfernrohrs (1645), das aus vier 
konvexen (erhabenen) Glaslinsen besteht, 
machte dessen Zusammensetzung durch 
das Anagramm 

cqounavteuxoar 

bekannt, in welchem die Worte „convexa 
quatuor'% d. h. „vier erhabene (Gläser)" 
verborgen sind. Die wievielste Permu- 
tation der ei'steren Komplexion sind diese 

Worte? 



r 



Aufgabe 96. Ein Rechteck ist durch 
\ p wagrechte und q senkrechte, gleich 
^weit abstehende, Linien in kleinere Recht- 
' ecke geteilt. Auf wie viele Arten kann 
man von einem Endpunkte zum gegen- 
über liegenden gelangen, wenn man auf 
den geradlinigen wagrechten und senk- 
rechten Strecken so fortschreitet, dass 
der Gesamtweg gleich der Summe zweier 
anstossenden Rechteckseiten ist? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 42. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 43. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 44. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 45. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 46. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 46. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 46. 
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B) Von den Kombinationen. 



Frage 38< Welches Gesetz liegt der 
Operation des K o mbin i e r en s zu gi*mide ? 



Erich M* Sollen zwei Kombinationefomien 
(Kompkxionen) B.h versehleden anzn^eben 5em, 
so rimss jede Ton ihnen wenigstens ein Ele- 
ment enthalten, das in der anderen nicbt ?or- 
komnitT E. B. abde und aßde. 



Erkl» 65. Nach Frage 6 bestimmt die An- 
^bl der in jede Komplexion eintretenden Ele- 
mente die Kombinatiousklasse derselben. 
Die erste Klasse bilden die einzelnen Ele- 
meate selbst. 



Antwort. Wenn eine beliebig-e Anzahl 
von Elementen gegeben ist und man ver- 
langt, dass ans denselben eine bestimmte 
Ansalil anf alle mögliehen Arten ausgewählt 
werden soll, äo nennt man diese Operation 
das Kombinieren nnd die erhaltenen Zn- 
sammen stellangen der Elemente die Kam* 
binationen derselben. 

Jede Komplexion enthält also nnr eine 
bestimmte (stets gleiche) Anzahl der ge- 
gebenen Elemente. Die Komplexionen nnter- 
scheiden aicli unter einander dnrch die Ver- 
ichiedenbeit der in ihnen Torkommen- 
den Elemente, während die Stellung 
derselben innerhalb der Komplexion gleich- 
gültig ist Der besseren Uebersiehthchkeit 
halber ist man jedoch übereingekonrnieDf die 
Elemente jeder Komplexion nach der natür- 
liehen Aufeinanderfolge (der Zahlenreihe oder 
des Alphabetes) zu ordnen* Inversionen sind 
demnach hier ausgeschlossen. Es gibt Kom- 
binationen ohne Wiederholung und 
solche mit Wiederholung. Bei erster en 
müssen die Elemente einer Komplexion samt- 
Hell verschieden sehi, bei letzteren kommt 
diese Beschränkung in Wegfall. 



a) Kombinationen ohne Wiederholung. 



Frage 39. Welche Bezeichnungen 
gelten für die Operation des KomhiniereBS 
ohne Wiederholung? 



Antwort Um anzudeuten, dass gegebene 
Elemente kombiniert werden sollen, setzt 
man ihnen den Buchstaben C vor nnd fugt 
diesem rechts oben (in Form eines Exponenten) 
die Zahl bei| welche die verlangte Kom* 
binationsklasse bezeichnet. Das Symbol 

C^iahcde) 
bedeutet also, dass alle Kombinationen der 
Elemente a, b^ c, d, e zur dritten Klasse ge- 
bildet werden sollen. W^iU man hingegen 
nur die Anzahl der möglichen Kombinationen 
von n Elementen zur ^^ten Klasse andeuten^ 
ao schreibt man 



Frage 40. Wie viele Kombinations- 
klassen gibt es bei gegebener Elementen- Antwort. Da die Elemente einer Kom- 
z^hl.'' plexion alle verschieden sein müssen, so 

kann es nur so viele Kombinationsklassen 
geben, als Elemente vorbanden sind. Bei 
n Elementen ist ala^iy^dfe ^^M^W^ifiTO- 



58 



Kombinatorik. 



binationsklasse die nte und enthält nur eine 
Komplexion, nämlich die gegebenen Elemente 
in ihrer natürlichen Reihenfolge. 



Frage 41. Wie werden die Kom- 
plexionenirgend einer Kombinationsklasse 
gebüdet? 



Erkl. 66. Nachstehend sind sämtliche Kom- 
plexionen von: 

C» (12345) 
in der Ordnung angeschrieben, wie sie durch 
das nebenerklärte Verfahren auseinander hervor- 
gehen : 



123 


145 


124 


234 


125 


235 


134 


245 


135 


345 



Eine andere Anordnung der Komplexionen 
als die in Frage 41 beschriebene ist nicht üblich. 



Antwort. Will man die Kombinationen 
zur X;ten Klasse bilden, so schreibt man die 
ersten k gegebenen Elemente in natürlicher 
Ordnung an; diese bilden die erste Kom- 
plexion. Um aus dieser die nächste abzu- 
leiten, ersetzt man das späteste noch 
erhöhbare Element durch das nächst- 
höhere und besetzt die Stellen, welche etwa 
zur Vervollständigung der Klassenzahl fehlen, 
durch noch höhere Elemente immer in 
steigender Ordnung, ohne jemals eines zu 
überspringen. 

Hat man z. B. die sieben Elemente: 
1,2,3,4,5,6,7 
und soll die fünfte Kombinationsklasse bilden, 
so geht man von der Komplexion 

12345 
aus und leitet davon ab: 

12346 

12347 
nun ist in letzterer Komplexion das Element 4 
das späteste noch erhöhbare, wird also durch 5 
ersetzt und die noch fehlende fünfte Stelle 
durch das nächstfolgende Element 6 ausgefüllt» 
Man hat also 

12356 
woraus wieder 

12357 
folgt u. 8. w. 



Frage 42. Wie gross ist die Anzahl 
der Kombinationen von n Elementen zur 
Aten Klasse? 



Erkl. «7. Für fünf Elemente 
a, 2>, c, (2, e 
sind z. B. die Kombinationen zur ersten Klasse 
a, 6, c, (i, e, also C\ =: 5. 
Die Kombinationen der zweiten Klasse, ge- 
bildet wie in nebenstehendem Beweise 1 ange- 
geben, sind: 

c 

t 

i 

worunter je zwei gleiche, also die wirklich 
verschiedenen : 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
von n Elementen zur X;ten Klasse ist: 

n (n — 1) (n - 2) . . . *(n — A; + l) 



c! = 



1.2.3. 



al 


ha 


ca 


da 


ea 


ac 


hc 


ch 


dh 


eh 


ad 


hd 


cd 


de 


ec 


ae 


he 


ce 


de 


ed 



Beweis 1. Die Kombinationen zur ersten 
Klasse sind die gegebenen n Elemente einzeln 
genommen, also: 

Um die zweite Klasse zu erhalten, setzt 
man jedem Elemente (d. h. jeder Komplexion 
zur ersten Klasse) jedes der n — 1 übrigen 
bei. Hiedurch entstehen n(n — 1) Kom- 
plexionen, in welchen sich jedoch je zwei 
bloss durch die Stellung der Elemente unter- 
scheiden (z. B, ba und ab), demnach gemäss 
Fr. 38 als identisch betrachtet werden müssen. 
Die Anzahl der wirklich verschiedenen 
Komplexionen zur zweiten Klasse ist also 
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S9 



(^m 



aJ) hc cd de 

üc hd ce 

ad he 
ae 



c! = 



n (« — 1) n(n — 1) 



Verbindet man jede der letzteren mit jedem 
nicht darin enthaltenen Elemente, so ergeben 
sieh die Komplexionen ; 

fthc uch adb aeh hca hda hea 

ahd &cd ade aec hcä hdc hec 

fkhe acB {ide aed hcB häe hed 

cda cea dea 

edb csh deh 

ede ced d&c 

Hierunter sind je drei einander gleich ^ z. B. : 

iihc :^ ach ^ bea 

ahd ^ adh =■ hda 

ahe =^ aeh ^ hea 



2 1^2 

Verbindet man femer jede dieser Formen 
mit jedem der n — 2 noch nicM darin vor- 
kommenden Elemente, ao entstehen: 

1) 



n{n 



2 



(n~2) 



Demnaeii bleiben nur als wirklieb Yer- 
sflbiedene Komplexionen übrig: 
abc bcd cde 
ahd 
ahe 
acd 

ade 
C! ^ - :": " = 10 



nnd es ist: 



hce 
hde 



5^4-3 



* 



1-^-3 

Vm die vierte Klasse zu erhalten, mÜBSte 
man jede der vorstehenden Komplexionen mit 
jedem der zwei noeh darin fehlenden Elemente 
verbinden; dies gibt: 

ah cd ahec aceh 
ahce ahed aced 
ahdc acdh ad eh 
abde acde adec 
Unter diesen sind wieder je vier einander 
gleich, nämlich: 

nhcd ^ ahde =. acdh ^ heda 
ahce ^ ahec ^= aceb ^ bcea 
n.s.tr.j SD daes die Anzahl der Ters^hiedenen 
Koiupleiionen ist: 

^^ 0^4^3.2 



heda bdea 

hcde hdec 

hcea cdea 

hced edeb 



Komplexionen ans drei Elementen* Je drei 
dieserKomplexionen sind aber wieder identiseh^ 
da sie dieselben Elemente in versclüedener 
Stellung enthalten (siehe Erkl. 67), folglich 
ist die Anzahl der verschied eneE Kom- 
binationen zur dritten Klasse: 

_ n(n^l)(n-8) 
^~ 12.3 

Nachdem nun die behauptete Formel för 

k = 1, 2, 3 

als wahr erkannt ist, wird der Beweis durch 
den Sehlnss von m auf jn-j- 1 vervollstÄndigt. 
Ist nämlich für irgend eine {m — l)te 
Klasse die Zahl: 

bereits bekannt und man fügt jeder dieser 
Komplexioueu jedes der fehlenden n — m^ 1 
Elemente bei, so entstehen im ganzen: 

Komplexionen der »Jten Klasse- Da man 
sich aber auch vorstellen kann, dass jede 
solche Komplex! on durch Einführung eines 
ihrer m Buchstaben in eine Komplexion der 
(wi -- i)ten Klasse gebildet wurde, so ist 
die Anzahl derselben im ganzen auch durch 

ausgedrückt. Demnach muss: 

m-C^' — {n~m + 1) 6^"^ 
sein, oder 

e"* ^ n^m + 1 ^+1 



nad awar: 



1-2-3-4 



= 5 



Es wurde aber oben gefunden 



^2 _ n(n — l) 



bcde 



» 



ahcd 
ahce 
ahde 
acde 
IHe fünfte Klasse enthält nur eine einzige 
Komplexion: 

ahede 
In der That werden die fünf vorhergehenden 
formen einander gleich, wenn man zu jeder 
hs noch fehlende Element hinzufügt. 



ce 



n 

T* ^^ "" 1-2 
n(n — l)in — 2) 



1-2-3 

folglich ist nim auch: 

n — 3 ^ü n(n — 



und allgemein: 



Ct = 



l)(«-2)(>i-3) 
l-S-3-4 



(fl = 



n (n - 1) (» — 2) ■ ■ ■ ■ (» — A + 1) 



wie behauptet Vf^T^^om^eöbyGoOg\(^ 
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Erkl. 68. Zum besseren Verständnis des 
Beweises 2. betrachte man z. B. in der vorher- 
gehenden Erklärung die fünf Kombinationen 
zur vierten Klasse, welche im ganzen: 

4.C* = 4.5 = 20 

Elemente enthalten, so dass jedes derselben: 

4-C;* 20 



= 4 



mal vorkommt. Bildet man aber die Kombi- 
nation von nur vier Elementen zur 3. Klasse, 
indem man irgend eines, z. B. h ausschliesst, so 
hat man auch vier Komplexionen: 

acd cde 

ace 

ade 

denen man nur an der richtigen Stelle h anzu- 
fügen braucht, um wieder die in Erkl. 67 auf- aigo auch 
gezählten Kombinationen der 4. Klasse zu finden, 
welche das Element b enthalten; demnach ist: 



Beweis 2. Jede Komplexion von C^ 
enthält k Elemente, alle zusammen also 

Elemente und da n verschiedene vorhanden 
sind, 80 gibt der nte Teil dieses Produktes 
an, wie oft jedes Element in der Gesamt- 
heit aller Eomplexionen vorkommt. Diese 
Zahl ist aber auch ausgedrückt durch 

denn um alle Eomplexionen der Arten Klasse 
zu finden, welche ein bestimmtes Element 
enthalten, braucht man nur alle Kombinationen 
der n — - 1 andern Elemente zur (k — l)ten 
Klasse zu bilden und jeder derselben das 
bestimmte Element an der richtigen Stelle 
(der natürlichen Ordnung gemäss) einzufügen. 
Denmach ist für jeden beliebigen Wert von 
n und k: 



= C 



,Jc-l 



oder 



^Ä: _ »* r^ — l 



4.C 



C\ 



u. s. w. 



Ak — l ^ — 1 /-* — 2 

^k — 2 __ ^ — ^ ^-S 
^n-2 — Jg__2 ^n-3 

, n — Ä:4-l 



Ct=:^ 



n — 1 n — 2 



Je Jc — l ifc — 2 



Die Multiplikation dieser Gleichungen gibt 
nach Weglassung der gleichen Faktoren beider 
Seiten: 
t — jfc + l _ n(n~l)(n— 2)-«»- (n — Ä; + l) 
1 "■ 1.2.3....yfc 

wie oben. 



Frage 43. Wie kann der Wert des 
Symbols Cj durch Fakultäten ausgedrückt 
werden? 



Antwort. Der Wert des Symbols C^ 
kann auch durch die Gleichung 
rk— ^- 

dargestellt werden. 

Beweis. Multipliziert man bei dem in 
Frage 42 gefundenen Werte von Cj den 
Zähler und den Nenner mit 

1.2.3 ....(n — ifc), 
so kommt: 
^ __ n (n — 1 ) (n — 2 ) ■ . . (n -- A ; - h 1 ) (» — k) * ■ » 3 » 2 ■ 1 
»•"" 1.2.3 ...^'.1.2.3 -.. (n — k) 
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c* = 



ki{n — k)l 



Erkl, 69. Da die Kombmationszalileii selbst- Der Zähler dieses Bruchee ist aber (in 

T^rsiändlich ganze Zahlen sein müssen, so umgekehrter Folge gelesen) das Produkt aller 

zieht man aus den heiden Ausdmcka formen natürlichen Zahlen von 1 bis n, d. h, n\, 

von C^ in Frage 42 und 43 folgende Sätze i weshalb nun 

1) das Produkt Ton k beliebigen^ aufein- 
ejaander folgenden ^ ganzen Zahlen ist durch 
das Produkt der ersten k ganaen Zahlen stets 
teilbar (siehe Frage 42). 

2) Wenn n'^k, so iflt das Produkt der 
ersten n ganzen Zahlen stets teilbar durch das 
rVüdnkt der ersten k ganzen Zahlen multipli- 
ziert mit dem Produkte der ersten n — k ganzen 
Zahlen (siehe Frage 43), 

Er kl. 70. Da nach Frage 10 1 

h\ — Pn, also kl = 1% und {n — ky. = Fn-kr 

id folgt auch: 

r* — ^» 

d. h. die Anzahl der Kombinationen Ton n Ele- ^ 

m^faten zur ^ten Kksse ist ebenso gross als 
die Anzahl der Permutationen von n Elementen, 
welche in zwei Gruppen von k unter sich glei- 
chen und n — k nnter sich gleichen Elementen 
zerfallen. 



Frage 44. Gibt es far eine gegebene 
Anzahl von Elementen mehrere Kom- 
ibinationsklassen, die gleich viele Kom- 
plexionen enthalten? 

Erüi 71. Ana nebenstehendem Sat^e folgt, 
äaes man das Symbol: 

C^ - C = 1 

setzen mnss. Kombinatorisch würde C^ keinen 
Sinn haben. 



Pk'F»^k 



Antwort» Wenn n die Zahl der zu kom- 
binierenden Elemente ist, so enthalten je zwei 
Kombinationsklaaaen , deren Ordnungszahlen 
die Summe n haben ^ gleich viele Kom- 
plexionen, d. h. 



Beweis 

folglich 



Es ist nach Frage 43 Erkl 70: 

Ph Pn 



k) 



Pj,-k-P»-{^ 



Fn-hPk 



Frage 45. Welche Kombinations^ 
klasse von n Elementen enthält die 
meisten KompledoBen? 



Ist die Anzahl n der Elemente 
n 



Antwort. 

gerade, so hat die -^te Klasse die meisten 

Komplexionen; ist aber n ungerade, so 
findet aich die grösste Komplexionszahl fär 

te Klasse und 



die 



^:^te nnd die ^^ 



zwar für beide Klassen dJe nämliche ZahL 
Beweis. Nach Frage 43 erhält man 



n {n ~ 1) in — 2) ■ > ■ (n — fe + 2) 



und 



1,2^3 ..-(it — 1) 

1-2^3' --(Jfc — 1)-Jfc 
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Letzterer Wert wird grösser sein als 
ersterer, wenn 

n — k + 1 



>1 



Erkl. 72. Für 10 Elemente wächst also die 
Anzahl der Komplexionen bis zur 5ten Klasse 
und ist in dieser die grösste, nämlich: 
5 _ 10-9.8.7.6 _ 
^10 - 1.2.3.4.5 - ^^^ 
Für 11 Elemente hat man hiegegen zwei 
Klassen mit grösster Komplexionszahl, nämlich 

^ , 11 — 1 ^ ^ , 11—1 

für A? = = 5 und k = — 6 

und zwar ist: 

^1» - 1.2.3.4.5 - ^2 ^ ^11 



oder : 



d.h. 



n — ÄJ + l >Ä; 
ft — 1>2Ä; 



Ä:< 



n + 1 



ist. Die Anzahl der Eomplexionen wächst 
also, so lange die Ordnungszahl der Klasse 

niedriger als — ~— ist. 

Bezeichnet demnach n eine gerade Zahl, 

so ist die nächstniedrige Klassenzalil die y te; 

wenn hingegen n eine ungerade Zahl be- 
deutet, so ist die nächstniedrige Elassenzahl 

die — 2r"te und zwar wird in letzterem Falle 



w — 1 
C 2 

n 

denn es ist: 



C^ 2 



(Frage 44) 



n — 1 n-j-l 

2 ■" 2 



Frage 46. Wie gross ist die Anzahl 
derjenigen Kombinationen von n Ele- 
menten zur Aten Klasse, welche von den 
gegebenen Elementen^ bestimmte ent- 
halten? 

Erkl« 73« Verlangt man von den Kombi- 
nationen der sechs Elemente: 
1, 2, 3, 4, 5, 6 
zur vierten Klasse nur diejenigen, welche die 
Elemente 3 und 5 enthalten, so bilde man: 
C2 (1,2, 4, 6) = 12 24 26 
14 26 
16 
und füge bei jeder derselben die weggelassenen 
Elemente 3,5 an passender Stelle (der natür- 
lichen Zahlenfolge entsprechend) ein, so sind 
die verlangten Kombinationen: 

1235 2345 3456 

1345 

1356 



Antwort. Die Anzahl deijenigen Kom- 
binationen von n Elementen zur Arten Klasse, 
in denen von den gegebenen Elementen ^ be- 
stimmte vorkommen, ist 

n—P 

Beweis. Man sondert zunächst die p be- 
stimmten Elemente von den n gegebenen ab 
und kombiniert die übrig bleibenden n— 1> Ele- 
mente zur (k — p) ten Klasse. Verbindet man 
nun jede der so erhaltenen Komplexionen mit 
den anfangs abgesonderten Elementen, so ent- 
stehen offenbar alle Komplexionen der Arten 
Klasse, welche die verlangten j? Elemente 
enthalten. Demnach ist die Behauptung be- 
wiesen. 



Frage 47. Wie gross ist die Anzahl 
derjenigen Kombinationen von n Ele- 
menten zur kten Klasse, welche von 
p bestimmten unter den gegebenen Ele- 
menten keines enthalten? 



Antwort. Soll von den p bestimmten 
Elementen keines in einer Komplexion vor- 
kommen, so müssen sie überhaupt von der 
Kombination ausgeschlossen werden; man hat 
also in Wirklichkeit nur n — p Elemente zur 
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^teu Kiasse zu kombiiiiereiLf demnach Ut die 
gesuchte Anzalil 



Frage 48. Wie gross ist die Anzahl 

derjenigen Kombinationen von n Ele- 
menten zur fcten Klasse, welche wenig- 
stens eines von p bestimmten unter 
den gegebenen Elementen enthalten? 



Antwort. Die Kombinationen, welche 
wenigst GEH eines der p bestimmten Ele- 
mente enthalten, dürfen natürlicli auch deren 
zwei^ oder drei^ * ^ ■ oder p enthalten. Es 
sind also von der Gesamtzahl der Kom- 
plexionen nnr jene anszuachüessen, in denen 
gar keines der p Elemente vorkommt , also 
ist die gesuchte Anzahl (nach Frage 47): 



CZ-C 



ffc 



Frage 49. Welche Beziehung be- 
steht zwischen der Anzahl der Kom- 
binationen von n Elementen und der 
von n — 1 Elementen? 

Erkl. 74. Wendet man den hier bewiesenen 
lEata wiederholt auf das erste Glied der rechten 
lOleielinngsseite an, so erhält man nach nnd nach : 

pk , pJc I ph — 3 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
von ** Elementen zu einer beliebigen Aten 
Klasse iat gleich der Summe aus der Anzahl 
der Komhinationen von n — 1 Elementen zur 
nämlichen und zu der nächstniedrigeren Klasse, 



^.-^1 + ^. 



r 



^* + 



i = c*+c; 



ct = 






pk — 1 

^k — 1 



Die letzte Gleichung iat nichts andera als 
die Identität: 

1 z= 1 
and die Zerlegung hört hier auf, weil bereits i 

gesetzt werden ranss. Addiert man nun samt- 
Ikhe Gleichungen nnd bemerkt, dass alle auf 
der linken Gleichnngsäeite stehenden Glieder 
(mit Ausnahme des ersten) sich gegen dieselben 
auf der rechten Seite stehenden Glieder auf* 
heben^ so folgt: 



Beweis. Die Komhinationen von n Ele- 
menten zur /iTten Klasse bestehen 1) aus 
Komplesdonen, welche ein bestimmtes Element 
nicht enthalten nnd 2) ans denjenigen, welche 
dieses Element enthalten. Die Anzahl der 
Komplexioneu ersterer Alt ist Cj_ , (Fr. 47), 
die letztere Art hingegen C^Zl (Fr, 46); 
folglich musB sein wie behauptet: 

» n —1 i n- — 1 



Frage 50. Wie kann die Anzahl 

der Kombinationen von n Elementen zu 
einer beliebigen kim Klasse als Summe bins^^nen 
«1er Kombinationszahlen zu allen niedrige- 
ren Elassen (von der Ä^ten bis zur oten) 
rdarfestellt werden? 



Antwort, Es ist die A^7j\\\\ der Kom- 
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Erkl. 75. Nach dem Satze in Frage 50 
wäre z. B. : 

cl = cl+c', + cl + cl + ci+cl 
8.7.6.5.4 . 7.6.5.4 . 6.5.4 



1.2.3.4.5 ^ 1.2.3.4 



5.4 



+-^-1 



1.2.3 
1 



Beweis. Durch wiederholte Anwendung 
d^r in Frage 49 bewiesenen Zerlegung auf 
das zweite Glied der rechten Gleichungsseite 
erhält man nach und narch: 

^n » — 1 1^ ^»» — 1 



' 1.2 ^ 1 

= 56 4-35 + 20 + 10 + 4+1 =: 126 
übereinstimmend mit dem Werte von &^ aus 
Frage 42. 

Die in Erkl. 74 angegebene Zerlegung würde 
in vorliegendem Falle lauten: 

^9=^ + C* + ^e + ^5 + ^i 

8.7.6.5 , 7.6.5.4 , 5.4.3.2 



>-*— 2 Hc — 1 \ r* — a 

^«-2 — ^«_8"T-^».-a 



1.2.3.4 



1.2.3.4 
5.4.3.2 



1.2.3.4 



^ 1.2.3.4 ^ 
= 70 + 35 + 15 + 5 + 1 = 126 



^n — &+2 — ^ — Ä+l + ^» — fc-l-1 

Addiert man diese Gleichungen, indem 
man die auf der linken und rechten Seite 
stehenden gleichen Glieder weglässt, so 
kommt: 

indem man setzen kann 

C,^_;,= ^_;,^l-l(8.Erkl.71). 



Frage 50 a. Wie ist zu zeigen, dass 
für jeden Wert von m und n folgender 
Satz besteht: 



Antwort Es seien folgende m Elemente 









«1 «a «a 



Ch» 



Erkl. 76. Soll der bewiesene Satz die voll- 
ständige Reihe der Kombinationszahlen von C^ 
bis C* enthalten, so muss natürlich sowohl m 
als n>Ä; sein. Andernfalls bricht die Reihe 
ab, sobald ein Klassenexponent grösser als die 
zugehörige Elementenzahl wird. So ist z. B.: 

indem man 12 in 7 + 5 zerlegt; setzt man 
aber etwa: 

12 = 9 + 3 
so wird: 

cl2 = cl + ct-cl + cl.cl + cl.cl 



und ausserdem noch folgende n Elemente 

gegeben. 

Kombiniert man nun alle m + n Elemente 
zur ^ten Klasse, so ist die Anzahl der Kom- 
plexionen jj. 

Denkt man sich dieselben alle entwickelt, 
so lassen sie sich in folgende Gruppen yer- 
einigen: 

1) Komplexionen, in denen nur Elemente a 
vorkommen; Anzahl: 

m 

2) Komplexionen, welche k — 1 Elementen 
und ein Element b enthalten; deren Anzahl ist 

denn k — 1 Elemente können aus den m Ele- 
menten a auf C^~ ^ Arten ausgewählt werden 
und ein Element aus den n Elementen b auf 
Cl Arten. Jede dieser letzteren lässt sich 
aber mit jeder der ersteren Arten verbinden, 
wodurch die angegebene Anzahl von Kom- 
plexionen der A;ten Klasse entsteht. 

3) Komplexionen, welche k — 2 Elemente a 
und zwei Elemente b enthalten; ihre Anzahl 
ist analog wie bei den vorhergehenden: 

Ci-'CI U.S.W. 
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PROSPEKT. 

DieeeB Werk, welchem kein äliDHcItCHi zur Seite tteht, erselieiiit monatlich in 3—4 
Heften zu dem bUlliren Preise ¥on 25 ^ pfo Heft und bringt eine Sammlung der wichtig« 
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berechtigten höheren BÜrgerflchuleni Prlvatsehulen, Gymnasien, Bealgpnnasien» Fra* 
gjmnaeien, S eh nllehrer- Seminaren, Polytechniken, Teehnlkent Baugewerksefaulea, 
Gewerbeschulen» Uaiidelgschulen, teohn. Yorbereitungssehulen aller Arten j gewerbliche 
Fortbildnugsscbulen, AkademleU| Unlr^rsitlten, Land« und ForstwissenschaftssehuleO| 
HUitär^cholen, Torbereitungs - Anstalten aller Arten als z, B. für das Eii^iibrlg-Frel« 
wlUtge- und Ofil^lers -Examen etc. 

Die Schüler» Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch dieBe, Schritt für Schritt gell>Bte, Aufgaben- 
Sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien et& 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg 2um unfehlbaren Auffinden der Lösungen der* 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prttfttngen zu lösen haben, zugleich abei 
auch die fiberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgef^rt 

Dem Lehrer m\l mit dieser Aufgabensammluug eine kräftige Stütze für den Schul 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischea 
Difclplinen — sum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft kerne Zeit ec-, 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schiller bei seinen häuslichen Arbeiten eine toU; 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entspreehende Aufgaben zu l^sen» die f«< 
habten Begeln» Formelu» Sätze etc. ananwenden und praktisch zu verwerten» Lust, Oeb^ 
und Verständnis für deu Schul üb terricht wird dadurch erhalten und belebt werden 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, MHItin 
etc, etc. BoU diese Sammlung zur Anffrischnng der erworbenen und vielleicht vergesiem 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemfil* 
iweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Ter Wertungen und weiteren Forschungen geben 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Anfi 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nami 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc.^ welche die Bedaktion betreffen, nimmt der Yerfasser 
Dr. Klejer, Frankfurt a. M,, Fischerfeld Strasse 16, entgegen, und "gvt^^f^^ Erledigtt 
thunlichtt berücksichtigt, v i -^a y * >^ 
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Den Schlass bilden jene Eomplexionen, 
welche nnr aus Elementen b bestehen, and 
deren Anzahl 

ist. Die Zusammenfassnng aller Grappen gibt 
demnach: 



fe 51. Welche Beziehung he- 
ischen der Anzahl der Kombi- 
beliebiger vieler Elemente zu 

ageraden Klassen und zu allen 
Klassen? 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
beliebig vieler Elemente za allen ungeraden 
Klassen ist stets um eine Einheit grösser 
als die Anzahl der Kombinationen zu allen 
geraden Klassen. 

Dieser Satz kann in folgender Form aus- 
gedrückt werden: 



76 a« Vorstehender Satz kann auch 
|nder Form ausgesprochen werden: 

Summe der Kombinationszahlen von 
enten zu allen Klassen von der oteu 

tten mit abwechselnden Zeichen 
|ien, ist gleich NuU, d. h.: 

setzt man in dieser Gleichung alle 

mit Ausnahme des ersten auf die rechte 

erhält man (Frage 51) die identische 

C»=l, 
die Behauptung richtig. 



Beweis. 1) Für ungerade n ist die 
Anzahl der Glieder ungerade und das letzte 
Glied positiv; es haben dann die gleichen 
Glieder: 

Cl und Cl-\ Cl und C^"^ u.s. w. 

entgegengesetzte Zeichen und heben sich auf, 
so dass nur das letzte Glied: 

übrig bleibt. 

2) Für gerade n ist die Anzahl der 
Glieder gerade und das letzte Glied negativ; 
die gleichen Glieder haben hier gleiche 
Zeichen. Man macht deshalb folgende Zer- 
legung: 



ci= ci_, + c«_, ] 




-cl = -cl_,-cl,_, 




cl= cl_, + cl_. 




-c*„ = -cl_,-cl_. 


(Frage 49) 


c:-' = c:z\+c:z\ 




-c:= -c— 1 1 





Die Addition dieser Gleichungen gibt, 
da auf der rechten Seite sich offenbar je 
zwei Glieder aufheben: 

^n ^« 1^ H Ht^ l^n I» n— 1 



laudacher, Kombinatorik. 
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Frage 52. Wie kann zu einer ge- 
gebenen Kombination die zugehörige 
Eangzahl gefunden werden, ohne die 
vorhergehenden Komplexionen anzu- 
schreiben? 



Erkl. 77. Soll nach nebenstehendem Ver- 
fahren angegeben werden, die wie vielte Kom- 
bination der vierten Klasse ans den zwölf Ele- 
menten : 

a, b, c, d, e, f^ g^ h, t, h, Z, w, n 



die Komplexion : 



dhkl 



ist, so verfährt man auf folgende Weise: 

Steht a an der ersten Stelle, so sind die 
übrigen drei Stellen mit den Kombinationen der 
Elemente & bis m zu besetzen, deren Anzahl ist: 



^i- 



11»10»9 
1.2.3 



165 



Steht h an der ersten Stelle, so können auf 
den drei andern Stellen nur die Elemente c bis 
m verwendet werden, also ist die Anzahl der 
mit h beginnenden Komplexionen: 

3 ^ 10-9.8 __ 
^10- 1.2.3 -^^ 

Analog gibt c an der ersten Stelle noch: 

9.8.7 



01=^ 



1.2-2 



= 84 Komplexionen. 



Tritt nun das verlangte Element d an die 
erste Stelle, so kann die zweite nur durch die 
späteren Elemente von e an besetzt werden 
und zwar beginnen mit de: 

7.6 



C?^ 



mit df: 



cl = 



mit dg: 






1-2 

6.5 
1.2 

5-4 
1.2 



21 Komplexionen 



15 Komplexionen 



= 10 Komplexionen 



Antwort. Aus dem an der ersten Stelle 
der gegebenen Komplexion stehenden Ele- 
mente sieht man sofort, welche Elemente an 
dieser Stelle in den vorausgehenden Kom- 
plexionen bereits gestanden haben. Indem 
man der Reihe nach jedes dieser Elemente 
an der ersten Stelle denkt, sucht man jedes* 
mal, wie oft sich die späteren Elemente 
auf den übrigen Stellen (also zur nächst- 
niedrigeren Klasse) kombinieren lassen. Ist 
man auf diese Weise bis zu dem Elemente 
gelangt, mit welchem die gegebene Kom- 
plexion beginnt, so geht man zur zweiten 
Stelle über, untersucht, welche Elemente an 
dieser Stelle der gegebenen Komplexion 
vorausgehen können (der Natur der Kom- 
binationen gemäss kann niemals ein niedri* 
geres auf ein höheres folgen) und bestunmt 
fiir jedes derselben die Kombinationszahl, 
wobei nun die Klasse bereits um zwei Ein- 
heiten niedriger ist. In dieser Weise fährt 
man auch für die folgenden Stellen fort, 
bis die gegebene Komplexion vollständig an 
die Eeihe kommt. Addiert man nun alle 
gefundenen Kombinationszahlen, so stellt die 
Summe die Anzahl aller vorausgegangenen 
Komplexionen vor und die um eine Einheit 
vermehrte Zahl ist die gesuchte Eangzahl. 

Dieses Verfahren ergibt die Eangzahl 
einer verlangten Komplexion durch Aus- 
schliessung der vorhergehenden 
Komplexionen, d. h. derjenigen, welche 
einen niedrigeren Eang besitzen als 
die gegebene. 

Das in Erkl. 77 durchgeführte Beispiel 
wird die hier gegebene Anleitung leicht 
verständlich machen. 



Von den gesuchten mit d\ beginnenden, 
folgen zunächst mit dhi: 

Cj = -z- = 3 Komplexionen 

und die nächstfolgende ist die verlangte: 

dhkl 
und ihre Eangzahl: 
165 + 120 + 84 + 21 + 15+10 + 3 + 1 = 419 



Erkl. 78. Zu besserer Uebersicht bringt 
man die Lösung in folgende Form: 
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KompleHonen Verfügbare Kombinationszahl: 
beginnend mit: Elemente: 



a 


1 €/, c;, t«) c;, /, (/, 1 

\ Ä, 1, k,hm / 


CJ, = 165 


h 


/ c, d, e, f, g, \ 
\ h, «, k,l,mf 


Cl = 120 


c 


i d, €, f, g,h \ 
\ i, k, l, m f 


0^ = 84 


de 


( fi g, Ä, i, \ 
\ k, h m f 


C?==21 


df 


g, h, «, A?, l, m 


01 = 16 


dg 


Ä, «, Ä;, ?, w 


Ol = 10 


dhi 


Ä;, Z, m 


cl = s 




Summe 418 


Die gesuchte Kombination ist demnach die 
419. Eomplexion. 



Frage 53. Wie kann zu einer ge- 
gebenen Kombination die zugehörige 
Kangzahl durch Ausschliessung der 
Komplexionen höheren Ranges 
gefunden werden, ohne die vorher- 
gehenden zu bilden? 



Erkl. 79. Um die in Erkl. 77 vorgelegte 
Frage nach der Eangzahl der Komplexion: 

dhkl 
der zwölf Elemente 

a, &, c, d, e, f, g, Ä, i, k, l, m 
zu beantworten, hätte man — da die Elemente 
der gegebenen Komplexion das vierte, achte, 
zehnte und elfte sind — zu bilden: 

^12 — ^8 ~ ^4 ~~ ^2 "~ ^1 

12.11.10.9 8.7.6.5 4.3.2 



1.2.3.4 



12. 3. 4 

2.1 



1.2. 3 



12 



= 495 — 70-4 — 1 — 1 =495 — 76 =419 



Antwort. Die vorhandene Elementenzahl 
sei n und die verlangte Kombination gehöre 
zur Ä;ten Klasse und habe an der ersten 
Stelle das Ate, an der zweiten das tte, an 
der dritten das mte u. s. w., an der letzten 
Stelle das rte Element, wobei ^, t^ m .•« be- 
liebige ganze Zahlen sind, aber jedenfalls: 

ist. Die Gesamtzahl aller Komplexionen ist: 

Hievon sind auszuschliessen: 

1) Alle Komplexionen, die schon an der 
ersten Stelle ein höheres Element als das 
Ate haben; ihre Anzahl ist: 

2) Alle Komplexionen, die zwar mit dem 
Aten Elemente beginnen, aber an der zweiten 
Stelle ein höheres Element haben als das ite; 
ihre Anzahl ist: 

3) AUe Komplexionen, die an der ersten 
SteUe das A;te, an der zweiten das ite Ele- 
ment fuhren, an der dritten aber ein höheres 
Element als das mte; ihre Anzahl ist: 

^-2 

n — in 

4) Analog sind abzuziehen alle Kom- 
plexionen, die an der vierten, oder fünften 
u. s. w., oder Arten Stelle ein höheres Ele- 
ment enthalten als die gegebene, während 
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ihre vorhergehenden Stellen mit denen der 
letzteren übereinstimmen. 

Der y erbleibende Rest ist die Eang- 
zahl(^) der gegebenen Komplexion, 
nämlich: 

Dieses Verfahren führt rascher zum Ziele, 
als das in Frage 52 angegebene. (S. Erkl. 79.) 



Frage 54. Wie wird eine Kombi- 
nation von gegebener Rangzahl durch 
Ausschliessung der vorhergehenden 
Komplexionen gefunden, ohne die vor- 
hergehenden zu bilden? 

Erkl. 80. Um z. B. dia 194. Kombination 
der Elemente: 

a, &, c, d, €, f, g, h, i, k 
znr fünften Klasse zu finden, ist nach neben- 
stehender Antwort folgender Gang einzuhalten: 

Mit a beginnen: Cj = ^ \\ , =126 



Cj = 



1.2.3.4 
8.7.6.5 



= 70 



1.2.3.4 

Da die Anzahl dieser Komplexionen bereits 
194 übersteigt, so beginnt die gesuchte sicher 
mit 6, die zweite Stelle kann nun zuerst mit c 
besetzt werden und zwar beginnen: 



mit hc 



hd: 



he: 



hf: 



C? = 



cl = 



ct = 



0J = 



7.6.5 
1.2.3 
6.5.4 
1.2.3 
5.4.3 
1.2.3 
4.3.2 



= 35 



= 20 



= 10 



= 4 



mit bfg: C: 



1.2 



= 3 (Summe 194) 



Antwort. Man besetzt die erste Stelle 
nach und nach mit den gegebenen Elementen 
in natürlicher Folge und bestimmt jedesmal 
die zugehörige Kombinationszahl, bis die 
Summe dieser Zahlen die gegebene Rang- 
zahl überschreiten würde. Das Element, 
bei welchem dieser Fall eintritt, ist das 
Anfangselement der gesuchten Komplexion. 
Analog besetzt man nun die zweite Stelle 
der Eeihe nach mit allen Elementen, die 
höher sind als das gefundene Anfangs- 
element, bis wieder die Summe alle bis- 
herigen Kombinationszahlen grösser als die 
gegebene Eangzahl wird. Hiedurch ist 
das Element der zweiten Stelle bekannt nnd 
man verfährt nun ganz analog mit der dritten 
und jeder folgenden Stelle. Die Erkl. 80 
enthält ein vollständig durchgeführtes Bei- 
spiel dieser Art. 



1.2.3 

Letztere Komplexionen erstrecken sich bis 
zur Eangzahl: 

126 + 35 + 20 + 10 + 4= 195 
enthalten demnach auch die gesuchte. Die dritte 
Stelle kann nun zuerst mit g besetzt werden 
und zwar beginnen: 

.2__ 3.2 



also ist die gesuchte Kombination die letzte 
von dieser Art, nämlich: 

bfgih 



Frage 55. Wie kann die Kombi- 
nation von gegebener Rangzahl durch 
Umkehrung des Verfahrens in Frage 53 
(Ausschliessung der späteren Komplexio- 
nen) gefunden werden? 



Antwort. Da die Eangzahl z^ die Kom- 
binationsklasse k, sowie die Anzahl der vor- 
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Erkl. 81« Das Beispiel in Erkl. 80 berechnet 
sich nach der nebenstehenden Methode folgender- 
massen: 

Die Anzahl der möglichen Kombinationen ist: 



also: 



/^5 ( 

^10 — ' 



58 — <^ = ! 



C'HC* + Ci + C^+C; = 252-194 =58 

Aus der Bedingung: 
^5 t/(ti-l)^-2)(u-3)(u-4) ^^^ 

folgt als grössttr Wert: 

w' = 8 
und: 

Femer aus 

f;(t;~l)(t;--2)(t;-3) ^, 
^-- 1:2:3:3 ^- 

folgt als grösster Wert: 

fj' = 4 
also: 2 — C^. = 1 

Weiter gibt: 

^3 __ M^ (tg — 1) («<> — 2) ^ ^ 



1.2.3 



w;' = 3 



mit dem Eeste 0. Dann wäre 


aus: 


^2 x{x — V)_ 


= 




^x- 1.2 - 




x' - 


= 1 




abermals mit dem Beste und endlich aus: 


c; = f = o 






y' = 






Die Ordnungszahlen der 
sind demnach: 


verlangten Elemente 


n— w' = 10- 


-8 = 


-2 


n— r' = 10- 


-4 = 


= 6 


n — w*=zlO- 


-3 = 


= 7 


n— ar' = 10- 


-1 = 


= 9 


ft = y' = 10 - 


-0 = 


= 10 


und demnach die gesuchte 


194. 


Kombination: 


hfgik 







handenen Elemente n gegeben sind, so schreibt 
man die in Antwort zu Frage 53 gefundene 
Gleichung in der Form: 

und hat daraus die Ordnungszahlen: 

Ä, «, m^ '* ' r 
der in die verlangte Eomplexion aufzu- 
nehmenden Elemente zu bestimmen. 
Setzt man zur Abkürzung: 
n — h = u, n — ♦* = », n — m = tt^, ••• 
so lautet vorhergehende Gleichung: 

Die Aufsuchung der entsprechenden Werte 
von Uf V • . • geschieht nun durch Versuche. 
Man bestimmt den grössten Wert von u 
(als ganze Zahl), für welchen noch; 

Dieser sei u* und die Differenz: 

Nun wird der grösste Wert von v 
gesucht, für welchen noch: 

derselbe sei v' und die Differenz: 

Auf dieselbe Weise sucht man die grössten 
Werte w;' • • • , für welche die folgenden 
Kombinationszahlen C^~^ ••• noch kleiner 
sind, als die jeweiligen Eeste r2 • • • oder 
diesen gleich. 

Dann ist schliesslich: 
h = n — w', i =z n — v\ m = n — tc\ " * 
und damit bekannt, die wievielsten Elemente 
in die gesuchte Kombination eintreten. 



Erkl. 82. Sobald der Best 1 erscheint, 
was bei irgend einer der gesuchten Grössen 
u,v,W"- vorkommen kann, ist die folgende 
Kombinationszahl nicht mehr <^1, son- 
dern = 1 und die späteren sind alle = zu 
setzen. In obigem Beispiel ist dies schon nach 
Bestimmung der zweiten Stelle eingetreten. 
Das in Antwort zu Frage 65 ausgesprochene 
Verfahren bleibt jedoch nichtsdestoweniger auch 
für die folgenden Stellen gültig. 



Frage 56. Wie gross ist die Anzahl 
derjenigen Kombinationen von n Ele- 
menten zur Aten Klasse, welche p Ele- 
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mente enthalten, die in einer beliebig 
darunter ausgewählten Komplexion nicht 
vorkommen? 

Erkl. 83« Damit die Auflösung möglich ist, 
muss : 

n — k^p 
und: ]c~ 



also : 



n^2p 
sein. 

Sind z. B. die sechs Elemente: 

cf, 6, c, dy €y f 
gegeben und man soll angeben, wie viele ihrer 
Kombinationen zur vierten Klasse mit irgend 
einer bestimmten, z. B. ah cd zwei nicht gemein- 
schaftliche Elemente haben, so findet sich: 



che] 



'2 = 1.6 = 6 



und zwar sind dieselben folgende: 

ahef bcef 

acef hdef 

adef cdef 
Lässt man nämlich nach Anleitung des Be- 
weises die vier Elemente der gegebenen Kom- 
plexion ab cd weg, so geben die übrigen nur 
noch die einzige Komplexion: 

ef\ 
die weggelassenen Elemente geben aber die 
Komplexionen: 

ab, ac, ad, bc, hd, cd 
Man erhält also sechs verschiedene Brüche, 
welche als Zähler sämtlich ef und als Nenner 
eine der ebengenannten Komplexionen haben, 
also auch sechs Kombinationen der verlangten 
Art unter den fünfzehn, welche in: 

C4 (a, 6, c, d, e, f) 
enthalten sind. 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
von n Elementen zur Ä:ten Klasse, welche 
mit einer bestimmten dieser Komplexionen 
p Elemente nicht gemeinsam haben, ist: 

Beweis. Man denke sich sämtliche 
Kombinationen der Elemente zur Ä;ten Klasse 
als Produkte angesehen und alle durch die 
bestimmte Komplexion (ebenfalls als Produkt 
betrachtet) dividiert. Die gesuchten Kom- 
binationen sind dann diejenigen, bei denen 
nach Reduktion der gleichen Faktoren in 
Zähler und Nenner p Faktoren (Elemente) 
stehen bleiben. Die stehenbleibenden Fak- 
toren der Nenner sind sodann nichts anders 
als die Kombinationen zur pten Klasse der 
k Elemente, welche die gegebene Komplexion 
bilden; die Anzahl der verschiedenen 
Nenner beträgt demnach: 

Die stehen bleibenden Faktoren der Zähler 
sind nur solche von den gegebenen Elementen, 
welche in den Nennern nicht vorkommen, 
d. h. die Kombinationen zur ^ten Klasse 
aller Elemente mit Ausnahme der k Elemente, 
welche die gegebene Komplexion bilden. 
Die Anzahl der verschiedenen Zähler 
ist demnach: 

^-* 

Da aber jeder dieser Zähler mit jedem 
der vorher erwähnten Nenner einen anderen 
Bruch bildet, so ist die Anzahl der ver- 
schiedenen Brüche und demnach auch die 
Anzahl der gesuchten Kombinationen, die 
mit der gegebenen Komplexion p nicht ge- 
meinschaftliche Elemente haben: 



Frage 56 a. Wie gross ist die Anzahl 
derjenigen Kombinationen von n Ele- 
menten zur iten Klasse, welche mit 
einer beliebig darunter ausgewählten 
Komplexion p Elemente gemeinsam 
haben ? 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
von n Elementen zur Arten Klasse, welche 
mit einer bestimmten von ihnen p Elemente 
gemeinsam haben, ist: 

Beweis. Die Kombinationen der A;ten 
Klasse, welche mit der gegebenen p Ele- 
mente gemeinsam haben, enthalten ausser- 
dem k — p Elemente, welche in letzterer 
nicht vorkommen. Ihre Anzahl lässt sich 
demnach aus Frage 56 bestimmen, wenn 
statt p die Zahl k — p gesetzt wird und ist: 
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Frage 57. Wie kann gezeigt werden , 
dass für jeden beliebigen Wert von n und k : 

ist? 

Erkl. 84. Vorstehende Summe schliesst 
mit dem Gliede: 

^n-k ^k 

nur dann, wenn: 

n — k^k, d. h. «>2Ä; 
ist; andernfalls tritt das letzte Glied schon 
früher auf und heisst: 

/o» — k fin — k 
^n-k ^k 

Erkl. 85. Nimmt man: 
n — k = k 
also: n = 2k 

so entsteht die Beziehung: 

(^..^i + icD' + iclf + ic^f+^^^ + iclf 



Antwort. In der behaupteten Gleichung: 

stellt nach Frage 55 auf der ersten Seite 
das Glied Cl_j, Cl die Anzahl der Kom- 
binationen vor, welche mit einer gegebenen 
Komplexion von n Elementen zur ^ten Klasse 
ein Element nicht gemeinsam haben. 
Cl^j^Cl stellt die Anzahl der Kombi- 
nationen vor, welche mit der genannten Kom- 
plexion zwei Elemente nicht gemein- 
sam haben u. s. w. Fügt man hinzu noch die 
gegebene Komplexion selbst (Summand 1), 
so umfasst die Summe offenbar alle mög- 
lichen Kombinationen, welche aus n Ele- 
menten zur ÄJten Klasse gebildet werden 
können. Die Behauptung ist also bewiesen. 



Erkl. 85 a. Der Satz in Frage 57 ist ein 
spezieller FaU des in Frage 50 a bewiesenen 
allgemeinen Satzes und folgt aus diesem, wenn 
man setzt: 

m = n — kj n =z k; 
man hat hiedurch: 

n n — k 1^ » — k k 1^ n — k k \ 

oder unter Berücksichtigung der in Frage 44 
bewiesenen Eigenschaft: 

<^n=c^.^k'Cl+clzic^r'+<zici-'-{- 

-'+^i-k^l+^ (siehe Erkl. 72). 
also den obigen Satz in umgekehrter Ordnung 
der Glieder. 



Frage 58. Was ist unter gruppen- 
weiser Kombination gegebener Ele- 
mente zu verstehen? 

Erkl. 86. Man kann sich bei der vor- 
gelegten Aufgabe auch vorstellen, dass die 
gegebenen n Elemente in r Fächer verteilt 
werden sollen, so dass das erste Fach k^ Ele- 
mente, das zweite k^ Elemente, das letzte 
Icr Elemente enthält. Statt „gruppenweiser 
Kombinationen^ sagt man deshalb häufig: 
„Verteilung gegebener Elemente in 
Fächer.« 



Antwort. Wenn n Elemente gegeben 
sind und man fragt, auf wie viele Arten sich 
dieselben in mehrere Gruppen so teilen lassen, 
dass die erste Gruppe k^^ die zweite k^, 
die dritte k^ u. s. f., die letzte kr Elemente 
enthält und vorausgesetzt wird, dass: 

^1 + ^2 + ^8 + • • • + ^'* = ** 

ist, so nennt man diese Anordnungen gruppen- 
weise Kombinationen der gegebenen Ele- 
mente. 



Frage 59. Wie viele Anordnungen 
erhält man unter den in Antwort zu 
Frage 58 gemachten Voraussetzungen? 
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Erkl. 86 a. Das Produkt der in neben- 
stehender Antwort erhaltenen Kombinations- 
zahlen lässt sich auch durch Fakultäten aus- 
drücken. Es ist nämlich nach Frage 43: 



n — lc\ 



c*» 



{n-h,)\ 

K\\n-{k, + h,)]\ 

[n-(fc.+fe.>]! 



» - (*. +*.) - Ä, ! [n - (fc, + fc, + fc,)] ! 



_ [n-(h-\-h,-\ Vkr-{)\\ 

kr\ 



Iloltipliziert mau diese Gleichnngen, 80 föUt 
auf der rechten Seite in jeder der zweite Faktor 
des Nenners gegen den Zähler des folgenden 
Bruches weg, so dass man hat: 



C*' 



^n — ki 



(fCi 



« — (*i + ^i> 



...ci^: = 



k^\k^\k^\'"kr\ 



Nach Frage 34 ist dieses Produkt identisch 
mit der Anzahl der Permutationen, welche 
aus n Elementen gebildet werden können, unter 
denen k^ gleiche der einen Art, k^ gleiche einer 
andern Art, k^ gleiche einer dritten Art u. s. w. 
sind. In der That sind hier (wie bei Permu- 
tationen) sämtliche Elemente in jede Anordnung 
eingetreten. Da aber die einzelnen Gruppen 
von A;j, k^, ••• Elementen als Kombinationen 
zu betrachten sind, so ist die Stellung der 
Elemente innerhalb jeder Gruppe gleich- 
gültig, d. h. jede Gruppe, welche dieselben Ele- 
mente in verschiedener Ordnung enthält, ist 
nur als eine Komplexion zu zählen, gerade 
als ob die Elemente der Gruppe alle gleich 
wären. 

Erkl. 87. Die Form des Resultates von 
Erkl. 86 zeigt, dass es gleichgültig ist, 
in welcher Ordnung man die Gruppen 
auswählt; denn: 



Antwort. Die Gesamtzahl der möglichen 
Anordnungen ist das Produkt der Kom- 
binationszahlen für die einzelnen Gruppen, 
welche sich ergeben, wenn letztere aus 
den jeweils vorhandenen Elementen gebildet 
werden, nämlich: 



c^^-c!'^ 



k^'^n-ik^-^-ki) 



k^\k^\k^\"'kr\ 

ändert seinen Wert nicht, wenn man die Auf- 
einanderfolge der Gruppen k^, äjj, Arg, • • • ver- 
tauscht. 

Es seien z. B. aas zwölf Elementen drei 
Gruppen von drei, sieben und zwei Elementen 
zu bilden. Trifft man die Auswahl in der ge- 
nannten Ordnung, so ist die Anzahl der ver- 
schiedenen Verbindungen: 

^ - ^2 12. IMG 9.8.7.6.5.4.3 21 



cj^.q 



1.2. 3 
12! 
3!7!2! 



1.2.3.4.5.6.7 
= 7920 



1.2 



Wählt man aber zuerst sieben, dann zwei, 
dann drei Elemente, so ist die Anzahl der 
Verbindungen: 



Um zuerst die ky^ Elemente auszuwählen, 
welche die erste Gruppe bilden, stehen n Ele- 
mente zur Verfügung, also ist die Anzahl 
der möglichen Verbindungen: 

Für die zweite Gruppe von k^ Elementen 
sind nur noch n — k^ Elemente verfugbar, 
so dass diese Gruppe auf: 

Arten ausgewählt werden kann. Analog 
erhält man für die dritte Gruppe noch: 

Arten u.s.w.; die letzte Gruppe (Är^ Elemente) 
bleibt schliesslich von selbst übrig, lässt also 
nur noch: 

<^; = i 

Anordnung zu. 

Es kann aber nun jede Komplexion der 
ersten Gruppe mit jeder Komplexion der 
zweiten zusammentreffen, wodurch: 

Fälle verschiedener Anordnung entstehen; 
da von diesen Fällen wieder jeder einzehie 
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12-ll»10-9«8«7»6 54 
1.2.3.4.5.6.7 ■ 1-2 
12! 



7!2!3! 



= 7920 



3.2.1 
12. 3 



mit jeder Komplexion 
verbunden sein kann n. 
ganzen: 



der dritten Gruppe 
8. f., so bat man im 



dl^ 



Anordnungen, wie behauptet wurde. 



n H — kl 



^n-.(ti-fÄ:j) 



Frage' 60. Was ist unter Kom- 
binationen aus mehreren Ele- 
mentenreihen zu verstehen? 

Erkl. 88. Aus den zwei Elementenreihen: 



&1 \ &8 


K 


ergeben sich folgende Komplexionen zur zweiten 


Klasse: 




«1^ «2^ 


«8^ 


a^\ a^b^ 


^sh 


<^lK (^2^ 


asK 


Analog aus den drei Beihen: 


«1 «2 «8 




K h h K 




Ol C2 Cs c^ 


C5 ^6 


die Komplexionen dritter Klasse: 


aj&jCg a,6,C3 


Ö8^^2 


aj&jC^ a^h^c^ 


a^b^c^ 


a^h^c, a^\c^ 


«8^<?5 


a.l^c^ a^\c^ 


«8?1<^6 


a,\c.^ a^h^Ci 


CsKci 


a^h^c^ «2^8*4 


«8?2<^4 


a^h^c^ ajOgCg 


<^shC5 


öl&8^6 Ö2^8<^6 


f^s^i^e 


a^h^c^ aj&^Cj 


«8&4C1 


«i^c, aa&^Cg 


aj&^Cj 


a^b^c^ a^b^c^ 


Ö8J4C5 


a^b^CQ a^b^c^ 


Ö8 04<?6 


An der ersten Stelle 


erscheinen nur die 



Indizes 1 bis 3 der ersten Eeihe, an der zweiten 
Stelle die Indizes 1 bis 4 der zweiten Reihe, 
an der dritten die Indizes 1 bis 6 der dritten 
Beihe. Da die Elemente abc stets in der- 
selben Ordnung folgen, so ist es einfacher, 
diese nicht jedesmal anzuschreiben, sondern nur 
die Indizes in der vorgeschriebenen Weise zu 
verbinden, nämlich: 

abc abc ab c 

123 213 312 

124 214 314 

125 215 315 

126 216 316 
132 231 321 

134 234 324 

135 235 325 

136 236 326 

142 241 341 

143 243 342 

145 245 345 

146 246 346 



Antwort. Anstatt der bisher betrachte- 
ten einzigen Reibe von Elementen können 
auch mehrere Elementenreihen gegeben sein. 
Man bezeichnet in diesem Falle die Glieder 
jeder Reihe durch gleiche Buchstaben, denen 
Zeiger (Indizes) beigefügt werden, welche 
die Stellung der Glieder in der Reibe an- 
geben, z. B.: 



oder: 



1*8» "'4> **5» 



^1» 2>2> ^8» 



Die Elementenreihen unterscheiden sich 
also von einander durch den Buchstaben 
(Hauptgrösse genannt) und durch die Anzahl 
ihrer Glieder. 

Wenn die Elemente zweier Reihen durch 
die gleichen Buchstaben bezeichnet 
und in gleicher Anzahl vorhanden sind, 
80 heissen diese Reihen identisch. 

Elemente, die verschiedenen Reiben ange- 
hören, aber den gleichen Index haben, wie 
a^j b^ oder 03, ^3, C3, heissen ähnlich. 

SoUen nun die Kombinationen aus zwei 
Elementenreihen gebildet werden, so ver- 
bindet man jedes Element der ersten Reibe 
mit jedem Elemente der zweiten mit Aus- 
nahme desjenigen, welches den gleichen 
Index hat. Ist noch eine dritte Elementen- 
reihe vorhanden, so verbindet man jede der 
eben erhaltenen Kombinationen aus den beiden 
ersten Reihen mit jedem Elemente der dritten 
Reihe mit Ausnahme jener zwei Elemente, 
deren Indizes bereits in der betreffenden 
Kombination vorkommen. Allgemein enthält 
also jede Kombinationsform aus k Elementen- 
reihen je ein Element jeder Reihe, jedoch so, 
dass ähnliche Elemente darunter nicht 
vorkommen. Dieselben sind also Kom- 
plexionen zur Ä;ten Klasse, in denen die 
erste Stelle nur Elemente der ersten Reihe, 
die zweite Stelle nur Elemente der zweiten 
Reibe u. s. w. enthält. 

Im folgenden sollen die Elementenreihen 
nach steigender Zahl der ihnen zu- 
kommenden Elemente geordnet werden, 
so dass keine spätere Reihe weniger Ele- 
mente hat als eine ihr vorausgehende. (Siehe 
Erkl. 89.) 
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Frage 61. Wie viele Komplexionen 
erhält man durch Kombination mehrerer 
Elementenreihen ? 



Erkl. 89. Die nebenstehend erhaltene Formel 
setzt die am Schlüsse der Antwort zu Frage 60 
angegebene Ordnung der Eeihen voraus. Seien 
z. B. die Eeihen: 

«1 «2 «8 
&1 &2 ^8 ^4 

c, Ca 
gegeben, so müssen dieselben nach steigender 
Gliederzahl: 



&i 62 &8 h 
geordnet werden, wonach die Anzahl der Kom- 
plexionen: 

2 (3 — 1) (4 — 2) = 2 . 2 . 2 = 8 
sich ergibt; bei der anfänglichen Folge der 
Eeihen hätte man das unrichtige Eesultat: 

3(4— 1) (2 — 2) = 
erhalten. 

Erkl. 90. Unter den gegebenen Elementen- 
reihen können auch solche mit gleicher Glieder- 
zahl vorkommen; z. B. die Eeihen: 



«1 



K &n 



de, d^ 



d. 



Antwort. Wenn k Elementenreihen ge- 
geben sind, von denen die erste n^, die 
zweite «2» * ' * ^® ^^® ^* Elemente enthält 
und es ist: 

so ist die Anzahl der möglichen Komplexionen 
(zur ^ten Klasse): 

ni(»2 — l)(n3 — 2)...(n& — Ä: + l) 

Beweis. Jedes der n^ Elemente der 
ersten Eeihe kann mit jedem Elemente der 
zweiten Eeihe mit Ausschluss des ähnlichen 
verbunden werden, wodurch: 
Wi (Wa — 1) 

Komplexionen der zweiten Klasse entstehen. 
Jede von diesen tritt mit jedem Elemente 
der dritten Eeihe mit Ausschluss der beiden 
ähnlichen zu einer Komplexion dritter 
Erlasse zusammen, deren Anzahl demnach: 

«i(w2-l)(n3-2) 
ist. Die fortgesetzte Anwendung dieses Ver- 
fahrens auf ^e folgenden Eeihen führt offen- 
bar zu obiger Formel. 



geben: 

3(4 — 1)(4 — 2)(4 — 3) = 3.3.2.1 = 18 
Komplexionen. 

Sollen aber überhaupt Kombinationen mög- 
lich sein, so muss jede Eeihe mindestens so 
viele Elemente enthalten, als ihre Ordnungszahl 
angibt. Würde z. B. zu vorstehenden vier Eeihen 
noch eine fünfte Elementenreihe mit vier Gliedern: 

ej ^2 Cq e^ 

treten, so wäre die Bildung von Kombinationen 

unmöglich; in der That gibt auch die Formel: 

3 (4 — 1) (4 — 2) (4 — 3) (4 — 4) = 



Frage 62. Wie viele Komplexionen 
erhält man durch Kombination von 
identischen Elementenreihen? 



Erkl. 91. Bildet man die Kombinationen 
aus den drei identischen Eeihen: 

«1 «2 Ö3 Ö4 
tti a^ ag «4 
«1 ö, a« a. 



Antwort. Sind k identisch« Eeihen 
von je w Elementen gegeben, so unterscheiden 
sich die Komplexionen nicht mehr durch die 
Elemente, sondern nur durch die Indizes und 
es sind diejenigen Komplexionen als identisch 
anzusehen, in denen die nämlichen k Zeiger 
in verschiedener Stellung vorkommen. Da 
aber die k Indizes jeder Komplexion k ! An- 
ordnungen zulassen, so ist die Anzahl : 
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so bleiben nur die vier Komplexionen: 



als wirklich verschieden übrig, indem je sechs 
nach der Vorschrift von Frage 60 gebildete 
Komplexionen sich nur durch verschiedene An- 
ordnung der Zeiger unterscheiden, demnach als 
gleich anzusehen sind. 

Erkl. 92. Es ist die in Frage 62 gefundene 
Anzahl: 

n(n-l)'"(n-k + l) __ ^ 
1.2... Ä; 
d. h. k identische Reihen von je «Ele- 
menten geben ebensoviele Komplexionen, 
wie aus einer Eeihe von n Elementen 
entstehen, wenn diese zur A;ten Klasse kom- 
biniert werden. 



n (n - 1 ) (» — 2) . . . (n — Ä: + 1 ) 
der vorhandenen Komplexionen durch k\ zu 
dividieren. Die Anzahl der wirklich ver- 
schiedenen Komplexionen ist demnach: 

n (n - 1) (n — 2) . . ■ (n — Ä; + 1) 
1.2.3 '"k 



Frage 63. Wie viele Komplexionen 
erhält man, wenn k^ identische Eeihen 
von je Wj Elementen mit k^ anderen 
unter sich identischen Reihen aus je 
Wo Elementen u. s. w., endlich mit kr iden- 
tischen Reihen aus je nr Elementen kom- 
biniert werden? 

Erkl. 93. Es seien folgende beiden Gruppen 
von identischen Eeihen gegeben: 

«1 «2 O's 

a, aj ag 

&1 &2 ^8 ^4 ^5 ^6 
&i &j &s \ 65 fcß 

61 6, &3 b^ &5 &g 
Aus der ersten Gruppe folgen die Kombi- 
nationen: 

«1*2 «1«8 «2<*8 

Diese müssen mit folgenden darunter ste- 
henden Kombinationen von je drei Elementen 
der zweiten Gruppe verbunden werden: 

^8^4*5 ^2 ^4 ^5 ^1^4 ^5 
^8 ^4 ^6 h^^h hKh 
KhK h^bh h^bh 
KhK ^*h^6 Khh 
Die hiedurch entstehenden zwölf Kom- 
plexionen der fünften Klasse enthalten keine 
ähnlichen Elemente. Nach Frage 63 erhält 
man als Anzahl die möglichen Komplexionen: 

C^.Cj = 3.4 = 12 

Wäre noch eine dritte Gruppe identischer 
Reihen, z. B. : 

Cj Cj Cg C4 C5 Cq Cj Cg 
Cl Ca Co Ca Ct Cr, Cj Ca 



Antwort. Die Anzahl der aus k^ iden- 
tischen Eeihen von je n^ Elementen, ^2 i^^^~ 
tischen Reihen von je Wg Elementen u. s. w., 
endlich kr identischen Reihen von je tir Ele- 
menten entstehenden Komplexionen ist: 

nj tti — Ä?i Hg — (kl -|- k^) 

Die Klasse dieser Kombinationen ist die: 
(^1 + ^2 + ^8+ •••+*r)te 

Beweis. Aus der ersten Gruppe von 
k^ identischen Reihen entstehen nach Erkl. 92: 

Hl 

Komplexionen zur Äj^ten Klasse; werden diese 
mit ^2 Elementen der folgenden identischen 
Reihengruppe verbunden, so stehen in dieser 
nur noch n^ — k^ Elemente zur Verfügung, 
weil keine ähnlichen Elemente in eine 
Komplexion eintreten soUen und k^ Indizes 
bereits in jeder der aus der ersten Reihen- 
gruppe gebildeten Kombinationen vorkommen. 
Man erhält also aus der zweiten Reihen- 
gruppe: 

»»2 — *i 

Kombinationen, welche mit den ersteren ver- 
bunden: 

«2— *?i 
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gegeben, so müsste die erste obiger Kombi- 
nationen fünfter Klasse, nämlich: 

verbunden werden mit: 

^6^7' ^6^8' ^7^8 

die zweite obige Komplexion: 
mit: 

^5^7> ^5^8» ^7^8 

n. s. w., so dass im ganzen 36 Komplexionen 
entstünden. 

Nebenstehender Satz gibt die Anzahl: 

C^.Cj.C|=: 3.4.3 = 36 

Erkl. 94. Wären die Beihen alle ungleich 
(also nie 2 identisch), so hätte man: 
A^i = Aj, = • . • =z kr = 1 
zu setzen und die Formel von Frage 63 geht 
dann über in: 



Ci Ci 



^»2—2 



'«1 ^Hi — 1 ' ^9*2 — 2 ' ^n^ — (r — 1) 

= wK-l)(n2~2)...K-(r-l)] 
welche nichts anderes ist, als die in Frage 61 
gefundene, wenn die Anzahl der Eeihen r ist 
(in Frage 61 waren k Eeihen angenommen). 

Erkl. 95. Der in Frage 63 gefundene Aus- 
druck für die Anzahl der Kombinationen wird 
offenbar identisch mit dem in Frage 59 er- 
haltenen, wenn alle Reihen gleich viele Ele- 
mente (n) enthalten und: 

^1 + ^2 H \'kr = n 

ist. 



Komplexionen der {k^ + ^2) ^^^ 'K]Bm 
geben. 

Jede von diesen ist wieder mit k^ El^ 
menten der dritten identischen Beihengrappe 
zu verbinden, wofür jedesmal noch: 

ns — (^1 + ^2) 
Elemente dieser letzteren verfügbar sind 
(wegen Ausschlusses ähnlicher Elemente), 
so dass: 

Kombinationen entstehen, welche mit den 
vorhergehenden verbunden: 

«j n2— i'l «8 — (*?! +*2) 

Komplexionen der (^1 + ^2 + ^3)*®^ Klasse 
ergeben. 

Da sich beim Uebergang zu jeder folgenden 
identischen Beihengmppe dieselben Schlüsse 
vnederholen, so folgt unmittelbar die Be- 
hauptung. 



Frage 64. Wie wird die Aufgabe 
der Kombinationen aus identischen Eeihen 
kurz angedeutet, ohne die Reihen sämt- 
lich anzuschreiben? 



Antwort. Sollen die Kombinationen ans 
k^ identischen Beihen mit der Elementen- 
zahl n^, ^2 identischen Beihen mit der Ele- 
mentenzahl ^2 und k^ identischen Beihen mit 
n^ Elementen gebildet werden, so kann diese 
Aufgabe angezeigt werden durch das Symbol: 



ö«i; &i 



^s)kii Ärj, Ars 



oder, wo keine Missverständnisse möglich 
sind, noch kürzer durch: 

Bei letzterer Schreibweise wird also inner- 
halb der Klammer nur die Anzahl der 
Elemente der einzelnen Beihengruppen und 
ausserhalb der Klammer (in Form von Zeigern) 
die zu jeder Gruppe gehörige Beihenzahl 
angegeben. Die Kombinationsklasse 
braucht nicht angeschrieben zu werden, da 
sie immer der Summe der Eeihenzahlen 
gleich ist. 
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Frage 65. Wie viele Komplexionen 
ergeben sich durch gruppenweise Kom- 
bination (Verteilung in Fächer) der 
Elemente mehrerer Reihen? 



Erkl. 96. Es soUen z. B. die gegebenen 
Elemente sein: 

a, a« a« a^ 



hl b^ feg &4 &5 



&8 

Cj Cg C. 



dl d^ d^ d^ d^ d^ 

und in drei Fächer so verteilt werden, dass das 
erste Fach: 

2 Elemente der 1. Reihe, 

2 „ « 2. „ 
1 . . 3. „ 

3 »» „ 4 „ 
enthalte, das zweite Fach: 

1 Element der 1. Reihe, 

2 Elemente „ 2. „ 

3 n „ 3. „ 

In n 4. „ 

das dritte Fach alle übrigen Elemente, d. h.: 
1 Element der 1. Reihe, 

1 . . 2. „ 

2 Elemente „ 4. „ 

Die Elemente der ersten Reihe sind dann 
nach Frage 59 in Gmppen von: 

2, 1, 1 
Elementen zu teilen, woraus: 

Anordnungen entstehen. 

Die Elemente der zweiten Reihe in Gruppen 
von: 2, 2, 1 

Elementen, d. h. : 



Antwort Es seien mehrere Reihen von 
Wi»^2»^8' • • ungleichen Elementen vorhanden: 
dieselben sollen so in Fächer verteilt werden, 
dass in das erste Fach k^ Elemente der 
ersten Reihe, l^ Elemente der zweiten, 
m^ Elemente der dritten Reihe kommen 
u. s. w., in das zweite Fach k^ Elemente 
der ersten, Zg Elemente der zweiten, m^ Ele- 
mente der dritten Reihe u. s. w., in das 
dritte Fach k^ Elemente der ersten, Zg Ele- 
mente der zweiten, m^ Elemente der dritten 
Reihe u. s. f., bis alle Fächer belegt sind, 
wobei: 

^1 + ^2+ K-\ =w, 

h+ h+ h-\ = »2 

fWj +^2 + ^S + • • • = Wj 



seinmusB. Wählt man nun aus der ersten 
Reihe allein k^ Elemente für das erste, 
k^ Elemente für das zweite, k^ Elemente 
für das dritte Fach u. s. w., so müssen sich 
nach Frage 59: 

ni Hl — Ä?i »1 — {hl -f k^) 

Anordnungen ergeben, welche Zahl nach 
Erkl. 86 kürzer in der Form: 



c^c^l = 



5! 



= 30 



■"5 ^s" ~ 2!2!1 
Anordnungen. 

Die Elemente der dritten Reihe in Gruppen 
^«"- 1, 3 

Elementen, d. h. : 

r^ r^ — ^- A 

Anordnungen. 

Die Elemente der vierten Reihe in Gruppen 
^^^'' 3, 1, 2 

Elementen, d. h. : 

^6- ^8*^1 = ■3TIJ2T — ^^ 
Anordnungen. 

Durch Verbindung dieser Anordnungen mit 
emander ergeben sich also: 

12.30.4. 60 = 86400 

Verteilungsarten in die drei Fächer. 



kl , k^ • fC^ ' ... 
dargestellt werden kann. 

Analog lassen sich die Elemente der 
zweiten Reihe in die verschiedenen Fächer 
auf: 

tf ' 
C^^'C^^ -c^^ ... = -^ 

W2 «2 — ^1 »»2 — ('1 + ^2) ^1 J ^2 • ^3 • * • • 

Arten auswählen, die Elemente der dritten 
Reihe auf: 



m^ ! mj ! mg ! 



Arten u. s. f. 

Jede Anordnung der Elemente der ersten 
Reihe kann aber mit jeder Anordnung der Ele- 
mente der zweiten Reihe verbunden werden 
und jede dieser Verbindungen wieder mit 
jeder Anordnung der Elemente der dritten 
Reihe u. s. w. Die Gesamtzahl der Verteil- 
ungen auf die gegebenen Fächer ist demnach: 



kl . k^' kß, ' 



h'.h\i,\. 



tHi ! Wj ! mg ! 
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b) Gelöste Aufgaben über die Kombinationen ohne Wiederholung. 

Es sollen gebildet 



Aufgabe 97. 

werden: 

1) CM1,2,3,4,5,6,7) 

2) CH(*ia^a,"'a,) 



Auflösung. Durch genaue Einhaltung des 
in Frage 41 angegebenen Verfahrens entstehen 
folgende Eomplexionen: 

1) 1234 1256 1357 2346 2467 

1235 1257 1367 2347 2567 

1236 1267 1456 2356 3456 

1237 1345 1457 2357 3457 

1245 1346 1467 2367 3467 

1246 1347 1567 2456 3567 

1247 1356 2345 2457 4567 



2J a^a^a^a^a^a^ 

«1 «2 «3 0^4 0^6 07 



«l<»««8«6*7^8 



a, o« a. a. a. a, a« a« a. a. a. a, 



*1 1*3 1*41*51*^1*7 
«1ÖSÖ4«5«7«8 
«1Ö8<»5Ö6«7<»8 



«1 »2 «8 Ö5 «6 Ö7 «1 ^2 «4 «6 Ö7 «8 «1 «4 «5 «6 «7 «8 



3 1*81*4 1*5 M-gUg 
«2 ^8 «4 «5 0^7 «8 

»2 «4 «5 «6*7 0^8 
a3Ö^4*5<*6«7*3 



Aufgabe 98. Wie gross sind fol- 
gende Kombinationszahlen: 

1) Cj,; 2) Cl,; 3) C|J; 4) C^^^,; 



5) C+: 



1) 
2) 
3) 
4) C: 



^10 — 



Auflösung. Nach Frage 42 erhält man: 
10.9.8.7.6 



1.2.3.4.5 



= 126 



6 _ 24.23.22.21.20.19 _ ,^,^,, 
^- = 1.2.3.4.5.6 - ^^^^^^ 
,„ _ 11.10.9.8.7.6.5.4.3.2 _ 
11 "~ 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 — 



^24 
■rlO 



__ (2m — 1) (2m — 2) . . . (2m — 1 — m + 1) 
2m-i— 1.2... m ^ 

_ (2m — l)(2m — 2) ... (m + 1) 



1.2 ...(w — 1) 

' (m-|"^ — m-f-n-|-l) 
1.2 ... (m — n) 
(m + n) (m + n — 1) . • . (2n + 1) 



K\ r^m-n _ (w + n) (m + n — 1) 



1.2 ... im — n) 



Aufgabe 99. Welche Klassen er- 
geben gleiche Kombinationszahlen bei 
zwölf Elementen? 

Man stelle diese Kombinationszahlen Auflösung. Für zwölf Elemente sind nach 
auch als Fakultäten dar! Frage 44 folgende Kombinationszahlen gleich: 



C\, = C{^ = 12 



^12 



^2 — 



12! 



2!. 10! 
12! 



^12 — ^12 — ^91 
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^12 — ^2 — 



Cl2 



^2 



12! 
4!8! 

12! 
5!7! 



Aufgabe 100. Wie viele Kom- 
plexionen von: 

O* (1,2, 3, 4, 5, 6, 7) 

enthalten: 

1) das Element 5, 

2) die Elemente 2, 4, 6, 

3) . „ 1, 3, 5, 7 
und wie heissen dieselben? 



Auflösung. Nach Frage 46 erhält man 
als Anzahl der verlangten Eomplexionen: 
3 _ 6-5»4 __ 



2)Cl = 


4; 3) 


^ = 1 




Die Komplexionen 


heissen: 




1) 1235 


1356 


2345 


2567 


1245 


1357 


2356 


3456 


1256 


1456 


2357 


3457 


1257 


1457 


2456 


3567 


1345 


1567 


2457 


4567 


2) 1246 


2346 


2456 


2467 


3) 1357 









Aufgabe 101 

plexionen von: 

C4 (a, &, c, (?, e, f, g, h) 

enthalten nicht: 

1) das Element a, 

2) „ „ /•, 

3) die Elemente c, rf, f 



Wie viele Korn- 



Auflösung. Nach Frage 47 enthalten 
von den verlangten Komplexionen: 

1) das Element a nicht: C* = 35 

2) „ „ f n ebensoviele 

3) die Elemente c, d, f nicht: C^ = 10 



Aufgabe 102. Wie viele Kom- 
plexionen von: 

CMl, 2 . . . 9) 

S^!i^^ wenigstens eines der geraden Auflösung. Nach Frage 48 sind nur die 
urtM^rx o.. Komplexionen auszuschliessen, welche kein 

gerades Element enthalten, also ist die ver- 
langte Anzahl: 



Elemente : 



2, 4, 6, 8? 



C* ^ C* = 126 - 5 = 121 



Aufgabe 103. Wie kann: 



^3 

^8 



in eine Summe von Kombinationszahlen AuflSsung. Nach Erkl. 75 hat maa die 
zur dritten Klasse zerlegt werden? Zerlegung: 

<?l = CH Ct + <?' + Cj + C» = 35 + 20 + 10 -1-7 + 1 = 70 
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Aufgabe 104» Welche Werte haben 
folgende Summen yon Kombiaations 
zahlen : 

^)^;, + c', + ct + c', + cl 
2) i + cl + c^ + cl+--^+€ 



Auflösung, 


Nach ErtL 75 ist: 


1)<^?« + 


cl + cl+(f, + cl 


r,2 = 


C Jj = C*j = 330 


2) Da 


i=.cl 


so iBt die gegebene Summe: 





Anfgabe 105, Folgende Kombi- 
nationszahlen als Summe von Kombi- 
nationszahlen mit abnehmenden Klassen- 
exponenten darzustellen : 

1) ^n> ^) <^^ + 9^ 3) <^'a: + ^ + i Auflösung. Der in Frage 50 bewiesene 

Satz gibt: 

oder wenn man die Werte dieser Symbole 
einsetzt und die Summe aowie die Faktorea 
der Zähler umgekehrt ordnet: 
(,,-fl)( n + 2) (n+l)in + %)(n^n) , 



1 + 



.^ + 1 



12 



I {n + l)(n + 2)^-- (n + B) _ (n + 2) (n + 3) - - ^n + 9) 
"•" 1-2-..8 ~ 1.2--.8 



^)€l^. + ^ = Ct^:.+ C^-,l.,^C^:^l^,+ +Cl., + Ct 



Anfgabe 106. Die Weite folgen- 
der Summen von Kombinationszahlen 
anzugeben ; 

s^ 3-r 4^- -r 0» Auflößung, Bie Summieruiig geschieht 

2) 1 + C7i + C^_^i + C^_^2H l-Ctj-^ nach Frage 50 und zwar gibt: 

2) Indem mau den letztea Summanden in 



der Form: 






i+i-i 



schreibt, ist die verlangte Summe offenbar 
gleich: 

oder durch Einaetzuug der Werte und um- 
gekehrte Anordnung der Faktoren in den 
Zählern: 

2af 



^( ^+1) , xl^ + ^)(^ + 2) 



1 ' i 

(^ + l)(:^+2) 



12 3 

(2^+1) _ 



, ^(^ + 1) 



1*2 --(^ + 1) 



(jg + ^)--(ga; + l) 
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viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

ftui allen Zweigen 

der Becheitfeniisti der niederen (Algebra^ Plammetrie, Stereometrie, ebeoen b. iphJiriMcleii 

Trigonometrie, synthetischen Geometrie etc.) u. höheren Mathematik (höhere Analytiij 

Differential- u. Integral-^Rechnmigi analytische Geometrie der Ebene u, des Ranmea etc.); — 

Ätxi allen Zweigen der Phystfe, Mechanik, Graphestatik, Chemie, Geodäsie, Nautlt, 

[ mathemat. Geographie, Astronomie | des Maschinen^ v Straften-, Ei^enhahn^i Wasser«! 

> Brtcken- n. Hoehban^sf der Koustmktlansleliren ala: darstell. Geometrie, Fol^r- n. 

FarallehPerspeeÜTe, Scbattenkonstraktionen etc. etc. 

für 

Schüler, Studierende, Kancuaateii, Lehrer, Technifeer jeder Art* Hilit&rs etc. 
zum einzig richtigen und erfolgreiohen 

Studium, zur FortblUfe bei 8 cfanl arbeiten imd mr rationelleiL Verwertung 

der exakten Wissenschaften* 
heransgeg eben von 

19r, Adolph Kleyer^ 

in Frankfurt a. M, 

nnter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Die Lehre von den kombinatorischen Operationen, | 
(Permutsition, KombinatioD, VariatioiL) Ij 

Nach System Kleyer bearbeitet von Prof, H. Standacher. ^ 
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Inhalt: 

Gelöste Aufgaben üher die KorabJiiatioiieii olma Wladerhoinng. 

Stattgart 1892. 
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Ofti ^olUt ändiga InhaHsverzeiahnii der bis jetzt erschienenen Hefte kiM. 
durah jede Buchhandluna bezogen werden. 



Ehraisgekront in Franktart a, H, 1881. 

I PROSPEKT. 

Dieies Werk^ welchem kein Akntlch«« Eur Seite iteht, ertchemt mono^tlich in 
flfifteu sa dem blUigea Preise tob 25 ^ pro Heft und brin^ eine Satamlnng der wichtig* 
dien and praktischsten infgahem Am dem C^esamtgeblete der Mntbem&ttk, Phjslk^ 
Mechanik} math* Geop^aphie^ Astrein emie, de^ MaBehlnen-, ^^trasien-, Eigenhahn-, 
Brücken- nnd Hochbanes, de§ kanstriikttTeu Zeiehnenii etc« etc. tmd zwar in Toliatändig 
feigster Ferm^ mit rielen Figuren, Erklämngen nebst Angabe nnd Entwiekeliinp der 
benntsten SBtze, Formeini Regeln in Fragen mit Anl^warten etc., lo daas die L5Bimf 
jedermann ferst Endlich sein kann, bezv. wird, wenn eine i^di^sere Anzahl der Hefte er- 
icbieoeD ist, da dieselben ilefa in ihrer Qe^amtbeit ergänzen und alsdaan anch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach heBonderen selbBtfindigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von iingel5steii Anfgahen beigegeben, welche der 
eigenen LöaoDg (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schnlunterricht benutit 
werden können* -- Die Uanngen hier«ti werden spiter in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt^ InhaltsTerseleli- 
nist Bericbtigwngeii und erlänternde ErUImngen Über dai betreifende Kapitel zorAnagabe, 

Das Werk behandelt znn&chgt den Hauptbestandteil des mathematisch-natnrwisBen* 
■chaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Beai^ohnlen I. und 11, Ord*» glelcb* 
berechtigten b5heren Bilrgerschnlen , PrlTatucholen, Gymnasien » Realgymnasien, Pro- 
gjmnasten p Schnllehrer - Seminaren , Folitechniken , Teehniken , Bangewerkschaleii, 
Glewer1>eBchnlen, Handelsaehnlen^ t^hn. Terliereltnnggsehnlen aller Arten , gewerbUche 
Fortblldnnggsohnlen^ Akademien^ Unirersität^n ^ Land- nnd ForatwiesensehaflBScbnlen, 
HUltftrseholen, Tor bereitungs -Anstalten aller Arten als z. ß. für dafl Eii^fthrig-Frei- 
wlllif e- und Offizlers-Exaraen, etc. 

Die Sefaüler, Studierenden nnd Kandidaten der mathematischen, technischen tind 
äatufwissenschaftlichea Fieber, werden durch diese, Schritt für Sehritt gellste, Aufgaben- 
■ammlung Immerwäbrend an ihre in der Schnle erworbenen oder nur gehürten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Losungen der^ 
jenigen Aufgaben gezeif^t, welche sie bei ihren Prüfutigen zu lösen haben, zugleich aber aucl 
die überane grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabeosammlnng eine kräftige Stütae für den Schul« 
Unterricht geboten werden^ indem zur Erlernung des prakH sehen TeUe§ der mathematiBchen 
Disziplinen — mm Auflösen TOn Aiifgahen — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei aeinen häuslichen Arbeiten mne voU- 
itAndige Anleitung in die Hinde gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu l^aen^ die ge- 
Itabten Begeln, Fonnelni Sütie etc. ansnwendea und praMl&cb m Terwerten. Lnsti Liebe 
nnd Teretftndnts für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und FachgenoSflen aller Artf MÜJtin 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anffrlgchnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
nathematiachen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Berufe 
sweigen Tor komme »den Anwendungen eiBem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen nad 
lomit den Antrieb zu weitereu praktischen Terwertungen nnd weiteren Ferschangen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktiache Aof- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Vedilief, 
Dr. üefer, Frankfurt a. M. Fiicherfeldstraiie 16, entgegen and wird deren EtMIgaiii 
Minnli^iit berückiichtif t» " oigitizedby VjO^^'^ 

stattgurt Die TerlügBluindlimg. 
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I Aufgabe 107, Folgende Summen 

) Eombinationszahlen auszudrücken und 
berechnen: 

2) ^1 + 4 + ^i + 4 ^ar-l + ^x-f4 ^- 1 + ^ar-f4 ^\v - 1 + ^i + 4 ^^-1 + ^-1 
^) ^20 I ^20 ^20 H" ^20 ^20 "l" ^0 ^20 + * • * + ^20 ^0 

Auflösung. Nach der in Frage 50 a be- 
wiesenen allgemeinen Formel sind die ge- 
suchten Summen: 

7 _ 19.18.17.16.15-14.13 __ 

^> ^^^ 1.2.3.4.5.6.7 ~ ^^^^^ 

2) Setzt man in genannter Formel: 
m=:a?-|-4, » = 0; — 1 

so ist die Summe: 
5 _ (2a?+3)(2a? + 2)(2a?+l)2a;(2a?— 1) 
2^+3— 1.2.3.4.5 

3) Fügt man die gegebene Reihe noch 
einmal in umgekehrter Ordnung hinzu, so ist 
ihre Summe: 

folglich die Summe der gegebenen Eeihe: 











1 ^11 






4) 


Hier ist: 












m = 


= 2k, n = 


k 


zu 


setzen, 


also die Summe: 












Sä; 





Aufgabe 108. Die Kangzahl der 
lombination: 

3689 

den Ziffern 1 bis 9 durch Aus- Auflösung. Nach Frage 52 erhält man 

liessung der Komplexionen niedri- folgende Berechnung. Von den Kombinationen 

ieren Ranges zu finden. vierter Klasse der neun Ziffern beginnen 



mit 1: 


Cl = 56 


mit 2: 


C? = 35 


mit 34: 


Cl=. 10 


mit 35: 


Cl= 6 


mit 367: 


Cl= 2 




109 


Die gesuchte 
Rangzahl: 


Komplexion hat also die 
110 
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Anfgabe 109. Die Rangzahl der 
Komplexion: 

hdegi 

aus den Elementen a,b,c,d,ejf,g,h,i,k 
durch Ausschliessung der Komplexionen 

höheren Ranges zu finden. Auflösung. Die Gesamtzahl aller Kom- 

plexionen ist: 

Cl = 252 

Davon werden nach Frage 52 ausgeschlossen: 
Cl + Ct + Cl + Cl+C\ = 66 + 16 + 10 + 3+l=Sb 

Die Eangzahl der gesuchten Komplexion 
ist demnach: 
252 — 85 = 167 

Aufgabe HO. Wie heisst die 
10972. Kombination zur fünften Klasse 
aus den Elementen: 

Durch Ausschliessung der vorher- . -,.. tt ^ i ^ ^ 

gehenden Komplexionen zu bestimmen. ,J^^^J ^«" ^«''-^^" ^"■"- 



mit a^: 


Cjg = 3876 


mit a^i 


Cfg = 3060 


mit a^: 


Cj^ = 2380 



9316 

Die Hinzufügung der mit a^ beginnenden 
überschreitet die gegebene Rangzahl; a^ ist 
also das Anfangselement der gesuchten Kom- 
plexion. Es beginnen nun 

mit a^a,: ^s 455 



^15 



mit a^a^: ^s 3^4 



14 



mit a,a,: ^^^286 

mit a.a«: ^^^330 

mit a^a^i ^,=^16^ 

mit a^a,^: ^3 ^ ^^ 



^10 



10926 
Unter den mit a^a^^ beginnenden Kom- 
plexionen ist die gesuchte. Weiter begmnen 

mit 0'^(i^-^^a^2' 

C| = 28 

Unter den mit o^anOis beginnenden Kom- 
plexionen befindet sich die verlangte; man 
hat also noch ^ j 
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mit 








mit 


«4«11Ö18Ö15- 

Cj = 5 






mit 


«4 «110^13 Öf 16- 

Cl = 4 






mit 


Cj = 3 


also 




10972 

Die gesuchte Komplexion ist 
letzte mit: 

»4 »11 «18 «17 

beginnende; sie heisst demnach: 

«4 «11 «18 »17 «80 


die 



Aufgabe 111. Dieselbe Aufgabe 
nach Frage 54 zu lösen durch Aus- 

schUessung der höheren Eomplexionen. Auflösung. Da die Anzahl sämtUcher 

Eomplexionen: 

Cl = 15504 

ist, so sind die Unbekannten x^ y, ^, u, v aus 
der Gleichung: 

^l + ^l + <^l + <^l + Cl = 15504—10972 = 4532 
zu bestimmen. Die Bedingung: 
^5_ a:(ar-l)(a:- 2 )(x-3)(^-4) ^,^^, 

^^ - r. 2:3:4:5 = ^^"^^ 

gibt als Maximalwert: 

rc' =z 16 
Erkl« 97. Die Bestimmung von y geschieht ,, , ^ , 
ans der Bedingung: -^ ^ ^ Man hat sodann: 



y(y~l)(y~2)(y-3) ^ 


4632- Cjß = 164 


1.2.3.4 ^'"^ 


demnach: 


woraus der Maximalwert: 


Cj^l64, y' = 9; 


y' = 9 


hierauf gibt: 


^d: ^-_126 


C|< 164 — 126 = 38 


folgt. Weiter findet sich aus: 


der Maximalwert: 


z(z^l)(z^2) / 


z' = 7 


1.2.3 ^"^^ 


Für die vierte Stelle hat man: 


der Maximalwert: 


C^<S 


z* = 1 


u 


^d: C? = 35 


woraus: 

w' = 3 




und demnach: 




V z=0 (Siehe Erkl. 82) 




Die gesuchte Eomplexion hat demnach 




die Elemente: 




20 — 16 = 4, 20 — 9 = 11, 20 — 7=13, 




20 — 3 = 17, 20 — = 2 




und lautet wie oben: 




»4 »11 »13 »17 »20 ^ T 
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Aufgabe 112. a) In wie vielen Kom- 
binationen fünfter Klasse der Elemente 
1 bis 9 steht das Element 4 

1) auf der 1. Stelle, 

2) » „ 2, „ 

3) » „ 3. „ 

4) „ . 4. „ 

5) » » 5. „ 

und b) in wie vielen kommt es gar 
nicht vor? 



Erkl. 98* Die Summe der für alle einzelnen 
Fälle gefundenen Komplexionen muss gleich: 

Cl = 126 

gein. In der That ist: 

5 + 30 + 30 + 5 + 56 = 126 



Auflösung. 1) Soll das Element 4 auf 
der ersten Stelle sein, so können die vier 
folgenden Stellen nur durch die Elemente: 

5, 6, 7, 8, 9 
besetzt werden. Die Anzahl der möglichen 
Komplexionen ist demnach: 

Cj = 5 

2) Soll die zweite Stelle 4 sein, so bleiben 
für die erste die Elemente 1, 2, 3, für die 
drei letzten Stellen die Elemente 5, 6, 7, 8, 9, 
also ist die Anzahl solcher Komplexionen: 

Cj.C^ = 3.10 = 30 

3) Komplexionen, deren dritte Stelle 4 ist, 
bestehen demnach: 

Cl'Cl=zd.lO = SO 

4) Komplexionen mit 4 auf der vierten 
Stelle: 

(^.Cj = 1.5 = 6 

5) Komplexionen mit 4 auf der fünften 
Stelle sind unmöglich. 

6) Das Element 4 kommt nicht vor in: 



cl = 56 



Komplexionen. 



Aufgabe 113. In wie vielen Kom- 
binationen der Elemente: 



zur sechsten Klasse stehen die Elemente: 
nebeneinander? 



Auflosung. Die Elemente a^a^ können 
folgende SteUungen haben: 

1. 2. 3. 4. 5. 6. SteUe 

1) . . . . «5 a^ 

2) • • • «5 «7 • 

3) • ' a^ a^ ' . 

4) . aj a^ . . . 

5) «5 «7 • ' • • 

Die Anzahl der entsprechenden Kom- 
plexionen ist 

für 1): c* = l 

denn es können nur a^a^a^a^ vorausgehen; 



für 2): 



Cl'C. 



1 __ 



20 



auf den drei ersten Stellen a^ bis a^, auf 
der letzten a^ bis a^^i 



für 3) 
für 4) 
für 5) 



cl'Cl 



60 



Cj.C^ = 40 
et = 6 



Summe = 126 Komplexionen. 
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Aufgabe 114. Die Zahl der Kom- 
binationen der zehn Elemente: 

a, &, c, d, e, f, g, ä, », h 

zur sechsten Klasse anzugeben, welche: 

1) 1, 2) 2, 3) 3, 4) 4, 5) 5, 6) 6 

Elemente enthalten, die in der Kom- 
plexion: 

hccfhk 

nicht vorkommen. 



Auflösung. Nach Frage 55 erhält man: 

1) C\-C\ = 6.4 = 24 Komplexionen, 

2) C2.C2 = 15.6 = 90 

3) C^.Cj = 20.4 = 80 „ 

4) C^.C* = 15.1 = 15 

5) Cl.C\= 6.0= 
ebenso: 

6) cf.C?= 1.0= 



Eechnet man hiezu noch die gegebene 
Eomplexion selbst, so ist die Gesamtzahl : 



210 = CJ, 



Aufgabe 115. Die Zahl der Kom- 
binationen siebenter Klasse aus den 
Elementen: 

a, &, c, rf, e, f, g, h, i, j, k, /, m 

anzugeben, welche mit der Komplexion: 

acegikm 
1) 3, 2) 4, 3) 5 

Elemente gemeinsam haben. 



Auflösung. Nach Frage 56 ergeben sich: 

1) Cj.C* = 15-35 =r 525 Komplexionen, 

2) C^.C? = 20.35 = 700 

3) C^.C? = 15.21 = 315 



Aufgabe 116. Wie viele Kombi- 
nationen fünfter Klasse aus den Ziffern 
bis 9 enthalten: 

1) 3 ungerade, 

2) 2 gerade Ziffern? 



Auflösung. 1) Die gesuchte Anzahl ist 
identisch mit der Anzahl der Kombinationen, 
welche mit der Komplexion: 

13579 
drei Ziffern gemeinsam haben, d. h.: 
C^.C^ = 100 

2) Die gesuchte Zahl ist identisch mit 
der Anzahl der Kombinationen, welche mit 
der Komplexion: 

02468 
zwei Ziffern gemeinsam haben, d. h.: 
C^.C^ = 100 



Aufgaben?. Die Anzahl der Amben, 
Temen und Quatemen zu bestimmen, die Auflösung. 1) Die Anzahl der Amben 

in der gewöhnlichen Zahlenlotterie von ist die Kombmationszahl von 90 Elementen 

90 Nummern enthalten sind* zur zweiten Klasse: 



2 _ 90-89 



"90 ■ 



1.2 



= 4005 



2) Die Anzahl der Temen ist analog: 
= 117480 



3 __ 90.89.88 



1.2.3 
3) Die Anzahl der Quatemen: 

= 2555190 



^4 _ 90.89.88.87 



1.2.3.4 
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Aufgabe 118. Wieviel verschiedene 

Spiele von 9 Karten können aus 3 2 Karten 

verteilt werden? Auflösung. Die gesuchte Anzalü ist: 

9 _ 32«31>30»29»28»27«26»25»24 
82— 1.2.3.4.5.6.7.8-9 ' 



Aufgabe 119. Wie viele Verbind- 
ungslinien sind möglich: 

1) zwischen 10 Punkten, Auflösung. Man erhält so viele Ver- 

2) zwischen n Punkten, bindungslinien, als sich die 10, bezüglich 
von denen nicht mehr als zwei in einer ^^^«"tte zu je zweien verbinden lassen, d.h.: 
Geraden liegen? D c^ = 45 2) c^ = ^^^^^^ 

''10 ''W 1*2 

Aufgabe 120. Wie viele Diagonalen 
hat: Auflösung. 1) Die sieben Punkte lassen 

1) ein Siebeneck, sich nach vorhergehender Aufgabe auf: 

2) ein wEck? c? = 21 

Arten miteinander verbinden; von diesen Ver- 
bindnngsstrecken fallen sieben mit den Seiten 
zusammen, also ist die Anzahl der Diagonalen: 
21 — 7 = 14 
2) Die Anzahl der Diagonalen des nEckes 
ist analog: 

^-""^-—1:2 **- 2 



Aufgabe 121. Wie viele Schnitt- 
punkte geben n Gerade in einer Ebene: 

1) wenn keine Parallelen darunter sind 

und nicht mehr als zwei durch einen Auflösung. 1) Je zwei nicht paraUele 
Punkt gehen; Gerade schneiden sich in einem Punkte, also 

2) wenn p von ihnen parallel unter ist die Anzahl der Schnittpunkte: 
sich sind; 2 __ n (n — l) 

3) wenn eine Gruppe von p^ Paral- ** ~" 1-2 

lelen und eine zweite Gruppe von 2) Smd p Parallele darunter, so fallen 
Po Parallelen darunter sind? dadurch: 

p" 1.2 
Schnittpunkte weg und die gesuchte An- 
zahl ist: 

C^ — C^ 

3) Die Anzahl der Schnittpunkte ver- 
mindert sich wegen der ersten Gruppe von 
Parallelen um: 

Cl 



wegen der zweiten Gruppe um: 

Sa' 

demnach ist die gesuchte Anzahl: 

n PI P9 
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Aufgabe 122. Wie viele Schnitt- 
punkte geben n Gerade in einer Ebene, 
wenn: 

1) k derselben durch einen Punkt 
gehen; 

2) k derselben durch dnen Punkt ^^^ D D^ ^ Gerade durch einen 
Dnd k, durch einen andern Punkt gehen pJ^Tgei^so reduz^^^^^ sich: 

und keine Parallelen darunter sind? '^ „ 

Schnittpunkte auf einen einzigen, so dass 
nur: e^-C^ + l 

Schnittpunkte übrig bleiben. 

2) Da für die zweite Gruppe von Geraden 
dasselbe gilt, wie für die erste, so ist die 
Anzahl der Schnittpunkte noch: 

ol-cl-cl + 2 



Anfgabe 123. Wie viele Dreiecke 
werden durch n Punkte bestimmt, wenn: 

1) niemals drei Punkte in einer Ge- 
raden liegen; wenn: 

2) k Punkte in emer Geraden, ^^^53^ 1) Die n Punkte bestunmen 
k, Pimkte m einer andern Geraden so viele Dreiecke, so oft sie zu je dreien 
liegen? verbunden werden können, d. h.: 

s ___ n(n-l)(n — 2) 
^'»"" 1.2.3 

2) Liegen k^ Punkte in einer Geraden, 
so fallen dadurch: 

^*-" 1.2.3 

Dreiecke weg und analog für die A^g anderen 
Punkte; die gesuchte Anzahl ist demnach: 

n ^ kl k2 



Aufgabe 124. Wie viele Parallelo- 
gramme werden gebildet, wennjp^ Paral- 
lele von Pfändern unter sich paraUelen Auflösung. Zu emem ParaUelogramm 
(xeraden geschnitten werden? gehören je zwei Parallele der einen Gruppe 

und je zwei Parallele der andern. Die 



erstere enthält: 



pi 



Erkl. 99. Ein ParaUelogramm ist ein Vier- Verbindungen von je zwei Geraden, die 
eck, in welchem je zwei gegenüber liegende letztere enthält deren: 
Seiten parallel sind. ^2 

^P2 

Aber jede Komplexion der ersteren Art 
bildet mit jeder der zweiten Art ein Parallelo- 
gramm. Demnach ist die Anzahl der Paral- 
lelogramme: 



Pi P2 
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Aufgabe 125. Die Anzahl der Ver- 
bindimgsstrecken zu finden, die zwischen 

den Schnittpunkten von n sich schneiden- Auüösnng. Die Anzahl der Schnittpunkte 

den Geraden gezogen werden können. jgt nach Aufgabe 121, 1): 



2 __ n (n — 1) 



Diese lassen sich wieder nach Aufgabe 1 19 
auf: 

n(n — 1) /n(n — 1) ^\ 



c 



2 _ 1-2 

w (n ~ 1) — 1.2 



= -g-n(n-l)(w-2)(n + l) 

Arten miteinander verbinden. Von diesen 
Verbindongsstrecken fallen jedoch: 
2 _ n(n-l)(n-2) 

'^•^n-l ~ iT2 

mit den gegebenen Geraden selbst zusammen, 
denn auf jeder Geraden liegen n — 1 Schnitt- 
punkte, welche: 

Verbindungen zu je zweien zulassen. Die 
Anzahl der Verbindungsstrecken, die noch 
zu ziehen möglich sind, ist denmach: 

yn(n-.l)(n-2)(w + l)~-|-w(n-l)(n-.2) = ln(n-l)(n-2)(n-3) 



Aufgabe 126. Die Anzahl der 
Schnittpunkte von n Ebenen anzugeben, 
wenn von diesen Ebenen k durch den- 
selben Punkt gehen und / sich in paral- . „.. t « . u -j 

lelen Linien schneiden, parallele Ebenen . ^'^^f^'^^^J^ aUgemeinen schneiden 
vii o-ixxx ^ix öv^xA^xiA^ii, ^a,x«,xx^xv. x^M^ix^ii gj^j^ ^j,^j Ebenen m emem Punkte, so 

aber nicht vorkommen. ^ass die Anzahl der mögUchen Schnittpunkte: 

Erkl.lOO. Die räumliche Geometrie (Stereo- *» 

metrie) lehrt, dass je zwei Ebenen sich in einer ist; k gegebene Ebenen, welche: 
geraden Linie schneiden, welche dann von jeder ^z 

andern Ebene in einem Punkte geschnitten wird. * 

Je drei Ebenen haben also einen Punkt Schnittpunkte haben könnten, besitzen jedoch 

gemeinschaftlich. zusammen nur einen solchen und /Ebenen, 

welche: qz 

Schnittpunkte haben sollten, geben gar keinen; 
folglich bleiben im ganzen: 

Schnittpunkte. 



Anfgabe 127. Wie viele dreiseitige 
Pyramiden (Tetraeder) werden durch 

n gegebene Punkte im Räume bestimmt, Auflösung. Je vier gegebene Punkte 
wenn p derselben in einer Ebene liegen? bestimmen die Ecken eines Tetraeders (einer 

dreiseitigen Pyramide). 
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Es sind demnach: 

Tetraeder möglich, von denen jedoch: 

abgehen, weil die in einer Ebene liegen- 
den jp Punkte keine Tetraeder bilden können. 
Die gesuchte Anzahl ist demnach: 

»» JP 



Aufgabe 128. Es sind n Punkte 
im Eamne gegeben, von denen niemals 4 
in derselben Ebene liegen und durch 
dieselben alle möglichen Ebenen gelegt. 

Wie viele neue Schnittpunkte haben Auflösung. Durch die gegebenen n Punkte 
diese Ebenen unter sich? lassen sich: 



-,3 _ n(n-l)(n-2) 



C! = 



Erkl. 101. Seien z. B. n = 5 Punkte »• "" 1.2.3 

\^^ ^l^.' ^1^ ^^'^^ gegeben, so lassen Ebenen legen. Bezeichnet man diese Zahl 

sicli durch dieselben: ^ ^^ Abkürzung durch n\ so geben diese 

Cg — 10 = n* Ebenen (zu je drei zusammengenommen): 
Ebenen legen, welche im allgemeinsten Falle: 3 n* {n' — l)(n' — 2) 

C\q = 120 ^'•' " r2T3" 

Schnittpunkte geben würden. Schnittpunkte. In dieser Anzahl sind aber: 
Es gehen aber durch jeden der fünf Punkte : 1) die g e g e b e n e n Punkte selbst ein- 

C^ = 6 gerechnet; 
Ebenen, deren: 2) kommen Ebenen vor, von denen mehr 

C\ = 20 als zwei durch dieselbe Gerade gehen, also 

Schnitti)unkte mit dem gegebenen Punkte zu- ^^^® Schnittpunkte unter sich geben; 
sanunenfallen, so dass noch: 3) sind vielfache Punkte darunter. 

120 — 5.20 = 20 Jeder dieser drei Gründe veranlasst eine 

Punkte übrig bleiben. Aenderung der Zahl: 
Die gegebenen fünf Punkte haben ferner: 3 

Cl = 10 *** ^ 

Verbindim^fferade AB AC^ von denen iede ^^ ^^' Durch jeden dergegebenen nPunkte 

ÄÄh^^tf^^^^^^ i^ehen so viele Ebenen, als man durch die 

werden kann (z. B. ^ J5 als Schnitt der Ebenen ^ — 1 anderen Punkte Gerade legen kann, d. h.: 
ABC, ABB, ABE), so dass: ^ („_l)(w_2) _ 



10.C? = 10 ^n-1— 1.2" 



= n" 



"z 



Schnittpunkte ausfallen, welche unter oben Diese n" Ebenen hätten unter sich: 
abgezogenen 5 • 20 Punkten bereits zweimal ^s 

inbegriffen sind, also wieder einmal addiert ^n' 

werden müssen. Man hätte bisher demnach: Schnittpunkte, welche sämtlich mit dem ge- 

120 — 5.20 4- 10 = 30 gebenen Punkte zusammenfallen, so dass die 

Schnittpunkte. Anzahl der neuen Schnittpunkte nunmehr 

Jede der obengenannten zehn Verbindungs- noch: ^ts r^ 

geraden wird von einer durch die drei übrigen , ' ^n' ** ^n" 

Pnnkte bestimmten Ebene geschnitten (z. 'Q.AB ist. 

durch die Ebene CD JE), wodurch zehn Punkte Zu 2). Gerade, durch welche mehr als 

entstehen, welche, da 2wei Ebenen gehen, sind alle diejenigen, 

cl = 3, welche zwei der gegebenen Punkte ver- 

dreimal gerechnet sind, also zweimal abgezogen binden, z. B. AB. Solcher gibt es: 
werden müssen. Man hat nun also sclmessuch 2 

als wahre Anzahl der Schnittpunkte: ^n 

30 — 2.10 = 10 und jede von ihnen ist der gemeinschaftliche 

le 
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Erkl. 102« Der am Schlüsse nebenstehender 
Auflösung gegebene Ausdruck wird aus der 
symbolischen Schreibweise auf folgende Art 
abgeleitet : 

Die beiden letzten Glieder werden zusammen- 
gefasst in: 

r2 ^3 .^2 ox _ njn^l) (n - 2) (n- 3)(n- 4) /^ n-2)(n ~ 3) 

-^«^.-2(^.-2-2)- — 172 ri:! V — r:2" — 

___ _ n (n — 1> ( n— 2)(n — 3)(n — 4) n^ — 5n + 2 

"■ 1.2 ' 1.2.3 * 1.2 

Femer ist: 



n(n — l)(n — 2) /^ n(n— 1) (n — 2) _ ^\ /" w(n— l)(n — 2) 
3 _ 1-2.3 



ct = 



/n(n-l)(n~2) \ / n(n--l)(n- 2) A 
V 1.2.3 VV 1.2.3 ^7 



1.2-3 
= ^(^'7^)(^~2) (^8 — 3n2.^2n~6)(n8— 3n2 + 2w— 12) 



Ebenso wird: 

-l)(»-2) /(n-l)(n-2) _ A / (»-l)(n-2) A 



n-C» =-». 



1.2-3 

^_ »(._l)(,_2,(n-3) („3_3„.-2n) 
Folglich gibt der ganze Ausdruck: 

— 64 (n — 4) (n2 — 5 w + 2)] 
_ n(n — l)(n^~2)(n--3) j^5__ 3^4 _ 23w8 + 63w2 + 58» — 24 — 54(w — 4) (n2— 5» + 2)] 

Das Polynom: Schnitt von n — 2 Ebenen, welche, (wenn 

w6 — 3w4 — 23n3 + 63n2 + 58w — 24 sie nicht durch dieselbe Gerade gingen): 

ist aber durch n — 4 teilbar (vergl. Staudacher, q^ 

Lehrbuch der Grundrechnungsarten IL Teil, ^~^ 

Frage 96) und besteht aus den Faktoren: Schnittpunkte ergeben hätten, wodurch im 

(n — 4)(n* + n8— 19w2 — 13n-i-6); ganzen: 

folglich kann aus dem obigen Klammerausdrucke ^n'^n—2 

noch der Faktor n- 4 ausgeschieden werden, p^fete wegfaUen. Diese Punkte sind aber 
worauf der in der Auflösung der Aufgabe 128 ^^^^„ i\ o«l^« «v.«..,,^«^« i^A^^i. „^^:«.«i 
gegebene Ausdruck zum V^olschein kommt. f^^f ^^ schon abgezogen, jedoch zweimal, 
^ ^ insofern sie nämlich ebensowohl nut dem 

Punkte A als mit dem Punkte B zusammen- 
fallend gedacht werden können. 

Man muss sie demnach wieder einmal 
addieren, so dass nun die gesuchte Zahl der 
neuen Schnittpunkte: 

Cl-nCl. + Clcl_, 
wird. 

Zu 3). Vielfache Punkte können 
nur da entstehen, wo mehr als drei Ebenen 
sich in einem Punkte schneiden. Nach 2) 
ist dies nur dort möglich, wo die Verbind- 
ungsgeraden von je zwei gegebenen Punkten 
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von deigenigen Ebenen geschnitten werden, 
welche dorch die n — 2 anderen gegebenen 
Punkte gelegt werden können. Die Anzahl 
dieser letzteren Ebenen ist: 



und demnach liegen auf jeder der oben 
nannten 0^ Verbindungsgeraden C^^iFvooktej 
von denen jeder in der bisher gefundenen 
Zahl so oft eingerechnet ist, als sich die 
n — 2 durch jede Verbindungsgerade AB 
gehenden Ebenen zu zweien zusammennehmen 
lassen, nämlich: 

mal. Soll aber jeder solche Punkt nur ein- 
mal gerechnet werden, so ist er: 

mal abzuziehen, so dass man schliesslich als 
wahre Anzahl der entstandenen Schnitt- 
punkte hat: 



>2 r>9 



n — 2 



1296 



Führt man für n* und w" die oben ange- 
gebenen Werte ein und vereinfacht möglichst, 
so wird die gesuchte Zahl: 

m(» — l)(n — 2)(n--3)(n — 4)[»4 + w8--73«2 + 267w— 102] 



Aufgabe 129. Die Anzahl derjeni- 
gen Durchschnittspunkte der Diagonalen 
eineskonvexenw-Eckes anzugeben, welche 
innerhalb des Vieleckes liegen. 



Auflösung. Je vier Eckpunkte bestimmen 
ein Viereck, dessen zwei Diagonalen auch 
Diagonalen des gegebenen n-Ecks sind und 
sich innerhalb des Vierecks (also auch des 
n-Ecks schneiden). Im Innern des n-Ecks 
gibt es also so viele Schnittpunkte von 
Diagonalen, als aus den gegebenen Eck- 
punkten Vierecke gebildet werden können, 
d. h.: 

n(n~l)(n~2)(n~3) 
»•~ 1.2.3.4 



Aufgabe 130. Auf wie viele Arten 
kann ein Whistspiel von 52 Karten unter 
vier Spieler verteilt werden, wenn jeder 
13 Karten erhält? 

Erkl* 108. Ein Spieler wird also das näm- 
FäUen nur einmal zu 



liehe Spiel unter .., ^ ,. . 
(id I)* 

erwarten haben und wenn es sich nur um die- 
selbe Verteilung der Karten handelt, ohne 
Httcksicht darauf, welcher Spieler die be- 



Anflösnng. 13 Karten können aus 52 
Blättern auf: 



^62 



Arten ausgeteilt werden ; aus den noch übrigen 
39 Blättern werden wieder 13 auf: 

atIS 

Arten gewählt, aus dem Rest von 26 Blättern 
ebenfalls 13 auf: 
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stimmte Gruppe von 13 Blättern in Händen ^is 

hat, so wird dieselbe in: ^^ 

521 Arten. Es bleiben dann noch 13 Karten 

-j^j^TjT tibrig, welche nur: 

Fällen einmal eintreten. Die Kechnung ergibt: ^is — ^ 

-pi^^ = 2235197406895366368301560000 Komplexion geben. Da aber jede dieser 

4!(13!)4 Gruppen mit jeder andern zusammentreffen 

Um einen Begriff von der Grösse dieser kann, so ist die Gesamtzahl der möglichen 

Zahl zu geben, sei bemerkt, dass wenn von Spiele: 

1000 Millionen Menschen jeder in der Minute ro t aq i oß ? 

einmal die 52 Karten verteilen würde und die- Cll'Cil'Cll'C\l = — — i-.-—^^.-^^ 

selben Tag und Nacht ununterbrochen die Arbeit '' '' '' '' 13^39! 13! 26! 18! 13! 

fortsetzten, im ganzen: 52! 

4-252658.688918 Jahre 45 Tage "" (13!)* 
nötig wären, um alle möglichen Spiele zu ver- 
teilen (Matthiessen in Grunert Archiv Bd. 47, 
über einen seltenen Fall beim "Whistspiel). 



Aufgabe 131. Eine Urne enthält 
m weisse und n schwarze Kugeln, die 
durch Nummern von einander unter- 
schieden sind. In wie vielen Fällen ist ^ Auflösung. Aus der Anzahl der schwarzen 
es mögUch, dass sich unter k gezogenen ^"^^^ ^^««^° «^^^ ^ derselben auf: 
Kugeln / schwarze befinden? ^n 

Arten auswählen; jede dieser Kombinationen 
muss noch mit k — l weissen verbunden 
werden, die aus den tn vorhandenen Kugeln 
dieser Art auf : 

tn 

Arten gewählt werden können. Die gesuchte 
Anzahl von Fällen ist demnach; 



C'-C 



Aufgabe 132. Zwei Personen spielen 
mit einer Karte von 32 Blättern, von 
denen jede 6 erhält. Wie viele ver- 
schiedene Spiele kann einer der Spieler 
bekommen : 

i\ ^u 1««*«^ xr«^^« ^^« ^;«^^ i?o^i^« Auflösung. 1) Unter den 8 Karten einer 

1) mit lauter Karten von einer Farbe, ^^^^ ^^^^^ ^ ^^, 

2) mit 4 Karten von einer und 2 von ^ 8-7 
einer andern Farbe, ^s = y^ ~ ^® 

3) mit 3 Karten von einer, 2 von Arten sich verbinden, und da vier ver- 
einer andern und 1 von dritter Farbe? schiedene Farben vorhanden sind, so ist die 

Anzahl der möglichen Fälle: 
4.28 = 112 
2) Aus je 8 Karten von einer der vier 
Farben sind 4 zu wählen, was auf: 

4.Cj =: 70 

Arten geschehen kann. Aus den je 8 Karten 
einer der drei anderen Farben hat man femer 
2 zu nehmen auf: 

3.C|=:84 
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Arten und jede von diesen mit jeder der 
vorigen zu verbinden, so dass es im ganzen: 

4.C*.3.C|=:5880 
mögliche Spiele gibt. 

3) Nachdem die 3 Karten auf: 

Arten ausgewählt sind, verbindet man sie 
mit den: 

3.(7^=: 144 

Arten, die für 2 Karten einer der drei anderen 
Farben bestehen und mit: 

2'Cl = ie 

Fällen für die einzelne Karte aus einer der 
zwei übrigen Farben. Die Zahl der mög- 
lichen Fälle ist also: 

Cl'Cl'Cl'4\ z=z 516096 



Aufgabe 133. Auf wie viele Äxten 
kann ein Produkt aus 2 m verschiedenen 
Faktoren a, 6, c, • • • in Produkte von 
je zwei Faktoren zerlegt werden? 

Erkl. 104. Eine andere rekurrierende 
Auflösung dieser Au%abe ist folgende: Man 
bezeichne die Anzahl der aus den 2m Faktoren 
möglichen Zerlegungen in Paare durch: 

Wählt man zuerst das Paar ah, so geben 
die übrigen 2m — 2 Faktoren noch: 

-2^2»» — 2 

Zerlegungen; ebensoviele entstehen, wenn man 
zuerst ac, oder ad, oder üherhaupt a mit irgend 
einem der 2 m-— 1 ührigen Faktoren verhunden 
bat. Demnach ist: 

Z2m = {2m—l)Z2m-2 

Indem man statt m der Reihe nach m — 1, 
»»—2, • . . m— (m — 1) setzt, so entstehen die 

Gleichungen: 

Z2m-2 = {2m — 2)Z2m-4. 
Z2m'-i = (2m—6)Z2m-e 



AufLösung. Zuerst wählt man ein Fak- 
torenpaar aus den 2 m gegebenen Faktoren^ 
was auf: 

^2m 

Arten möglich ist. Aus den übrig bleibenden 
2w — 2 Faktoren kann ein zweites Paar auf: 



Arten gewählt werden, aus den nun ver- 
bleibenden 2 m — 4 Faktoren ein drittes Paar 
auf: 

^2m-4 

Arten u. s. f., bis schliesslich nur noch ein 
Paar übrig bleibt. Jedes so gewählte Paar 
kann mit jedem andern verbunden werden^ 
so dass man im ganzen: 



^2m*^2m — 2*^2»n- 



Cl'Cl 



endlieh: Z2 = l 

Die Multiplikation aller dieser Gleichungen 
gibt nach Weglassung der auf beiden Seiten 
vorkommenden gleichen Faktoren: 

Z2m= (2m — 1) (2m — 3) (2m — 5) ... 1 
oder in umgekehrter Ordnung: 

Z2m= 1.3.5... (2m — 1) 
als Anzahl der verschiedenen Zerlegungen. 

ErkL 105, Die beiden in verschiedener Form 
eiscbeinenden Eesultate in der Auflösung der 



Zerlegungen in m Paare erhält, worunter 
aber diese Paare in allen möglichen Auf- 
einanderfolgen vorkommen. Da jedoch die 
verschiedene Anordnung der Paare offen- 
bar gleichgültig ist — indem z. B. die An- 
ordnungen ab, cd und cd, ab die nämliche 
Zerlegung des Produktes ab cd vorstellen, — 
so ist obige Zahl noch durch die Versetzungs- 
zahl der m Paare, d. h. durch m\ zu divi- 
dieren. Die gesuchte Anzahl der ver- 
schiedenen Zerlegungen ist demnach: 

^2m'^2m-2*^2m-4 •*' C^iml 
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Aufgabe 133 nnd in vorhergehender Erklämng 
sind natürlich identisch. Es ist nämlich: 

^L'^2m-.2-" ^4-^1 _ (2m)! (2m — 2)! (2m -4)! 4! 1 (Siehe 

m! "^ 2!(2m — 2)!'2!(2m — 4)!' 2!(2m — 6)! "* 2!2! ' m! Frage43) 

_ (2m)! _ 1»2»3>4»5.6»». (2m — 2)(2m — l)>2m 
■" 2mm\ ~" 2-4.6 •.. (2m — 2). 2m 

= 1.3.5...(2m — 1) 



Anfgabe 134. Auf wie viele Arten 
kann ein Produkt von 2 m — 1 Faktoren 

in Produkte aus m Faktoren des zweiten . -.. ,r .« ^ « i. ^ • 

Grades und eiuen Faktor dps Pisfpn Auflosimg. Man lässt zunächst einen 
waaes una einen l^attor aes eisten Faktor weg und bildet aus den 2m übrigen 
Grades zerlegt werden? ^j^ ^ vorhergehender Auflösung gefundene 

Zahl von: 

1.3-5... (2m — 1) 

Zerlegungen. Da man aber für jeden weg- 
gelassenen Faktor dieselbe Anzahl erhält, 
so hat man im ganzen: 

•1.3.5... (2m-l)(2m + l) 
Zerlegungen. 



Anfgabe 135. Wie viele Teiler hat 
die Zahl 2310? Anflösnng. Die Zahl besteht aus den 

Faktoren: 

2310 = 2-3.6.7.11; 

sie ist also durch jeden derselben, sowie durch 
jedes Produkt aus zwei, drei oder vier von 
ihnen teilbar; ausserdem noch durch 1 und 
durch sich selbst. Die verlangten Teiler 
sind also nichts anderes, als die Kombi- 
nationen obiger Faktoren zu allen möglichen 
Klassen, wenn diese Komplexionen als Pro- 
dukte betrachtet werden. Demnach ist die 
Anzahl der Teiler: 

^^^5 + ^5+^5 + ^5+^5 = 25 =32 

(Siehe Erkl. 124.) 



Aufgabe 136. Auf wie viele Ai-ten 
lassen sich 15 numerierte Kugeln so in 

mr Fächer verteilen, dass das erste Auflösung. Die 4 Kugehi für das erste 
J^ach 4, das zweite 5, das dritte und Fach können aus den 15 gegebenen Kugehi 
vierte je 3 Kugeln enthalten? auf- ri4 

Arten ausgewählt werden; die 5 Kugeln för 
das zweite Fach hierauf aus den 11 äbrigeo 

Erkl. 106. In kürzerer Form erhält man ' ^u 

das Eesultat nach Erkl. 86, nämüch: ^^en; die 3 Kugeln des dritten Faches aus 

15- = 12612600 ^®^ °^^^ übrigen 6 Kugeln auf: 

4! 51*3! 3! ns 

^c 

Arten, wonach für das vierte Fach noch 

3 Kugeln übrig bleiben, so dass dieses nur 



r 



Gelöste Aufgaben über die Kombinationen ohne Wiederholung. 



95 



anf eine Art (oder was dasselbe ist, anf 
Cg Arten) gefällt werden kann. Jede Fällungs- 
art des ersten Faches kann mit jeder Fällung 
des zweiten zusammentreffen u. s. w. Im 
ganzen sind also: 

^i5-^ii-^6-^3 = 12612600 
verschiedene Füllungen möglich. 



Aufgabe 137. Die Kombinationen 
aus den Elementenreihen : 



zu bilden. 



ftj 5j &8 

Cj Cj Cg C^ 

äi d^ d^ c?4 d^ (fg 



AufLösung. Indem man nur die Indizes 
anschreibt, während die Buchstaben immer 
in der Ordnung ab cd folgen, erhält man 
durch das in Frage 60 erläuterte Verfahren: 

ahcd ahcd ahcd ahcd ahcd ahcd 

1234 1324 2134 2314 3124 3214 

1235 1325 2135 2315 3125 3214 

1236 1326 2136 2316 3126 3215 
1243 1342 2143 2341 3142 3216 

1245 1345 2145 2345 3145 3245 

1246 1346 2146 2346 3146 3246 



Aufgabe 138. Wie viele Kom- 
plexionen ergibt die Kombination von 
8 Elementenreihen , wenn die beiden 
ersten Reihen 7 Elemente, die dritte 10, 
die vierte und fünfte je 12, die sechste 15, 



Auflösung. Nach Frage 61 ist die An- 



die siebente und achte je 20 Elemente zahl der möglichen Komplexionen achter 



enthalten? 



Klasse aus den gegebenen Reihen: 
7 (7 _ 1) (10 - 2) (12 — 3) (12 — 4) (15 — 5) (20 — 6) (20 — 7) 
= 7.6.8.9.8.10.14.13 = 44030440 



Aufgabe 139. Folgende drei Grup- 
pen identischer Reihen zu kombinieren: 

&i ^2 ^3 h h K 

6i 6j &8 h &5 fcß 

C, Cq Co Ca Ck Ca Cm Cf. 



"S *'4 "5 *'6 *'7 " 



Ci Ca Cf, Ca CfL Ca, Cj Ca 



«'1 «'S ^8 *'4 *'6 *'6 *'7 V- 

oder kürzer ausgedrückt: die in dem 

Symbol: 

C(4; 6; 8)3,2,2 

enthaltenen Komplexionen zu bilden. 



Auflösung. Die gesuchten Kombinationen 
gehören zor siebenten Klasse und zwar können 
in denselben die Indizes 1,2,3,4 aof allen 
Stellen vorkommen, die Indizes 5 und 6 nur 
auf den Stellen der Elemente b und c, d. h. 
auf der vierten bis siebenten, die Indizes 
7 und 8 nui' auf den Stellen der Elemente c, 
d. h. auf der sechsten und siebenten. 

Die verlangten Komplexionen lauten dem- 
nach: 
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aaahhcc 


aaahhcc 




1234567 


1342567 




1234568 


1242568 




1234578 


1342578 




1234657 


1342657 




1234658 


1342658 




1234678 


1342678 




1235647 


1345627 




1235648 


1345628 




1235678 


1345678 




1243567 


2341567 




1243568 


2341568 




1243578 


2341578 




1243657 


2341657 




1243658 


2341658 




1243678 


2341678 




1245637 


2345613 




1245638 


2345617 




1245678 


2345618 



Aufgabe 140. Was bedeuten die 
Symbole: 

1) C(3; 7; 8; 12)2,3,2,4 Au£lö8iing. 1) Das Symbol der Auf- 

2) C(w; n + 3; n + 5)i,2,5 gäbe 1) bedeutet die Kombination aus zwei 
undwievieleKomplexionen enthalten sie? identischen Eeihen von je 3 Elementen, drei 

identischen Reihen von je 7, zwei identischen 
Reihen von je 8 und vier identischen Heihen 
von je 12 Elementen; dieselben gehören dem- 
nach znr elften Klasse. 

Die Anzahl der Komplexionen ist nach 
Frage 63: 

Cl'Cl'Cl'Cl = 3.10.3.5 = 450 
2) Das Symbol: 

C(«; n + 3; n + 5)i,2,5 
bedeutet die Kombinationen aus einer Reihe 
von n Elementen, zwei identischen Reihen 
von je n-f-3 Elementen und fünf identischen 
Reihen von je w + 5 Elementen. 

Dieselben gehören also zur achten Klasse 
und ihre Anzahl ist: 
5 _ n_ (n + 2)(n + l) (n + 2) (n + 1) n(n- 1) (n~2) 
n+2-^«+2— 1 1.2 1.2.3.4.5 

_ (n>-l)(n — 2)n2(^ + iP(n + 2)2 
"" 2!5! 



ci.c' 



Aufgabe 141. In einer Gesellschaft 
von 21 Personen befinden sich 4 Ehe- 
paare, 6 ledige Herren und 7 ledige 
Damen. Auf wie viele Arten lassen sich 
aus diesen Mitgliedern Gruppen von je 
7 Personen bilden, so dass jede Gruppe rateten Herren mit: 
1 verheirateten Herren und 2 verhei- l, 2, 3, 4 
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Auflösung Man bezeichne dieBjieriiei- 



Preisgekrönt in Frankfurt a. H. 1881. 

Der aasführllche Prospekt nM das ansfährliche Inhalts- 
^rerzeiclmis der „ToUständig gelösten Anfgabensammliiiig von 
Dr* Ad, Kleyer^* kann von jeder ßnchbandlung. sowie von der 
^'erlagsliandliing gratis und portofrei bezogen werden, 

Bemerkt sei hier nur: 
1). Jeden Heft ist anfgeBcbiiitteii und gnt brochiert am den sofortigen nad dAUern- 

den Gebrauch m gestatten. 
S). Jedes Kapitel «ith&lt aein beaoaderea Titelblatt« InbaltsirerzeichiiiSi BerichtigmigeB 

und Erklänmgen am Schkaee desselben. 
i). Anf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

i). Monatlich erscheinen B — 4 Hefte zn dem Aboimemeiitipreifla ton 25 Pfg. pro Heft 
ß). Die Bdihezifolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltaver* 

seiehma ist, wie bmb dem Froapekt erfiiehtlioh, ohne ;)ede Bedeutung 

ftlr die Interessenten. 
3)p Das Werk enthält AUea, was sich ttberhanpt auf mathematische Wissenschaften 

bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regehi etc* mit Beweisen, alle praktischen 

Anfgaben in yollständig gelöster Form mit Anhängen nngelüster analoger Aitf- 

gabeu and vielen vortrefflichen Figuren. 
7). Das Werk ist ein praktiseho» Iielirbuoh für Schüler aUer Schulea, dai 

beate H^dbuoti für Lehrer und Examinatoren, daa vorzüglioluite Lehrbuok 

sum SelbaUtudium, du Tartre£niokBte HaolmolilagebuclL ßlr Fachleute and 

Techniker jeder Art. 
3). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 
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der bis jetxt erschiene neu Hefte 

tun durch jede Bnchhandlung bezogen werden. 
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Asgiibe und Entflcllniig dsi benntiten SAtie, Formeln, Regsln, In Fragen and intiortisD 
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am allen Zireigen 

der Eeoltenliiiist} der niederen (Algebra, Planimetrie, Btereomeiriey ebefieii a. r^phänicLiär 

'Mgonometrie, eynthetiachen Geometrie etc.) u. h^herea Mathematik (höhete Anal^iii, 

Differential- u. Integral -Rechnung, analyiiache Geometrie der Ebene u» des Ranmes etc*); — 

ans allett Zifeiffen der Physik^ Mechanik, ftraphostatih^ Chemie, Geodäsie, PfaDttt, 

mathemat» Öeograßhi^, ^stmnenile ; des Matichliieu^, 8tras^eD> Eisenbahn-, Waaser-i 

Erfieken* ti, Hnohhan'ai der Kon^itniktlonsl ehren all: darstell. Geometrie, Polar- n, 

Parallel-PerapektlTe, Schatten konstmktlonen etc, etc, 
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Schüler, Studierende, KandidateB, Lehrer, Techniker jeder Art, Hilit&rß etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

atndlTtm, znr Forthülfe bei Schularbeiten nnd zur rati onoließ Veawertuiig 
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UAttiemfttlle«T, T«r«idBl«r kGnJffl. pfflUif^ Faldmeiiflr| T«T«Jd«tQT Krumb» hoBa1ic1]«f a«üm«U3f I, Kluift 
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Dm vollstindige InhalUverieiolims der bii jetzt ertehiintnOT Hafte Vinn 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekr8nt in Frankfurt a. M. 1881. 



PROSPEKT. 



Dieaei Werk, welchem kein ähnllclies zur Seite steht, erscheint monatlich in 3---4 
Heften m dem lillllgen Preise tod 25 4 pro Heft and bringt ein© Sammlunf der wichtig- 
sten und praktiflchsteD Äof^ftheu aus dem Gesamt^eblete der Matbematik, Pbjsll; 
Mechanik I math- Geo^rapHie, ABtronamie , des Ma^schinea^, Strassen-, Eisenbahn-i 
Brücken- und HoöKbanesj des konstruktiireii Zeicbneiis etc, ötc. und iwar in Tollsülndig 
gelöster Form, mit yielen riMrarea, Erkläruageo nebst Angabe und Entwlokelung der 
benutzten Sätzej Formeln 5 Regeln in fragen mit Antworten etc., so dasa die Löinif 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
achienen ist, da dleaelbea sieb In ihrer eesaratbeit ergäuÄen and alsdann anch alli 
Teile der reinen und angewandten Matbeo^atik — nach besonderen aelhstÄndigen Kapitek 
angeordnet ^ YOrUegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anbang von nngel^ten Aufgaben beigegeben , weiche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studieren^ 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lebrem filr den Schulunterricht bemfl 
werden können. Die LSsnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand ^1 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltayerz^H 
Bis, Berichtigungen und erl&nternde ErklärungeL über das betreffende Kapitel aar Amsg|H 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch- natnrwifl^H 
Bchaftlichen üuterrichtsplanes folgender Schulen; Bealsebolen L und U. Ordn«, flelS 
berechtigten höheren Bllrgerichnlen, Prlyatscbulen, ejmnftsien^ RealgjmnaRlen^ Pr^ 
gymnaslenj Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, BangewerkschuJeiij 
Gefferbescbnlen, Mandelsschnlen, techn. TorbereitungsschuJen aller Arten, gewerlillebt 
Fortbildnngsschnlen, Akaaemleu, Universitäten, Land- nnd Forstwlssensehaft§schnl«^ 
Jüllit^rsclinlen, Tor berel tun gs - Anstalten aller Arten als z, B. für das EiiJährlg-FüB 
willige- nnd Offiziers- Examen etc. 

Die ScbUler, Studierenden und Kandidaten der mathematiachen, teehnischev und 
naturwisaenscbaftlicben Fächer werden durch dieae, Schritt für Schritt gelöste, AufgabeB- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen de^ 
jenigeo Aufgaben gezeigt, welche sie bei iliren Fr U fangen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wisaenachaften Torgeführt* 

Dem Lehrer toll mit dieser Aufgab enaammlung eine kräftige Stütze für den Schol' 
Unterricht geboten werden, indem Kur Erlernnng dea praktt»ehen Teils der mathematiacheo 
Diaciplinen — iom Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine foH* 
it&ndige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben in l^en, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc, anzuwenden nnd praktiseh in Terwerten, Lust, Liebi^ 
und YerstÄndnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenoasen aller Art^ Mtlltira 
etc* etc. soll diese Sammlang zur Anffrigchung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktlBcben in allen Beral^- 
swelgen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
lomit den Antrieb ^n weiteren praktischen Yerwertungen und weltereu Forsehnngen geben 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Anf* 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namea 
verbreitet, — Wonache, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfaasef, 
Dr* Ele7er, Frankfurt & M., Fiacherfeldslraase 16, entgegen, nnd iipd deren lErUdignflf 
thnnüchst berücksichtigt, ^igitz-^^'^ -.nnol^ 

Stuttgart. ^ ^ Die TerlagsIii^^^i"Yfi^_ 
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ratete Damen, sowie je zwei ledige ihre Frauen entsprechend mit: 
Herren und Damen enthalte und in a, ^ c, d 

keiner ein Ehepaar enthalten sei? die unverheirateten Herren mit: 

«» f» 9y Ä, ♦, k 

die unverheirateten Damen mit: 

l, tn, n, 0, p, gr, r 

Man kombiniere die Mementenreihen: 

1234 

ab cd 

ab cd 

und verbinde jede Eomplexion mit den Eom- 

plexionen von: 

und denen von: 

C2(/,fn,n,o,i),g,r) 
Die Anzahl derselben ist sodann: 

Ci-C^-Cj-C^rr: 3780 



Aufgabe 142. Aus 8 roten, 10 

weissen und 12 schwarzen numerierten 

Kugeln sollen Zusammenstellungen von 

je 2 roten, 4 weissen und 6 schwarzen 

mit verschiedenen Nummern versehenen 

Kugeln gemacht werde^ Auf wie viele Auflösung. Man denke sich zwei iden- 

Arten ist das möglich? tische Reihen der Elemente «^ bis a^, vier 

identische Eeihen der Elemente b^ bis b^^ 
und fünf identische Reihen der Elemente 
Ci bis 0^2 ^^d kombiniere dieselben ohne 
Wiederholung. 

Die gesuchte Anzahl ist nach Frage 63: 

C(8;10;12)2 4 5 = Cl^Cl-Cl = 28-70.6 = 11760 



Aufgabe 143. Man hat 3 rote, 
3 grüne, 2 gelbe und 4 blaue Kugeln 
so in drei Fächer zu verteilen, dass 
sich im ersten Fache 1 gelbe und 
2 blaue, im zweiten Fache 1 rote, 
1 gelbe, 1 grüne, 1 blaue, im dritten 

Fache 2 rote, 2 grüne und 1 blaue Auflösung. Nach Frage 65 erhält man 
Kugel befinden. Auf me viele Arten für diesen Fall: 
kann das geschehen? cj.c^xcj.c^xcjcjxc^.ci.cj 

= 3.1.3.1.2.1.6.2.1 = 216 
Arten. 

Mittels Fakultäten kann diese Anzahl 
folgendermassen dargestellt werden: 
3! 3! 2! 4! 



2! 2! 1! 2!2! 



= 216 
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Aufgabe 144. Ein Spiel deutscher 
Karten von 36 Blättern soll in vier 
Haufen so gelegt werden, dass: 
im ersten : 3 Herz, 2 Laub, 2 Eicheln, 2 Schellen, 



„ zweiten: 2 „ 


4 n 3 „ 0, „ 


„ dritten: 1 „ 


1 n 2 „ 5 „ 


y, vierten: 3 „ 


2 „ 2 „ 2 „ 


sich befinden. 


Auf wie viele Arten ist 


das möglich? 





Auflösung. Da von jeder der vier Sorten 
(„Farben") 9 Blätter vorhanden sind, so ist 
die gesachte Anzahl ausgedrückt durch: 
9! 9! 9! 9! 



3 ! 2 ! 2 ! 2 ! 2 ! 4 ! 3 ! 
= 108884466432000 



2!5! 3!2!2!2! 



Aufgabe 145. Es sind 6 gleiche 
Kugeln gegeben, welche in zehn Fächer 
so verteüt werden sollen, dass nie mehr 
als eine Kugel in demselben Fache sich 
befindet Auf wie viele Arten ist das 
möglich? 



Auflösung. Bei jeder Verteilung werden 
nur sechs Fächer je eine Kugel enthalten, 
die übrigen leer bleiben; diese sechs Fächer 
werden aber aas den vorhandenen zehn auf 
alle möglichen Arten ausgewählt werden 
können. 

Betrachtet man also die Fächer als 
Elemente und kombini^ sie zur sechsten 
Klasse, so ist die Anzahl der Komplexionen 
gleich der Anzahl aller möglichen Verteil- 
ungen der Kugeln, also: 
^o 10.9.8.7 



Anfgabe 145 a. Wie gross ist die 
Anzahl der Verteilungen in voriger Auf- 
gabe, wenn die Kugeln durch Nummern 
unterschieden sind? 



Auflösung. Jede der vorher gefundenen 
210 Anordnungen kann noch permutiert 
werden, indem nun ein Unterschied zu machen 
ist, ob in einem bestimmten Fache die mit 1, 
oder 2 u. s. w. bezeichnete Kugel liegt Die 
Anzahl der möglichen Anordnungen ist nun: 



^10* 



Pß = 151200 



c) Ungelöste Aufgaben über die Kombinationen ohne Wiederholung 

Aufgabe 146. Es sollen gebildet 
werden: 

1) C| (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) 

2) C^(a,6,c,(7,e,/) 

3) C^(a^a^a^a^a^a^a^a^Q 



Andeutung. Die Darstellung geschieht 
nach Frage 41 analog der Aufgabe 97. 



Aufgabe 147. Folgende Kombi- 
nationszahlen zu berechnen: 

1) Cl; 2) C^J; 3) Cl__,; 4) Cf + ?^ 



Andeutung. Analog der Aufgabe 98. 
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Aufgabe 148. Welche Kombina- 
tionsklassen von 17 Elementen geben 
gleichviele Komplexionen und wie viele? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 99. 



Aufgabe 149. In wie vielen Kom- 
plexionen von: 

C5 (a, 6, c, d, e, f, g, h, %) 

kommen die Elemente: 

1) a, e, ♦, 

2) ft, d, f, h 

vor und wie heissen diese Komplexionen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 100. 



Aufgabe 150. Wie viele der Kom- 
plexionen von Aufgabe 149 enthalten 
die dort angegebenen Elemente nicht 
und wie heissen dieselben? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 101. 



Aufgabe 151. Wie viele Kom- 
plexionen von: 

C8(l,2,...9) 
enthalten wenigstens eine ungerade 
Zahl? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 102. 



Aufgabe 152. Wie viele Kombi- 
nationen fünfter Klasse aus den 26 Buch- 
staben des Alphabets enthalten von den Andeutung. Analog den Aufgabe 102. 
VoKalen a,e,t,o,u: -^^^^ berücksichtige dabei, auf wie viele 

1) wenigstens einen, Arten zwei oder drei u. s. w. Vokale aus- 

2) wenigstens drei, „gewählt werden können. 

3) höchstens drei? 

Aufgabe 153. Folgende Summen 
von Kombinationszahlen anzugeben: 

1) cz^, + cz^,^, + c:^^_, + ... + ci', 

3) CO^, + Ci + C^^, + C^^,+ ...+C*+i; 

4) Cl+ClCl + ClCl + ClCl + ClCt 

5) C^+, 



b+^n+Ä:^» + * 



+ C„4-fcCn-t-*+' 



+ ^i-h*^n-hfc+^n-h* 



Andeutung. Analog den Aufgaben 104 
bis 107. 



Aufgabe 154. Die Bangzahl der 
Kombination: 

aus den 25 Buchstaben des lateinischen 
Alphabetes durch Ausschliessung der 
Komplexionen niedrigeren Banges zu 
finden. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 108. 
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Aufgabe 155. Die Bangzahl der 
Komplexion: 

aus den 26 Buchstaben des deutschen 
Alphabetes durch Ausschliessung der 
Eomplexionen höheren Ranges zu finden. 



Aufgabe 156. Wie heisst die 10000. 
Kombination fünfter Klasse aus den 
26 Buchstaben des Alphabetes? Durch 
Ausschliessung der Komplexionen niedri- 
geren Ranges zu berechnen. 



Aufgabe 157. Dieselbe Komplexion 
durch Ausschliessung der Komplexionen 
höheren Ranges zu berechnen. 



Aufgabe 158. In wie vielen Kom- 
binationen fünfter Klasse der Elemente: 

0,1,2,3,4,5, ...9 

steht 1) das Element 3 an der dritten, 
2) das Element 4 an der vierten 
Stelle? 



Aufgabe 159. In wie vielen Kom- 
binationen der Elemente: 

ahcdefghijklm 

zur sechsten Klasse stehen: 

1) die Elemente c und k nebeneinander, 

3) die Elemente fg in der Mitte? 



Aufgabe 160. Die Anzahl der Kom- 
binationen fünfter Klasse aus den Ele- 
menten bis 9 anzugeben, welche: 
1) ein, 2) zwei, 3) drei, 4) vier, 5) fünf 
Elemente enthalten, die in der Kom- 
plexion: 

02468 

nicht stehen. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 109. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 110. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 111. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 112. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 113. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 114. 



Aufgabe 161. Die Zahl der Kom- 
binationen fünfter Klasse aus den 26 
Buchstaben des Alphabetes anzugeben, Andeutung 
welche: 1) einen, 2) zwei, 3) drei, 4) vier, ^^ ng. ^* 
5) fünf Vokale enthalten. 



Analog der Aufgaben 115 



Aufgabe 162. In einem Spielklub 
von 11 Mitgliedern soll eine Reihe von 
Partieen ?o eingerichtet werden, dass 
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nach und nach jedes Mitglied mit jedem 
andern zum Spiele gelangt. An jeder 

Partie beteiUgen sich vier Spieler. Wie Andeutimg. Es sind für jede Partie 

Tide Partieen müssen gespielt werden 4 Teilnehmer aus den 11 MitgUedem zu 

und an wie vielen nimmt jedes Mitglied zu wählen. 

teil? Jedes Element kommt in der Gesamtzahl 

der Eomplexionen gleich oft vor. 



Aufgabe 163. Wie viele Gerade 
können durch sechs Punkte gezogen 
werden, von denen drei in einer Geraden 
liegen? Wie viel durch n Punkte, von 
denen p in einer Geraden liegen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 119. 



Aufgabe 164. Wie viele Schnitt- 
punkte geben zwanzig Gerade in einer 
Ebene, von denen fünf durch einen 

Punkt gehen und vier parallel sind? . ^ ^ *-. i j ^ a i- v 

Wie viele Schnittpunkte geben n solche ^^ f^J^*^^' ^^'^ ^'' ^^^«^^^'^ ^^^ 
Gerade, von denen p sich in einem 
Punkte schneiden und p^ parallel sind? 



Aufgabe 165. In einer Ebene liegen 
sechs Gerade, die durch den Punkt Ä 
gehen und acht Gerade die durch den 
Punkte gehen und ausserdem sind drei der 
ersteren Geraden mit drei der letzteren 
Gruppe parallel. Wie viele Schnittpunkte 
haben Äe Geraden? 



Andeutung, 
und 121. 



Analog der Aufgaben 122 



Aufgabe 166. Auf drei Geraden 
liegen die Punkte: 

1,2, 3 

3,4,6 
6, 6, 7, 1 

Wie viele Dreiecke werden durch diese 
Punkte bestimmt? 



Aufgabe 167. Ein System von vier 
parallelen Geraden wird von einem andern 
aus fünf parallelen Geraden und beide 
Systeme werden von einer diitten Gruppe 
aus sechs Parallelen geschnitten. Wie 
viele Schnittpunkte und wie viele Paral- 
lelogramme entstehen dadurch? 



Aufgabe 168. Zehn Gerade schneiden 
sich sämtlich; wie viele Verbindungs- 
strecken können zwischen den Schnitt- 
punkten (ausser den Geraden selbst) 
noch gezogen werden? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 123. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 124. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 125 
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Aufgabe 169. Es seien fünfzehn 
nicht parallele Ebenen gegeben, von 
denen vier sich im Punkte A und sechs 
im Punkte B schneiden und ausserdem 
fünf die Grerade AB enthalten. Wie 
viele Schnittpunkte der Ebenen sind im 
ganzen vorhanden? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 126. 



Aufgabe 170. Durch zwanzigPunkte 
im Räume, von denen nie vier in einer 
Ebene liegen, sollen allemöglichenEbenen 
gelegt werden. Wie viele gibt es und 
in wie viel Punkten schneiden sich die- 
selben? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 128. 



Aufgabe 171. In wie vielen Punkten 
schneiden sich die Diagonalen eines 
konvexen Fünfeckes, Siebeneckes, Zwölf- 
eckes innerhalb des Umfamgs? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 129. 



Aufgabe 172. Wie viele Dreiecke, 
Vierecke, Fünfecke und Sechsecke lassen 
sich aus zehn in einer Ebene liegenden 
Punkten bilden, von denen nicht mehr 
als zwei in einer Geraden liegen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 130. 



Aufgabe 173. Aus einem Spiele 
von 32 Karten werden dreimal nach- 
einander je 3 Karten abwechselnd an 
zwei Spieler verteilt. Wie viel ver- 
schiedene Spiele entstehen dadurch? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 131. 



Aufgabe 174. Jemand hat 20 be- 
freundete Personen, 11 Herren und 
9 Damen, die er nach und nach zu 

Tische laden will und zwar jedesmal A^^^„i.„«„, vr^^i, a«^^«.«».^ loo t« 
2 Herren^^d 3 Damen, so oft bis jede ßeif Äe leSSe ^Ä dS ^ 
Person mit jeder anderen zusammen ge- gißl^ ^^^ bestimmte Person weggelassen 
laden war. Wie viel Einladungen müssten ,uid suche, wie oft die übrigen zusammen 
erfolgen und wie oft ist jeder Herr und geladen werden können, 
jede Dame daran beteiligt? 

Aufgabe 175. Wie oft können aus 
einem Kartenspiel von 36 Blättern neun 
Karten so herausgenommen werden, dass 

1) je drei von gleicher Farbe sind; 

2) von einer Farbe drei, von jeder 
andern zwei Blätter darunter sind; 

3) nur zweierlei Farben darin vor- 
kommen? 



Andeutung. Analog der AafgalDf9^133. 
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Aufgabe 176. Auf wie viele Arten 
kann ein Produkt aus zwanzig ver- 
schiedenen Faktoren in Produkte von 
je zwei Faktoren zerlegt werden? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 134. 



Aufgabe 177. Wie viele Zerleg- 
ungen in Produkte von je drei Faktoren 

gilt ein aus 3 m Faktoren bestehendes Andeutung. Analog der Aufgabe 134 

Produkt? Wie viele ein aus 3m 4-2 und 134 a. In letzterem Falle lasse man je 

Faktoren bestehendes? zwei Faktoren weg. 

Aufgabe 178. Wie oft kann ein 

aus mn Faktoren bestehendes Produkt Andeutung. Man verfährt wie in der 

in Produkte aus je n Faktoren zerlegt vorhergehenden Aufgabe und setzt n statt 3. 
werden? 



Aufgabe 179. 

die Zahl 969969? 



Wie viele Teiler hat 



Aufgabe 180. Eine Gesellschaft 
von 25 Personen soll in drei Kähnen 
über einen Fluss befördert werden. 
Der erste Kahn fasst 5, der zweite 8, 
der dritte 12 Personen. Auf wie viele 
Arten kann sich die Gesellschaft bei 
der TJeberfahrt verteilen? 



Aufgabe 181. Alle Kombinationen 
anzuschreiben, die aus den Elementen- 
reihen: 

Cj Cj C3 C4 

ßj €2 ^8 ^4 ^5 ^6 ^7 

/ 1 /a fi /i fb /e fi fs 

gebildet werden können. 



Aufgabe 182. Folgende Gruppen 
von Elementenreihen zu kombinieren: 

»i«aa8Ö4 

Cj Cj Cj C4 Cj Cq Cj Cg Cg 

C, Ca Co Ca Cf. CfL Cj Ca C< 



1 ^2 *'8 ^4 *'5 "6 ^1 "8 ^'O 



Aufgabe 183. Was bedeuten die 
Symbole: 

1) C(4; 4; 5; ö),,,,^,, 

2) C7(2; 4; 6; 8; \Q\„,,,,,, 

nnd wie viele Komplexionen enthält 

jedes? 



Andeutung. Analog: der Aufgabe 1B5. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 136. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 137. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 139. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 140. 
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Aufgabe 184. Es seien 7 weisse, 

11 schwarze, 9 rote und 6 grüne nume- 
rierte Kugeln gegeben, aus denen alle 
möglichen Zusammenstellungen von je 
3 weissen, 4 roten, 5 schwarzen und 

2 grünen Kugeln gemacht werden sollen, Andeutung. Analog der Aufgabe 142. 
so dass die gleichfarbigen Kugeln ver- 
schiedene Nummern tragen. Wie viele 
Fälle sind möglich? 

Aufgabe 185. Bei einer Einquar- 
tierung sollen 4 Offiziere, 30 Mann und . 
8 Pferde so auf 3 Gutsbesitzer A, B, C 
verteilt werden, dass A 1 Offizier, 

12 Mann und 3 Pferde, B 2 Offiziere, 

8 Mann und 2 Pferde, C 1 Offizier, Andeutung. Analog der Aufgabe 143. 
10 Mann und 3 Pferde erhält. Auf 
wie viele Arten ist diese Verteilung 
möglich? 

Aufgabe 186. Bei einem Ausfluge 
kommen 30 Schüler in ein Gasthaus, 

um zu übernachten; der Wirt hat aber Andeutung. Man sucht, wie oft sich 
nur 22 15etten frei, so dass m 8 Betten 14 Schüler aus den vorhandenen auswählen 
je 2 Schüler sich teilen müssen. Auf und die übrigen 16 in Paare zusammenstellen 
wie viele Arten kann die Belegung lassen. Femer steht es noch frei, welche 
der Betten stattfinden? 8 Betten mit je 2 Schülern belegt werden 

sollen. 



Aufgabe 187. 7 Personen stehen 
an 7 beliebigen Eckpunkten eines Zwölf- 
eckes und verändern ihre Plätze auf 
alle möglichen Weisen. Wie viele Stell- 
ungen sind möglich 1) wenn nur die 

Verschiedenheit der besetzten Ecken, Andeutung. Analog der Aufgaben 145 
2) auch die Verschiedenheit der da- ^^ ^^^*- 
selbst befindlichen Personen berücksich- 
tigt wird? 

d) Kombinationen mit Wiederholung. 
Frage 66. Was versteht man unter 
Kombinationen mit Wiederholung? Antwort. Kombinationen gegebener Ele- 

mente mit Wiederholung sind solche Ver- 
bindongen derselben, zu denen irgend ein 
Element nicht nur mit anderen Elementen, 
sondern auch mit sich selbst zusammen- 
treten kann. Die Anordnung der Elemente 
innerhalb einer Eomplexion ist wi^er die 
alphabetische (oder die natürliche/^ Zahlen- 
folge); gleiche Elemente werd'en stets 
unmittelbar nebeneinander gesetzt: , zor Ab- 



Kombinationen mit Wiederholung. 



106 



kürzong schreibt man auch ein mehrfach 
vorkommendes Element nnr einmal und setzt 
ihm die Zahl, wie oft es in der Eomplexion 
vorkommt, als Exponenten bei. Z. R statt: 



schreibt man: 



aahhbc 



obwohl hier aa^bbb keine Produkte, sondern 
nnr Nebeneinanderstellongen der gleichen 
Elemente bedeuten. 



JPrage 67. Welche Arten von Kom- 
binationen mit Wiederholung unter- 
scheidet man? 



Antwort Man unterscheidet Kombi- 
nationen mit unbeschränkter Wieder- 
holung, bei denen jedes Element in einer 
Komplezion so oft erscheinen kann, als die 
Klasse erlaubt, und Kombinationen mit be- 
schränkter Wiederholung, bei denen 
vorgeschrieben ist, wie oft jedes Element 
höchstens in den Komplexionen vorkommen 
darf. 

Wenn ohne weiteren Beisatz nur von 
„Kombinationen mit Wiederholung^ die Eede 
ist, so sind stets solche mit unbeschränk- 
ter Wiederholung gemeint. 



Frage 68. Wie viele Kombina- 
tionsklassen gibt es bei n Elementen 
mit (unbeschränkter) Wiederholung? 



Antwort. Die Anzahl der Kombinations- 
klassen von n Elementen bei unbeschränkter 
Wiederholung ist offenbar ebenfalls unbe- 
schränkt, indem man jedes Element so 
oft in eine Komplexion einführen darf, als 
man will. 



Frage 69. Welche Bezeichnungen 
gelten für Kombinationen mit (unbe- 
schränkter) Wiederholung? 



Antwort. Die Bezeichnung für Kombi- 
nationen mit unbeschränkter Wiederholung 
ist analog der in Frage 39 für solche ohne 
Wiederholung angegebenen, nur wird dem 
Kombinationszeichen C im jetzigen Falle links 
oben der Buchstabe w vorausgesetzt, man 
schreibt also z. B.: 

'^C^(a,h,c,d) und «'C* 

wobei erstere Schreibweise die wirklichen 
Komplexionen der vier Elemente a, &, c^ d 
zur ^ten Klasse, letztere die Anzahl dieser 
Komplexionen bedeutet. 



Frage 70. Wie werden die Kom- 
plexionen für irgend eine Klasse mit Antwort. Um die Komplexiönen beliebig 
Wiederholung gebildet? vieler Elemente zuraten Klasse zu bilden, 

setzt man zunächst das erste (niedrigste) 
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Erkl. 107. Im Folgenden sind sämtliche 
Komplexionen der Elemente: 
1, 2, 3, 4 
zur fünften Klasse in der Ordnung angeschrieben, 
wie sie aus dem beschriebenen Verfahren hervor- 
gehen: 

•^0^(1,2,3,4) 

= 11111 11333 13333 22444 

11112 11334 13334 23333 

11113 11344 13344 23334 

11114 11444 13444 23344 

11122 12222 14444 23444 

11123 12223 22222 24444 

11124 12224 22223 33333 

11133 12233 22224 33334 

11134 12234 22233 33344 
11144 12244 22234 33444 

11222 12333 22244 34444 

11223 12334 22333 44444 

11224 12344 22334 
11233 12444 22344 
11234 

11244 



Element ^maL Zar Bildung der folgenden 
Komplexionen behält man die Elemente von 
links nach rechts so lange als möglich bei 
und ersetzt nur das letzte noch erhöh- 
bare Element durch das nächst höhere. 
Fehlen dann zur Ergänzung der Klassenzahl 
noch Elemente, so wiederholt man das er- 
höhte Element selbst, so oft es angeht 
Um z. B. die Elemente: 

a, h, c, d 
zur fünften Klasse zu kombinieren, beginnt 
man mit: 

aaaaa 
dann folgt der Reihe nach: 

aaaab 

aaaac 

adadd 

Da nun das letzte Element nicht mehr 

erhöhbar ist, so muss das vorletzte durch 

b ersetzt und dieses auch zur Ergänzung 

der Klasse verwendet werden, nämlich: 

aaahh', 
hierauf folgt: 

aaahc u. s. w. 
Die letzte Komplexion enthält nur das 
höchste Element so oft als die Klasse ge- 
stattet. 



Frage 71. Wie gross ist die An- 
zahl der Kombinationen von n Ele- 
menten zur kten Klasse mit Wieder- 
holung? 

Erkl. 108. Werden die in Erkl. 97 ge- 
bildeten Kombinationen: 

•^0^(1,2,3,4) 
nach dem in nebenstehendem 1. Beweise be- 
schriebenen Verfahren umgeformt, so entstehen 
folgende neue Komplexionen: 

12345 12567 14567 23678 

12346 12568 14568 24567 

12347 12578 14578 24568 

12348 12678 14678 24578 

12356 13456 15678 24678 

12357 13457 23456 25678 

12358 13458 23457 34567 

12367 13467 23458 34568 

12368 13468 23467 34578 
12378 13478 23468 34678 

12456 13567 23478 35678 

12457 13568 23567 45678 

12458 13578 23568 
12467 13678 23578 
12468 

12478 

= C^ (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
von n Elementen zur kten Klasse mit Wieder- 
holung ist: 

T^* _ n(n + l)(n + 2)...(n + A;-l) 
1.2.3... k 



^Cf = 



1. Beweis. Man denkt sich die ye^ 
langten Komplexionen aus den Elementen 
1, 2, 3 . . . n alle angeschrieben und bildet 
aus jeder von ihnen eine neue Komplexion 
auf folgende Art: 

Das Element der ersten SteUe lässt man 
ungeändert, das Element der zweiten Stelle 
erhöht man um 1, das der dritten um 2 n. 8.f., 
das der letzten (kten) Stelle also um k — h 
Dadurch verschwinden alle Wiederholungen 
und die Anzahl der vorkommenden Elemente 
steigt van k — 1 , ist also jetzt n-^k — h 
Die niedrigste (erste) Komplexion: 

111... 1 
verwandelt sich in: 



123 



i 



und die höchste (letzte) Komplexicm: 

fin n • • • n u 

in: n(n+ 1) (n + 2) .^(» + * -'- 1) 
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Erkl. 109. Der Wert von: 

ergibt sich aus der Formel in Frage 42, wenn 
statt n in derselben n-{-k — 1 gesetzt wird ; 



^n + fc-l 



_ (n + k — l)(n + k — 2) 



.. (n + k-'l+k + 2)(n + k -l-^k + l) 
l.2'"(k — l)'k 
..(n + l).n 



1.2... {k-'iyk 
_ n{n + l)'"(n + k — 2)(n + k — l) 
■" l'2'"(k — l)'k 



Erkl« HO« Wenn in den Eomplexionen von: 

«'0^(1,2,3,4) 

die in Erkl. 107 angeschrieben sind, diejenigen 
vereinigt werden, welche das Element 1 ent- 



und überhaupt sind die neu entstandenen 
Eomplexionen identisch mit» den aus: 

C*(l,2,3, ...« + &— 1) 

hervorgehenden, d. h. mit den Kombinationen 
ohne Wiederholung von n-\-k—l Ele- 
menten zur kten Klasse. 

Um dies einzusehen, beachte man: 

1) dass die neuen Komplexionen lauter 
verschiedene Elemente enthalten, 

2) dass die Anzahl der vorkommenden 



halten und von jeder derselben dieses Element Elemente, wie die letzte Komplexion zeigt, 



3333 
3334 
3344 
3444 
4444 



einmal weggenommen wird, so bleiben die Kom 
plexionen: 

1333 

1334 

1344 

1444 

2222 

2223 

2224 

2233 

2234 

2244 

2333 

2334 

2344 

2444 



1111 
1112 
1113 
1114 
1122 
1123 
1124 
1133 
1134 
1144 
1222 
1223 
1224 
1233 
1234 
1244 

Diese sind offenbar die Kombinationen der 
1, 2, 3, 4 zur vierten Klasse mit 



n-]-k — 1 ist, 

3) dass irgend eine der neuen Kom- 
plexionen sich von der vorhergehenden da- 
durch unterscheiden muss, dass das späteste 
erhöhbare Element dieser letzteren so wenig 
als möglich erhöht erscheint, weil dieses 
nämliche Gesetz auch in den zuerst ange- 
schriebenen Kombinationen mit Wieder- 
holung eingehalten ist. 

Die neuen Komplexionen entsprechen dem- 
nach dem Bildungsgesetze in Frage 41, woraus 
also folgt, dass: 



C^ = C 



in + h-l) 



oder nach Erkl. 109: 



(n + k-^l) 



1.2 '"k 
wie behauptet wurde. 

2. Beweis. Man denke sich die ver- 
langten Kombinationen mit Wiederholung 
sämtlich angeschrieben, so entsteht die vor- 
läufig unbekannte Anzahl: 

von Komplexionen, deren jede k Elemente 
enthält;, die Anzahl der angeschriebenen 
Elemente ist also im ganzen: 

und jedes Element (z. B. a) kommt im 
ganzen: 

TT ^« 



mal vor. 
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Vereinigt man alle Eomplexionen, welche 
das Element a enthalten und nimmt dasselbe 
von jeder einmal weg, so bleiben die Kom- 
binationen der n Elemente zur {k — l)ten 
Klasse (mit Wiederholong) übrig (siehe 
Erkl. 111. Multipliziert man Zähler nnd ^rkl. 110) und in diesen muss demnach 
Nenner des für »^C* gefundenen Ausdruckes ^ Element a noch: 
durch: 1.2... (n — 1) AziL.«'(7*-i 

so kann man auch setzen: 

(n4-A;-~l)! ^"^ Vorkommen; dies ist also die Anzahl 

•"C* = \ /7 ^-rr- der vorkommenden Elemente a, nachdem 



Ä;!(n — 1)! 





H^ 


Ä:.«'C*= (n + Ä:- 


-l).-cr* 



je ein a von ^C^"^ Komplexionen weg- 
genommen worden ist. 

Es besteht folglich die Gleichung : 



oder 



Werden nun auch nach und nach für k 
die Werte: 

1,2, 3,...(Ä:-1), k 
gesetzt, so entstehen aus dieser Bekursions- 
formel die Gleichungen: 

2.-C^ = (n + l)-Ci 



(Ä; - 1) «'C*- ^ = (n + Ä: - 2) «'C^-2 
k'^Cl = (n + k'-l)*^Cl'-^ 

und durch Multiplikation derselben mit Weg- 
lassung der beiderseits gleichen Faktoren: 

1.2.3...(Ä:-l)A:.«'C* = n(n+l)(n + 2)...(n + & — 2)(n + Ä:-l) 

oder: 

.fc_ n(n + l)(n + 2)'"(n + ^-l) 



^CZ = 



1.2.3 
wie oben. 



Frage 72. Wie gross ist die Anzahl 
derjenigen Kombinationen mit Wieder- 
holung von w Elementen zur iten Klasse, Antwort. Die Anzahl der verlangen 
welche von den gegebenen Elementen Kombinationen, welche p bestimmte miter 
p bestimmte nicht enthalten? den gegebenen Elementen nicht enthalten, 



ist: wn^ 






Erkl. 112. Die Anzahl der Komplexionen, ^ . j rr i • it. :^«ä 

in denen p besimmte Elemente vorkommen, I^enn in den Komplexionen, welche jene 

bildet mit den in Frage 72 gefundenen zu- P bestimmten Elemente mcht enthalten, 

sammen die Gesamtzahl aller Komplexionen, können alle übrigen (n — p) Elemente mit 

also ist die Anzahl der ersteren: unbeschränkter Wiederholung enthalten sein. 



n n — p 
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Frage 73. Wiekannbewiesen werden, 
dass: 

sein muss? Antwort. Man hat nach Frage 71: 

»» ~ 1-2 "'(k — 1) 
j, _ (n-~l)n(n + l)--(n + fe-2) 
••--1"" l'2'S'"k 
folglich: 
u,^h^itu>rik _ n(n + l)>».(n + Ä; — 2) ^ , n — 1 \ 
^n + ^n-i- 1.2...ä:-1 V +~^~y 



Erkl. 118. Vorstehende Gleichung gibt 
durch ümstellnng der Glieder: 

1) •^c* — "^C* , ^•^C*'^ 

-^ n ^n — 1 ^n 

d. h. der unterschied der Kombinationszahlen 
von n nnd n — 1 Elementen zn irgend einer 
Klasse ist gleich der Kombinationszahl von 
n Elementen znr nächst niedrigeren Klasse. 

2) -C*--C*-^=-C^_j 

d. h. der Unterschied der Kombinationszahlen 
von beliebig vielen Elementen in zwei anfein- 
anderfolgenden Klassen ist gleidi der Kombi- 
nationszahl der um eines verminderten Elemente 
m der höheren der beiden Klassen. 



n(n + l)'"(n + fe-2)( n + A:--l) _ ;, 
1.2... (Ä; — 1).Ä; "" ^» 



Frage 74* Wie kann die Kom- 
binationszahl von n Elementen zur Aten 
Klasse als Sunune dargestellt werden: 
1) von Kombinationszahlen aller Klassen 
von der ersten bis zur Ä;ten; 2) von 
Kombinationszahlen von 1, 2, 3 • • • bis 
n Elementen? Antwort. 1) Es besteht die Beziehung: 

Beweis. Die in Frage 73 bewiesene 
Zerlegung einer Kombinationszahl in die 
Summe zweier andern gibt, wenn sie wieder- 
holt auf das erste Glied der rechten 
Gleichungsseite angewendet wird, nach und 
Erkl. 114. Dass man nehmen mnss: ^*ch folgende Gleichungen: 

erhellt sofort darans, dass die letzte der in tr^fc-i __ fr^&«-2_|_«.^*--i 

Antwort 1) addierten Gleichungen auch in der «,* — 2 «r&— 3 u> h — 2 

Form: ^n = ^« + ^n-i 

"^Cl = •^c2 + «'ci_j 

geschrieben werden kann nnd n Elemente znr ^^n ^^ ^^n~ "H*^^« — i "~ 

ersten Klasse offenbar nm eine Komplexion Addiert man dieselben und beachtet, dass: 
mehr geben als n— 1 Elemente znr ersten , , « 

Klasse. •^C*""* = «'C^ = 1 

gesetzt i/verden muss (siehe Erkl. 114), so 
folgt nach Weglassung der gleichen Glieder 
auf beiden Seiten: 
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wie behauptet wurde. 

2) Man kann behaupten, dass: 



W/nr* w 



c*-» 



+''c*-i+''cJ-' + ...+"c; 



_ wrfic — i 



Beweis. Indem man die Zerlegung von 
Frage 73 auf das zw ei te Glied der rechten 
Gleichungsseite wiederholt anwendet, ergeben 
sich die Beziehungen: 



^r^K fr>nfi 



iT" ^«-2 

Wf%k wr^Tc — 1 _i fO/nr* 

^n-2-- ^1»— 2» ^H — 3 

^„—(„-1)— ^„__(n — i)-r ^«~» 
welch letztere auch in der Form: 
'>* — «'Ct'^^ + O 

Die Addition der- 



geschrieben werden kann, 
selben gibt: 

wie behauptet wurde. 



+ «Cj 



Frage 75. Wie findet man die 
Eangzahl einer gegebenen Kombination 
mit Wiederholung, ohne die vorher- 
gehenden Komplexionen zu bilden? 



Erkl. 115. Zu besserer Uebersicht kann 
man die Lösung nebenstehender Angabe in 
folgende Form bringen: 



Kompleidonen 
beginnend mit: 


Verfügbare Eombinations- 
Elemente: zahl: 


1 1,2,3,4,5,6,7,8 «'C* = 330 


2 


2,3,4,5,6,7,8 *^a* = 210 


3 


3,4,5,6,7,8 •"0^ = 126 


44 


4,5,6,7,8 «'C^= 35 


45 


5,6,7,8 «'Cj= 20 


4666 


6,7,8 - = 3 




Summe: 724 



Antwort. Das hier anzuwendende Ver- 
fahren ist ganz analog dem in Frage 51 
für Kombinationen ohne Wiederholung äuge- 
gebenen und soll deshalb nur an einem 
Beispiele durchgeführt werden. Sei die ge- 
gebene Komplexion von 8 Elementen zur 
fünften Klasse folgende: 
46668 
Wenn zuerst das Element 1 an der 
ersten Stelle steht, so sind die übrigen Tier 
Stellen durch die Kombinationen mit Wieder- 
holung aller 8 Elemente zu besetzen. Mit 
dem Elemente 1 beginnen also: 
, _ 8-9.10.11 _ 
^8-17273.4 -^^^ 
Komplexionen. Steht 2 an der Spitze, so 
können die vier anderen Stellen durch die 
Elemente: 

2, 3,. ..8 

besetzt sein; mit dem Elemente 2 beginnen 
also: 

, _ 7.8.9.10 _ 
^7 - 1.2.3.4 - ^^^ 
Komplexionen. Mit 3 beginnen analog: 
6.7.8.9 



^ß"" 1.2.3.4 



= 126 



Komplexionen. 
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Da zu den mit 4 beginnenden Kom- 
plexionen auch die gegebene gehört, so geht 
man zur zweiten Stelle über, anf welcher 
sich zunächst das Element 4 wiederholt, 
während die drei folgenden Stellen alle 
Erkl. 116. Durch das hier durchgeführte Kombinationen der Elemente: 
Verfahren wird die Bangzahl einer gegebenen 4, 5 • • • 8 

Komplexion nnttels Ausschliessung der enthalten können. Mit 44 beginnen demnach: 
rorhergeheAden (niedrigeren) Korn- k o ^ 

plexionen bestimmt. «»rr» _ O'O't _ «k 

^5 - 1:2:3- - 35 

Komplexionen. Mit 45 beginnen: 

Komplexionen. 

Unter den mit 46 beginnenden Kom- 
plexionen ist die erste: 

46666 
welche mit der gegebenen bis auf die letzte 
Stelle übereinstimmt; es folgt noch: 

46667 
und dann die gesuchte, deren Rangzahl dem- 
nach: 
;» = 330 + 210 + 226 4-35 + 20 + 2 = 724 
ist. 



Frage 76. Wie findet man die Eang- 
zahl einer gegebenen Kombination mit 

Wiederholung nüttels Ausschliessung Antwort. Bei derselben Bezeichnung wie 
der üölieren Komplexioneni' üi Frage 52 sind von der Gesamtzahl aller 

Komplexionen: 

hier auszuschliessen: 

1) Alle Komplexionen, die an der ersten 
Erkl. 117. Obiges Beispiel gibt nach gegen- ?*®^6 ein höheres Element als das Ate haben; 
Wärtiger Methode folgende Berechnung: ihre Anzahl ist: 

In der gegebenen Komplexion sind die vor- *^C^__r^ 

kommenden Elemente der Eeihe nach das 4., ^v *,, «. , . ** 
6., 6., 6., 8.; folgUch wird: 2) Alle Komplexionen, die an der ersten 

.«ir^5 «,^5 «.^4 ir^3 «,^2 «,^1 StcUc das Ätc, aber an der zweiten ein 
*~^8 ^4 ^2—^2 ^2 ^0 höheres Element als das ite haben; ihre 
= 792 - (56 + 5 + 4 + 3) = 724 Anzahl ist: 

u. s. w. analog wie in Frage 52. Die ge- 
suchte Eangzahl ist schliesslich: 

^ w/yk wpk lopk — 1 ^ ^ ^ topl 

H H — h w — i n — r 



Frage 77. Wie kann man eine 

Kombination mit Wiederholung angeben, 

die eine bestimmte EangzaM besitzt, 

ohne die vorhergehenden zu büden? Antwort. Das aUgemeine Verfahren ent- 

spricht genau dem in Antwort zu Frage 53 
Gesagten; die vorhandenen Abweichungen 
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erkennt man leicht aus folgender Darch- 
führong eines Beispieles: 

Es soll die 1620. Eomplezion zur sechsten 
Klasse der Elemente: 

a, &, c, dy e, /; g, h 
gefunden werden. 



Mit a beginnen: 


'cl = 


8.9.10.11.12 
1.2.3.4.6 


= 792 Kom 


-c? = 


7.8.9.10.11 
1.2.3.4.5 


= 462 


V C „ 


^6 — 


6.7.8.9.10 
1.2.3.4.5 


= 252 




1506 


Mit dd beginnen: 


"01 = 


6.6.7.8 
1.2.3.4 


= 70 


« ^^ T) 


u>q4. ^ 


4.5.6.7 


— 35 




^4 — 


1.2.3.3 






1611 


(Mit dff beginnen: 


«>/nr8 


3.4.5 


= 10) 




^8 — 


1.2.3 



3iit (?/'/•/• beginnen: 
n dffg „ 



Da die Zahl 1620 bereits überschritten 
wurde, so gehört die gesuchte Komplexion 
zu den letzteren, weshalb man gleich zur 
vierten Stelle übergeht, nämlich: 



^Cl = 



3.4 
1.2 



^r^ _ 2.3 



= 6 



= 3 



Summe: = 1620 Komplexionen. 

Die gesuchte Komplexion ist demnach 
die letzte von den mit dffg beginnenden, 
d.h.: 
dffgJih 



Frage 78. Wie kann eine Kom- 
bination von gegebener Kangzahl durch ^^^^ ^^^^ ^^ Beantwortung dieser 
Ausschliessung der höheren Kom- j^^^ge erledigt sich ganz analog der ahn- 
plexionen gefunden werden? nchen Frage 54 über Kombinationen ohne 

Wiederholung. Im vorliegenden Falle geht 
man von der in Frage 76 gefundene 
Gleichung aus, welche gibt: 

Im Uebrigen ist die Antwort von Frag^ 54 
wörtlich zu übertragen und nur statt des 
Zeichens C hier überall das Zeichen ^C za 
setzen. 
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Preisgekrant ig Frankfart a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, wcicheiß k^ln äbnllcheg zur Seite steht, eracbeiot moiiatlic]i in S— l 
Heften Sil dem blUlgen Frehe Ton 25 ^ pro Heft und bringt eii^e Sammlung der wichtii» 
aten und ^raktifichsten Aufgaben ans dem Q^samt^ebFete der Matkematlh^ PBrilt« 
SfeckAiiIk, matk« OeograpfaLe^ Astroiio»def deb Maj^ehfnen-j Strassen' ^ Eisenbalin«) 
Brfleken* and Hocbbane», des kottatnikllren Zelebnena etc. etc. und swar in TOlIständif 
felMer Form^ ttdt vielen Figureti, Erklämngen nebet Angabe und Entwlokelnng dir 
benntxteD Sätze ^ Formeln i Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die L5iiuif 
Jedermann TerstÄndlich aein kaan^ bezw. wirdj wenn eine gTdasere Ansabl der Hefte et* 
fcblenen iet, da dieselben sieb In Ihrer Ge^^^mtbeit ergänzen und als dann anch all« 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen ielbsttndigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast Jedem Hefte ist ein Anhang von nng^iCIsten Aufgaben beigegeben^ welche dei 
eigenen Lösung (in' analoger Formj wie die bezüglichen galösten Aufgaben) des Studierenden 
Ctberlassen bleiben, und zugleieh von den Herren Lehrern für den Scbul Unterricht benntKt 
werden können. -- Die Losungen hieran werden später in besonderen Heften für die Hand dea 
Lehrers eTscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhalt» rerzeleh* 
MlS| Berichtigungen und eriantemdeErbllrangenttber das hetrelfende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt ^machst den Hauptbestand teü des mathematisch-naturwistea 
ichaftlichen TTnterrichteplanes folgender Schulen: Realsehnlen I. und U. Ord., glelcb< 
berechtigten h5heren BUrgersehnlen, Frlvatschnlen, Oyinnasten, Eealgymnaslen , Prfr- 
gjmnaslen , SehnUehrer - Seminaren , Folftechnlken , Techniken ^ Hängewerke chnlen, 
ftewerbescbnleiiy Handelssehnlen, teehn. T^rbereltnngSBChnlen aller Arten, gewerhllehe 
Fortblldiingsschnleni Akademien^ Universitäten, Land^ nnd FeratwissensehaftaschiLleitf 
Mliltärgcbnleni Torhereltnnga-Anst^lten aller Arten als s. B. für das El^Jährlg-Fr«!^ 
willige- nnd Offiziers -Examen, etc. 

Die 8chQIer| Stodlerenden nnd Eandidatih der mathematischen, teehmschen iin^ 
aaturwissenschaftlichen F&cfcer^ werden durch diese, 8ehrltt fllr Sehritt gelöste, Anfgabti- 
lammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien stc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen def- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren FrQfungen an lösen haben, zugleich aber anck 
die überaus grosse Fmchtbarkelt der mathematiachen Wissen Schäften vorgeführt. 

Dem Lehrer soU mit dieser Aufgabenaamtnlnng eine kräftige Stütze ftlr den Scbnl- 
nnterricht geboten werden, indem zur Erlemnng des prakttsoben Teiles der matbematischefi 
Dissdplinen — mm Anflßsen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit ^ 
fibrigl werden kann, hiermit aber dem Schaler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
i^Uidige Anleitung in die Hände gegeben wird, entspreobende Aufgaben zu lösen, die ge* 
habten Regeln, Formeln, läätze etc. anmwendeu und praktisch an verwerten. Lnat, Heb« 
und TerständnlB for den Schnl-Ünterricht wird dadurch erhalten nnd belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Hilltlf« 
etc. etc. Süll diese Sammlung zur Anfftlsohnng der erworbenen nnd vielleicht vergesBeaen 
mathematischen KenntnisBe dienen nnd augleich durch ihre praktischen in allen Berof»* 
zweigen vorkommenden Anwendnngen einem toten Ka|>itale lebendige Kraft verlethen and 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forsch nngen gebeiL 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entg«; gengenommen und mit Angabe der Kaiafifl 
verbrettet. ^ Wüntche, Fragen etc«, welche die Redaktion betreffen, nimmt der VerihMflfi 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. FiicherfelditTMie 16, entgegen nnd wiid^defen ^edifiAi 

^aaliohlt berücktschtif U OigitizedbyV-^"' ^ ^»^"^ 

■ stattgart Die Terlfiggluiiidliiiig. 
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£rkl. 118. Für das in vorhergehender 
Fra|^e behandelte Beispiel hat man nach dem 
jetngen Verfahren, wenn w = 8 und die In- 
dizes (n — Ä), (n — «*)••• durch «, t^, w, x^y^t 
bezeichnet werden: 

Folglich: 

1.2.3.4.5:6 ^ ^^ 

als Maximalwert von « folgt hieraus w' = 4; 
da nun: 

96 — «'Cj = 12 

so wird V aus der Ungleichung: 

t>(f; + l)(t> + 2)(i; + 3)(t^ + 4) 

1.2.3.4.5 

bestimmt, die als grössten Wert t?' = 2 gibit. 

Nun wird: 

12 — •^C^=:6 

also folgt to aus der Ungleichung: 

ip(tg + l)(ig + 2)(fg + 3) 



<12 



Da nun: 

so ist: 



1.2.3.4 < 6,^.-2 



6— "'C^ = l 



1.2.3 — 1, a. ß. « _i 

demnach: 

y = ;? == (Siehe Erkl. 82) 
Man fand also folgende Ordnungszahlen der 
in die gesuchte Xomplexion eintretenden Ele- 
mente: 

« — w' = 4, n — V* =^ ^^ w — «>' = 6, 
n — «' = 7, n — y' = n — 2?' = 8 
wonach dieselbe lautet: 

dffghh 
wie oben. 



Frage 79. Kann die Verteilung 
gegebener Elemente in Fächer (gruppen- 
weise Kombination) auch mit Wieder- ^^twort. Gegebene Elemente können 
holung ausgeführt werden? auch mit Wiederholung in Fächer verteüt 

(oder gruppenweise kombiniert) werden. 
Jedes Element kann dabei in jedem Fache 
so oft erscheinen, als letzteres Elemente 
enthalten darf. Die Anzahl der Fächer 
sowohl, als die Anzahl der Elemente, 
welche in jedes Fach kommen sollen, 
ist in diesem Falle unbeschränkt; die 
Anzahl der verfügbaren Elemente 
ist insofern unbeschränkt, als jedes Element 
beliebig oft wiederholt werden darf. 



Frage 80. Wie viele Anordnungen 
erhält man bei der Verteilung von ><^ t 
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n Elementen in r Fächer mit Wieder- 
holung, wenn das erste Fach k^ Ele- 
mente, das zweite k^ u. s. w. das rte 
Fach kr Elemente enthalten soll? 



Erkl. 119. Die Bildung der einzelnen £om- 
plexionen bietet nichts Neues nnd ist ans 
folgendem Beispiele leicht zn übersehen: 

Die Elemente a, h, c sollen in zwei Fächer 
80 verteilt werden, dass das erste Fach zwei 
Elemente, das zweite ein Element enthält; man 
erhält: 
I.Fach: 2. Fach: I.Fach: 2. Fach: I.Fach: 2. Fach: 



aa 
ah 
ac 
hh 
Ic 
cc 



a 
a 
a 
a 
a 
a 



aa 
ah 
ac 
hh 
hc 
cc 



aa 
ah 
ac 
hh 
hc 
cc 



Anzahl der Verteilungen: 



«r/nf2 tc/yl 



cl = 



34 

1-2 



i=- 



Antwort. Die Gesamtzahl der Anord- 
nungen ist das Produkt der Eombinations- 
zahlen, welche sich für die einzelnen Fächer 
ergeben, wobei für jedes Fach sämtliche 
Elemente verfügbar bleiben, also: 



«'^*l.«'^*2 . 



^*.. 



Beweis. Die Anzahl der Eomplexionen, 
welche das erste Fach enthalten kann, ist 
offenbar: 



analog die des zweiten Faches: 

n 

urs. w. Da aber jede Komplexion des ersten 
Faches mit jeder Komplexion des zweiten 
verbunden werden kann, hierauf jede dieser 
Verbindungen wieder mit jeder Komplexion 
des dritten Faches u. s. w., so sind offenbar 
die Kombinationszahlen der einzelnen Fächer 
zu multiplizieren, um die Gesamtzahl aller 
Anordnungen zu erhalten. 



Frage 81. Wie viele Verteilungs- 
arten in Fächer erhält man aus mehre- 
ren Elementenreihen? 

Erkl. 120. Wenn z. B. die Elemente der 
zwei Reihen; 

a^a^a^ 

so in zwei Fächer verteilt werden sollen, dass 
das erste Fach 2 Elemente der ersten und 
1 Element der zweiten Eeihe, das zweite Fach 
1 Element der ersten und 1 Element der zweiten 
Eeihe anhält, so entstehen: 

Verteilungen, nämlich: 
1. Fach: 

«1 «8 ^1 



2. Fach: 



^1^1 ^l^e ^2^1 ^2^2 ^8^1 ^8^2 

a,5i a^h^ a^h^ a^h^ a^h^ a^h^ 

^\\ ^\\ «2^1 ^2\ ^8^1 «8^2 

a,&i ai&2 a^h^ a^h^ a^h^ a^h^ 

^\K «1^2 ^2^1 ^2^2 «8^1 ^i\ 

Oi&, ai&2 agfe, a^h^ a^h^ Ogftj 

Es kann jede Füllung des ersten Faches 
mit jeder der sechserlei Füllungen des zweiten 
Faches: 

a^&i, ai&2» 02^1> 0^2 &2> <»8^1> «8^2 

zusammentreffen, wodurch vorstehende 36 Fälle 
sich ergehen. Das erste Fach kann aber auch 
folgende Elemente enthalten: 



Antwort. Es seien mehrere Reihen von 
n^, »2 • • • ungleichen Elementen gegeben, 
die so in beliebig viele Fächer verteilt 
werden sollen, dass in das erste Fach k^ Ele- 
mente der ersten Reihe, l^ Elemente der 
zweiten u. s. w. kommen, in das zweite Fach 
k^ Elemente der ersten, l^ Elemente der 
zweiten Reihe u. s. f., sämtiiche mit unbe- 
schränkten Wiederholungen. Verßlhrt man 
analog wie in Frage 65, so erhält man ans 
den Elementen der ersten Reihe allein (nach 
Frage 80): 

«'^*l.«'^*2.«'^*8 . . . 
«1 n, wj 

Verteilungen; ebenso aus der zweiten Reihe 
allein: 

*^c'^ •**'c'* '^"0^^ ... 

»»2 «2 »»2 

Verteilungen und analog aus den übrigen 
Reihen. Die Gesamtzahl der Verteilungen 
aller Elementenreihen auf alle Fächer ist 
demnach: 



«'^^'l.«'^*2.W^*'8 
n «1 n\ 



»2 "S 



X 
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welche wieder mit obigen sechs FüUnngen des 
zweiten Faches verbunden 36 Fälle enthalten; 
die Gesamtzahl aller Fälle ist also wie vorher 
angegeben: 

72. 



Frage 82. Was versteht man unter 
Kombinationen mit beschränkter 
Wiederholung? 

Erkl. 121. Wäre verlangt, dass ein be- 
stimmtes Element z. B. Om genau amal (d. h. 
nicht weniger oft nnd anch nicht öfter) in 
jeder Komplexion erscheinen soll, die übrigen 
ttp o,, ••• ar hingegen nur einmal und die 
A:te Klasse zu büden, so werden die hieher 
gehörigen Komplexionen (d. h. diejenigen, welche 
a^ enthalten) durch Weglassung dieses Ele- 
mentes gefanden, indem man: 

C*-«(aiö,...ö^_ja^^j...ö^) 
"bildet, und in jeder hierin enthaltenen Kom- 
plexion (Ä;— a)ter Klasse das Element a^ 
an der entsprechenden Stelle einfügt; ihre An- 
zahl ist dann: 

t_„ _ (r-l)(r~2)...(r~Ä: + «) 

r-i— 1.2...(ÄJ — «) 

Soll noch ein zweites Element z. B. ap genau 
jJmal vorkommen, so werden sowohl aj^ als a^ 
weggelassen und die übrigen zur Klasse k—a^ß 
kombiniert. Die gesuchte Anzahl i^t also: 

C(*-«-/?) - (r-2)(r-3)...(r-fe + « + 
'•- * — 1.2 ...(Ä; — a — /J) 



Antwort. Kombinationen mit be- 
schränkter Wiederholung sind solche 
Verbindungen gegebener Elemente, in denen 
für jedes Element vorgeschrieben ist, wie 
oft es in einer Komplexion erscheinen darf. 
Die Zahl, welche dies anzeigt, wird dem 
Elemente als Exponent beigefügt. 

Eine andere Art von Kombinationen mit 
beschränkter Wiederholung sind diejenigen, 
bei welchen der Exponent die Elemente an- 
gibt, wie oft dieselben höchstens oder 
wenigstens in den Komplexionen er- 
scheinen dürfen. In dem ersteren dieser 
beiden Fälle darf also das Element a^ nicht 
nur amal, sondern auch (a— l)mal oder 
(a — 2) mal u. s. w. oder nur einmal er- 
scheinen; im letzteren darf a mindestens 
«mal, also auch (a-|-l)mal, (a + 2)mal 
u. s. w. vorkommen, so weit es die Klasse 
erlaubt. 



/»-D 



Frage 82 a. Welche Bezeichnung 
wird ffi Kombinationen mit beschränk- 
ter Wiederholung gebraucht, wenn n^ 
Elemente «imal, n^ Elemente «2^^ 
n. s. w. Yty^ Elemente «„.mal vorkommen 
und von der ersteren Art k^ Elemente, 
von der zweiten \ Elemente u. s. w., 
von der letzten k^ Elemente in jede 
Komplexion aufgenommen werden sollen? 



i 



Antwort. Die in der Frage ausge- 
sprochene Bedingung wird dargestellt durch 
die Bezeichnung: 



^ 1 



1 



ni 1 

. a"m) 

••m *1» *8» * 



r.««.. 



Die Grössen a^, a„ • • • sind ganz beliebig, 
die Elemente aber werden so geordnet, dass: 

«I ^ w, ^ • • • ^ n^ 

ist (Frage 60). ^ t 
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Erkl.l21a. 


Die in der Antwort angezeigter 


Eomplexionen, 


welche in dem Ausdrucke: 


C(a\al 


4;4-4>4- 


2» 2» 1 


enthalten sind, 


lauten: 




<^]44« 


44444 


44444 


4-Ut« 


44444 


44444 


444« 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 


44444 



Der Klassenexponent ergibt sich von selbst, 
er ist: 

k = a,k^ + «jÄJj H h a^k^ 

Es bedeutet also z. B.: 



C(a>! 



2»*8» 



«55 «1 



4) 



Die Kombinationen, in welche je zwei 
von den drei Elementen «i, a^t «a» <Ö® 2^®^' 
fach vorkommen sollen, je zwei von den 
fünf Elementen a^ - " a^, die vierfach vor- 
kommen sollen, und je eines der sechs Ele- 
mente a^ '" a^, die dreifach vorkommen 
müssen, aufgenommen werden. 

Die möglichen Komplexionen sind in neben- 
stehender Erkl. 121a aufgeführt. Dieselben 
gehören der fünfzehnten Klasse an, da: 
A; = 2. 2 + 2.4+1. 3 = 15 



Frage 82 b. Wie gross ist die 
Anzahl der in dem Ausdrucke: 



^ 1 



n«i: 



a«2 .. 
1 



ni«2.. 



am > 
1 






(nach Frage 82 a) enthaltenen Kom- 
plexionen? 



Antwort Man denke sich k^ identische 
Reihen aus den Elementen: 



Erkl. 121b, Für das in vorhergehender ^ *•! 

Frage entwickelte Beispiel ist: femer k2 identische Eeihen aus den £ie- 

nj = 3, Wa = 5, Wg = 6 menten: 
Ar, = 2, k, = 2, k, = l «!•••% 

folglich die Anzahl der hieher gehörigen Kom- u. s. w., endlich km identische Reihen aus 



binationen: 



ti 



*^3'^5 — 2*^6 — (2 + 2) 



= 3.3.2 = 18 



den Elementen: 



und bilde aus ihnen die Kombinationen nach 
Frage 62, so kann die in Frage 63 ge- 
fundene Formel für die Anzahl derselben 
direkt hieher übertragen werden. Man er- 
hält demnach: 



«1 WS — fci ns — (*i + k2) 

Komplexionen. 



C^tn 



-(*l+*2+---+*',H^l) 



Antwort. 1) Um anzudeuten, dass die 



Frage 83. Welche Bezeichnung gilt 
für Kombinationen mit beschränkter 
Wiederholung, wenn gegeben ist: 

1) wie oft die Elemente der ver- ^^ 

schiedenen Gruppen höchstens vor- Element'el 
kommen dürfen; 

2) wie oft die Elemente der ver- höchstens «mal vorkommen dürfen, die 
schiedenen Gruppen mindestens vor- nächstfolgenden Elemente: 

kommen müssen? «w„fi!^-a„^ 
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höchstens jSmal, die ferneren: 

««/? + ! ••• «ny 

höchstens j'mal, wobei vorausgesetzt ist, 
dass: « > /j > y 

schreibt man: 



na' 



Hier ist also: 



4.2 + 3.1+2.1 + 1.3 = 16 
und die erste Komplexion würde lanten: 



*l t*2 »*8 **4 «^ö '*6 **7 



und können die Elemente von a, bis a^^ 
auch (a — 1) mal u. s. f. bis einmal gesetzt 
werden, die Elemente von an^ + i Ws a„- 
auch (/J — 1) ... bis einmal, die Elemente 
von «n^+i bis Qn auch {y — 1) mal ... bis 
Erkl. 122. Die symbolische Schreibweise: einmal. Die Grössen: 
C{a\ a\ 4; aj a^ a^, a, . . . a,,\^ ^, ^, ^ Ä:„, äj„_,, ... Ar, 

hat nach Antwort 1) zu Frage 83 den Sinn, geben an, wie viele Elemente von jeder 
dass aUe Komplexionen gebüdet werden soUen, Wiederholungszahl in jede Komplexion auf- 

liTvn^Int!J? ll^.^^T"*^\ genommen werden sollen. Die Kombi^ 

viermal vorkommen, ejnes der nämlichen °„4.,.^„«iri««« « :«♦ v;«^«««i» ««i,^« 1*^ 

Elemente dreimal, eines der Elemente a, bis nationsklasse ist hiedurch schon be- 

a, zweimal Und drei von den Elementen a, stimmt und wird deshalb nicht eigens ange- 

bis ttj, einmal. Die Kombinationsklasse ist schrieben; sie ist: 

demnach: k =. a.Ä;^-^-(a — l).A;^__j-| [-1.A;, 

2) Wenn die Elemente: 

»1 «2 • • • «n« 

mindestens a mal vorkommen müssen, die 
nächstfolgenden: 

a«„ + 1 . . • a«^ 
mindestens jSmal, die ferneren: 

a«y94-i • • • ö»„ 

mindestens ymal, wobei nun voraus- 
gesetzt wird, dass: 

und dass höhere Exponenten als y nicht vor- 
kommen, so schreibt man wieder: 

Der Unterschied zwischen den Schreib- 
weisen in 1) und 2) besteht darin, dass in 
ersterer die Exponenten fallend geordnet 
fcrkl. 128. Schreibt man hingegen nach sind, in letzterer aber steigend. 
nebenstehender Antwort 2): ,^. ^ .. 

^ Die Grossen: 

W 2 6» 7 8 9' 10 11 12^ 8» IM» 2 '^a^ '^{a + l) ' " '^y 

80 sind alle Komplexionen zu bilden, in denen haben dieselbe Bedeutung wie in 1). 
drei von den Elementen a, bis Og einfach vor- Der Klassenexponent folgt wieder aus: 
kommen, eines der Elemente a^ bis 9 zwei- ,_ i._i/i_im. i _i_ ^ 

fach eines der nämlichen Elemente dreifach '^ — '^''^a-rK^'V ^)'^a-{-i'\ |-y*^y 

imd zwei von den Elementen a, bis 12 vier- Die Schreibweisen der Kombinationen in 
^\ .1) und 2) unterscheiden sich von der in 

KomnT ^^^f^^^'^P^^®^* ^^* ^^ ^^ ^^® ®'^*® Frage 82a, bei welchen nur die Wieder- 
*^^^*^°* „ „ . . holungszahlen «j, «2 ' * * «m ^^^ keine 

zwischenliegenden vorkommen, da- 
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durch, dass bei letzteren die Elemente mit 
gleichen Exponenten stets von Anfang 
wiederholt (a^ • • • 0^; a, • • • a^g, • • •), 



bei den Kombinationen der Frage 83 aber 
die Zeiger fortlaufend geschrieben sind. 



Frage 84. Wie wird die Anzahl 
der Kombinationen bei beschränk- 
ter Wiederholung gefunden, wenn 
gewisse Elemente höchstens «mal, 
andere höchstens (a — l)mal u. s. w. 
vorkommen dürfen? 

Erkl. 124« Die Anzahl der Elemente, welche 
höchstens a mal vorkommen dürfen, ist nach den 
Bezeichnungen in der Antwort = n^; die der 
Elemente, welche höchstens («— l)mal vor- 
kommen dürfen, ist = n^_^ — n^ u. s. w., end- 
lich die Anzahl der Elemente, welche höch- 
stens einmal vorkommen dürfen, ist = n^ 
— Wj. Es ist demnach offenbar : 

**a<**a— 1<^ ••• <Wi 

Erkl. 124 a. Um die Kombinationen zu 
bilden, welche nach Erkl. 122 in der Bezeich- 
nung: 

C(a863ca., d^e^; fgh),, ,, , 

verstanden werden, hätte man sich folgende 
identischen Eeihen zu denken: 

ahcdefgh 
ahcdefgh 
ahcdefgh 
Im gegebenen Beispiele ist nämlich: 

/Ca — — ^, /Ca ^— -X, rC* -^— Ö 

und die Anzahl der Elemente: 

n^ = 3, ^2 — — ^1 ^1 -— 3 
weil Elemente, die dreimal vorkommen dürfen, 
natürlich auch zweimal oder einmal stehen 
können. 

Die Eombinationsklasse ist die elfte und 
die Anzahl der Komplexionen: 



Cl'Ci 



-»3 



6—2 ^5 — (2-hl) 



= (7^c^c? = 9o 



Antwort. Es seien gegeben: 
n^ Elemente, die «mal vorkommen dürfen, 



'"a^l 



„ « — 1 



und sollen in jede Komplexion eintreten: 



von der ersten Art k^ 
„ „ zweiten 



'*'a—V 



„ „ letzten „ k^ Elemente, 
so dass die Kombinationsklasse heisst: 

1) «ÄJ„ + («-l)Ä:„_,-| [^lk, = k 

Man schreibe nun an: 

A;^ identische Eeihen aus den n^ Elementen, 
die a mal vorkommen, 

Ä:^_j identische Eeihen aus den n^_^ Ele- 
menten, die a — 1 mal vorkommen 

u. s. w. endlich: 

k^ identische Eeihen aus den n^ Elementen, 
die einmal vorkommen. 

Aus sämtlichen bilde man die Kombi- 
nationen nach Frage 62, so ist wieder wie 
in Frage 82b die Anzahl derselben: 






Q^a — 2 



-(*«+*«- 1 4- • 



(s. Frage 63.) 



Frage 85. Wie viele Kombina- 
tionen zur iten Klasse sind möglich 
aus: 
n^ Elementen, die 1 mal gesetzt werden dürfen, 

^»i n r) ^ n n n « 



Antwort. Da die Klassen:^hl h 
gegeben ist, so müssen in der Gleichong 1) 
(siehe Antwort zu Frage 84): 

ak^ + {a-^l)k^^,+ ^..+lk,-J^k 
die Grössen Ar«, ^a— 1 ••• k^ soy gewählt 
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Erkl. 125. Während in der vorhergehenden 
Frage 84 gegeben war, wie viele Elemente 
jeder Art in jede Komplexion aufzunehmen 
sind und dadurch sich die Kombinationsklasse 
von selbst ergab, so ist in gegenwärtigem Falle 
umgekehrt die Klasse vorgeschrieben und 
muss gesucht werden, wie viele Elemente von 
den gegebenen Wiederholungszahlen zusammen- 
treten dürfen, um Komplexionen ktei Klasse 
zu bilden. Diese Angabe ist im allgemeinen 
anbestimmt und die Anzahl der Lösungen 
um so grösser, je grösser m wird. 



Erkl. 126. Typus (vom Griech.) bedeutet 
»Vorbild, Grundform, Muster." 



Erkl. 127. Diese Typen entstehen (aus- 
führlicher geschrieben) aus der Gleichung: 

folgendermassen: 

1) 5.1+4.0 + 3.0 + 2.04-1.0 = 5 

2) 5.0 + 4.1+3.0 + 2.0 + 1.1 = 5 

3) 5. + 4. 0-f 3.1 + 2.1 + 1.0 = 5 

4) 5. 0-f 4.0-1-3.1 + 2.0 + 1.2 = 5 

5) 5.0 + 4.0 + 3.0-f2.2 + l-l = 5 

6) 5.0 + 4.0 + 3.0 + 2.1-1-1.3 = 5 

7) 5.0+4.0 + 3.0 + 2-0 + l-5 = 5 



EtrkL 128. Nimmt man in vorliegender 
Frage: 

n, = n, =: »8 = • • • = n 
so dürfen alle Elemente gleich oft, d. h. 
so oft als es die Klasse m erlaubt, vorkommen. 
Man muss dann die Kombinationen von n Ele- 
menten mit unbeschränkter Wiederholung zu 
dieser Klasse erhalten. In dem berechneten 
Beispiele sind in diesem Falle die Summanden: 

n+2n(n— 1)+ 2n(n— l)(n — 2) n(n-l)(n— 2)(n — 3) 

"*" 1.2.3 



= +4. 



n(n- l) 
12 



-6 



1-2 ' 

n(n— l)(n— S 



werden, dass dieselbe erfüllt wird. Dabei 
können alle diese (xrössen die Werte: 

0, 1, 2, - 3, ... Ä; 
annehmen, während die Exponenten nur 
die Werte: 

1, 2, 3 ... Ä: 
haben können. 

Die Grössen ka • - - k^^ bestimmen sich 
dadurch, dass man aus den Summanden: 

0, 1, 2 ... Ar 

auf alle möglichen Arten die Summe k 
bildet. (Siehe Kombinationen mit Wieder- 
holung zu bestimmter Summe.) 

Hiednrch erhält man alle möglichen Kom- 
binationstypen, bestimmt für jeden Typus 
nach der Formel in Frage 84 die Kombi- 
nationszahl und addiert diese letzteren. Ihre 
Summe ist die verlangte Anzahl der Kom- 
binationen. Seien z. B. die Kombinationen 
fünfter Klasse verlangt, wenn n^ Elemente 
einmal, ^2 Elemente zweimal, n^ Elemente 
dreimal, n^ Elemente viermal und n^ Ele- 
mente fününal vorkommen dürfen. Büdet 
man nun ans den Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 
auf alle möglichen Arten die Summe 5, so 
entstehen folgende Kombinationstypen: 

1) 6 = 5 

2) 5 = 4 + 1 

3) 5 = 3 + 2 

4) 5 = 3-fl + l JS.Erkl.l27. 

5) 5 = 2 + 2 + 1 

6) 5 = 2 + 1 + 1 + 1 

7) 5 = 1 + 1 + 1 + 1+1 
d. h. die fünfte Kombinationsklasse kann ge- 
bildet werden: 

1) aus 1 Element mit dem Exponenten 5 

V „ « 4 und 

T> n n ■*■ 

n V n 3 und 

n T) n 2 

V V » 3 und 

n n n ■*• 

« « r> 2 und 

rt n r> *■ 

y> V « 2 und 

rt n n '■ 

n n n ■*• 

n(n~l) (n— 2) (n—S) (n — 4) 
1.2.3.4.5 



2) 


« 1 




. 1 


3) 


. 1 




, 1 


4) 


. 1 




. 2 


6) 


. 2 




, 1 


6) 


« 1 




, 3 


7) 


, 5 



w(n--l)(n— 2)(n-3) 



1.2.3 ^ 1.2.3.4 

n(n— l)(n~2)(n--3)(n— 4) 
12. 3. 4. 5 
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oder in umgekehrter Anordnang : 
= Ol + Ct'C\ + Cl.Cl + Clcl+Ci.Cl = Cl_^, (Frage 50a) 



= "^Cl (Frage 71 und Erkl. 109) 

Die Eombinationszahlen fOr diese sieben 
Typen folgen nun aus der allgemeinen Formel 
in Frage 84. In dieser ist zu setzen in 
jedem Falle: 

w« = ^6» ^a—i = »4» •••♦*! = w, 
ferner in den einzelnen Fällen für die Grössen 
ka ' " k^ die eben spezialisierten Werte. 
Hiedurch erhält man: 



1) c^ . 


•• =«5 






2) C^ 'C^ , . 


.. =n,(ni--l) 






3) C^ .C^ , . 


.. =n8(w2 — 1) 






4) C^ 'C^ , . 

^ «3 »1 — 1 


_ (ni-l)(ni-2) 
•-'** 1.2 






6) C^ 'C^ ^ . 

^ «2 «j — 2 


_ n,(w,-l) 
• - 1.2 ^'^^ ^^ 






6) C^ 'C^ , . 

^ «2 »1 — 1 


_ (n,-.l)(n,~2)(n, 
*• -"*»• 1.2.3 


-3) 




7) C^ . 


_ ftj(n, — l)(»ii — 2)rni- 


-3)(n^ 


-4) 



1.2.3.4.5 

Demnach ist (analog der Bezeichnung in 
Frage 83): 

^'^(^l\ wj; «35 ^25 ^i) = w5 + «4(«i — 1) + «8K — 1) 

. ^ (ni-l)(n,-2) , n2(n,-l)(ni~2) 

"^''» r:2 I 1:2 

, n, (ni - 1) (n^ - 2) (ni ~ 3) w 1 (ni -~ 1) (n, - 2) (Hi - 3) (n, - 4) 
"^ 123 "^ 1.2.3.4.5 



Frage 85 a. Wie ist bei den Kom- 
binationen zu einer bestimmten Klasse 
zu verfahren, wenn nicht alle Wieder- 
holungszahlen von 1 bis zum Klassen- Antwort. Ist eine bestimmte Kom- 
exponenten gegeben sind? binationsklasse, z. B. die ^te, verlangt und 

sind auch Elemente gegeben, die kmdl 
stehen dürfen, so gelten für diese oatfir- 
lich alle Wiederholungszahlen von k bis 
herab zu 1 ohne Auslassung; ebenso für 
diejenigen Elemente, die höchstens k — mmal 
vorkommen dürfen, alle Wiederholungs- 
zahlen von k — m bis 1. Bei Bildmig der 
Typen ist keine dazwischen liegende wegzu- 
lassen. Wenn also Elemente, deren Wieder- 
holnngszahlen zwischen k und 1 liegen, 
fehlen, so gilt so lange die vorhergehende 
Elementenanzahl, bis wieder neue Ele- 
mente folgen. Fehlen jedoch die höchsten 
zulässigen Wiederholungszahlen, so ist die 
Anzahl der zugehörigen Elemente = zu 
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« ^, „«-v -r , « . . , ^. , , nehmen und die entsprechenden Typen fallen 

Erkl. 129. In dem Beispiele 2) der neben- ^^j^, 2. B * 
stehenden Antwort sind die zu bildenden Typen ''44 
mit ihren Kombinationszahlen folgende neun: ^) C («j ••• a^a^ ••• aga^a^^) 

hier ist: 

n^ = 4, «s = 4, «, = 8, ni = 10 
zu nehmen und sind die Typen: 

4, 31, 22, 211, 1111 
zu bilden. Die Anzahl der Eomplexionen 
ist demnach: 

ci+c\'C\ + c\ + clc\+c\^ = fm 

2)CVa}...aJa?...af) 
Man setze: 

^6 = 0, n^ = 0, n^ = 6, n« = 6, n, = 9, ttj = 9 
In den zu bildenden Typen können sechs- 
fache und fünffache Elemente nicht vor- 
kommen, so dass die Anzahl der möglichen 
Eomplexionen ist: 
48 + 168 + 15 + 336 + 336 + 84 + 756 + 70 + 84 = 1897 (Erkl. 129) 



1) 42 


• OK. 


2) 411 


■ OK. 


3) 38 


'0\ 


4) 321 


■ oKK 


5) 3111 


■ oK 


6) 22a 


•Ol 


7) 2211 •• 


•c|c? 


8) 21111 .. 


• OK 


9) 111111 .. 


■Ol 



Frage 86. Wie wird die Anzahl 
der Kombinationen gefunden, wenn ge- 
wisse Elemente mindestens Imal, A«+«r^^ vaa^i^r.r^^^\^^^^uir^vr^n>i.QA\ 
„ j • j X Ol Antwort. jIjS seien (analog wie mJ^ rage 84) 

andere mindestens 2mal u. s. w. vor- gegeben: v » ^ / 

kommen sollen? „^ Elemente, die mindestens Imal vor- 

kommen müssen, 
n, Elemente, die mindestens /9mal vor- 
Erkl. 130. Es seien die Elemente: kommen müssen, 

gegeben, von denen: * * * * ' n„ Elemente, die mindestens amal vor- 

a,a^a,a^ mindestens einmal, . ^ kommen müssen, 

so vnrd: 



a^ Oq „ zweimal, 

a. „ dreimal 



^1 <»»«<•••> »»« 



vorkommen soUen. Femer soU jede Komplexion ^^^ f^«f^5 ^^^^ ^® Elemente, welche 

enthalten • mindestensl mal vorkommen dürfen, 

3 Elemente der ersten Art, ^«mien auch 2mal n. s w. bis «mal stehen, 

2 zweiten ebenso diejenigen, welche mindestens 

1 Element 1 dritten l 2 mal vorkommen, dürfen auch 3 mal • • • bis 

Man hat zu büden: « ^^^ gesetzt werden n. s. w. Es sollen 

2 2 8v femer in jede Komplexion eintreten: 

C («1 ^2 aj a^ a^ a^ a^),, „ , ^^ Elemente der ersten Art, 

wobei zu setzen ist: j,^ ^ ^ zweiten „ 

Wj = 4 Ar, = 8 U. g. f. 

^a = ö Ä-, = 2 Denkt man sich wieder ki identische 

«s = "^ ^8 = 1 Reihen aus den Elementen itj, k^ identische 

Die Kombinationen sind demnach von der Reihen aus den Elementen n^ u. s. w., und 

whnten Klasse und die Anzahl der Komplexio- nimmt man wie früher aus jeder Reihe je 

^^^ ^- ein Element, so wird die Anzahl der mög- 

^4'^«-3*^7-(3+2) = ^'^'^ = 2* liehen Komplexionen wie im Falle der Frage 84 

ausgedrückt durch: 
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Dieselben k($nnen offenbar ans folgenden und die Eombinationsklasse: 
Gruppen identischer Reihen gebildet werden: A;=1«ä? +2*k -\ +a-)k 

( «1 «S «8 «4 
\ «1 «2 «8 »4 

l ttj a, tta a^ 

{222222 
«I «2 »5 «4 «»5 «6 
»?«2«S»!'»5«6 
^3 -.8 _8 _o _S ^3 „3 

aj a^ Og a^ a^ a^ a^ 
und lauten: 

«1^2 »3«! «5 «6 «1 »3 «4 »2 «5 «6 

«1«2«3«!«34 öl»3«4«2«5«7 

«i «2 «8 «! «6 «5 «1 H «4 «2 ^6 «5 

2 2 3 2 2 3 

«1 «2 «3 «4 «6 «7 »1 »3 «4 «2 «6 «7 

öl«2«3«5«6«! »lS^4«5«6«2 

«1»2«3«5«6»7 «l«8«4«ö«6«? 

«1 «2 «4 »8 «5 4 «2 ^3 «4 «f «5 «6 



*1 **2 **4 **8 **5 **7 "2 **8 **4 **1 **5 **7 

«1 «2 «4 «3 <»6 «5 «2 «3 «4 «! «I «5 



i*g 1*7 1*2 1*3 »*4 t*i 1*6 1*7 

«1^2 »4 «5 «6«! «2 «3 «4 «5 «6«! 



*1 «*2 **4 **5 **6 **7 ""2 »*3 **4 ^'ö **6 **7 



Frage 86 a. Wie ist bei den nach 
Frage 86 zu bildenden Kombinationen 
einer bestimmten Klasse zu ver- 
fahren, wenn nicht alle Wiederholungs- 
zahlen von 1 bis zum Klassenexponenten Antwort. Im allgemeinen werden die 
vorkommen? Kombinationen zu einer bestimmten Klasse 

im vorliegenden Falle in ganz analoger 
Weise gebildet wie in Frage 85. Man setzt 
dabei stillschweigend voraus, dass sich die 
Wiederholungszahlen bis zum Klassenexpo- 
nenten (k) erheben, wenn die Bedingungen 
bestimmter Aufgaben es gestatten. FeUen 
zwischenliegende Wiederholungszahlen, bo 
sind bei Bildung der Typen doch alle von 
1 bis A; zu verwenden, wobei so lange die 
vorhergehende Flementenzahl gilt, bis wieder 
neue Elemente folgen. Fehlen jedoch Wieder- 
holungszahlen von Anfang an, so fallen 
die entsprechenden Typen weg, weil keine 
derartigen Elemente vorhanden sind; z. 6.: 

1) C^(a, ...a,; a? • • • aj^; a^^-'-a^) 

Hier ist: 
Hl = 6, nj = 6, 1*8 = 10, n^ = 14, «^ = U 
und die möglichen Typen lauten: 
Hill, 1112, 113,^22, 14, 23, 5, 
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denen die Eombinationszahlen entsprechen: 
Cl + Cl^Cl + cl.Cl + Cl.Cl + Cj. C\, + Cj. Cl + Cl = 2380 
2)CVaJ...a«; a^, a?; 4; al^a^al 
Hier ist: 

«i = Wj =0» ^8 = ö» ^4 = 6i Wj = 7, 
^6 = 8» wy = 9, ng = 10, «0 = 11 
nnd die Typen sind: 

333, 36, 46, 9, 
wonach die Anzahl der Komplexionen: 
Cl + ClC] + ClCl+Cl = 117 



Frage 87. Wie findet man die An- 
zahl derjenigen Kombinationen gegebener 
Elemente zur iten Klasse mit unbe- 
schränkter Wiederholung, in denen 

irgend ein Element wenigstens Antwort. Da wegen der unbeschränkten 
^mal enthalten ist? Wiederholnng jedes Element so oft stehen 

kann als die Klasse erlaubt (A;mal), so smd 
alle Elementenzahlen gleich zu nehmen. Man 
setze also: 
ErkL 131. Sollen z. B. die Elemente : », = Wj = ng = • • . = w 

^1 ^2 ^ft ' * ' % ^^d hat nun zu bilden: 

zur sechsten Klasse kombiniert und die Anzahl C^(a^ of • • • a^) 
derjenigen Eomplexionen angegeben werden, ,-- , „ J* t i. ir v 
inVekhen irgeid eines d^ gegebenen Ele' ^^^ »^«^^ »B^ aUe möglichen Kombi- 
mente mindestens dreimal wiederholt ist, so nationstypen zur bumme A:, m denen wenig- 
sind folgende Kombinationstypen zu berechnen: stens ein Element ^mal oder öfter 



1) 6 

2) 51 

3) 42 

4) 411 

5) 33 

6) 321 

7) 3111 
Man hat dann: 



als ^mal vorkommt; die übrigen Ele- 
mente dürfen natürlich dabei in minder 
häufiger Wiederholung stehen; jedoch sind 
Q. , T? ti 107 diejenigen Typen auszuschliessen, in denen 
bleue Jiiriti. 1J7. j^^-^ j^i^jj^^j^^ mindestens ^mal wiederholt 

erscheint. Die Summe der Kombiuations- 
zahlen für alle beibehaltenen Typen ist die 
gesuchte ZahL 



<^^rj*, = C^ + C^'C^ , + C^-C^ . + C^'C^ , + C^ + C^'C^ 'C^ +c^c* 

(tir) n ' n » — 1' n n— 1 * n n—1' n' n w — 1 » — 2' n n 

= n + 2nin^l)+^^S!LZl^^^ 

+ nV-l)(n-2) + ^-^^(^-2>(^-^> 



1.2-3 



Frage 88, Wie findet man die An- 
zahl derjenigen Kombinationen mit unbe- 
schränkter Wiederholung zur iten Klasse, 

in welchen irgend ein Element hoch- Antwort. Man findet die Anzahl der 
stens ^mal vorkommt? gesuchten Komplexionen wie in vorhergehen- 

der Frage 87 aus: 

£rkl. 132. Die hinter a{^ gesetzte soU c\a^a^'"a^- 0) 

andeuten, dass die Exponenten fallend geord- ^ ^ *• ' 

net sind und Elemente mit kleineren Expo- wenn man aus den Zahlen 0, 1, 2, • • • ^ auf 
Beuten entsprechend der Bezeichnung in Fr. 83 1) alle möglichen Arten die Summe k bildet 



Siehe Erkl. 127. 
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nicht mehr folgen. Analog kann man in Fr. 87 nnd von den so entstehenden Eombinatlons- 

setzen: typen diejenigen weglässt, in denen ein 

C*' (0 ; 0^ a^ • ' • öjf) höherer Summand als i^ vorkommt Die 

wodurch angedeutet wird, dasa die Exponenten Summe der Kombinationszahlen aUw beihe- 

8 teigend geordnet sind, entsprechend Fr. 83 2). haltenen Typen ist die gesuchte ZahL 

Erkl. 182 a« Die Kombinationen des Aus- 
druckes: 

c^a*«|«^..«^o) 

zur sechsten Klasse, in welchen irgend ein 
Element höchstens zweimal vorkommt, 
setzen sich nebenstehender Antwort gemäss 
aus folgenden Typen zusammen: 

1) 222 

2) 2211 

3) 21111 

4) 111111 
Die Anzahl der darin enthaltenen Kom- 
plexionen ist: 

^8,^2^2 I >>! ^4 , ^6_ n(n--l)(»i — 2) , n(n--l) (n--2)(n — 3) 

n(n — l)(n — 2)(n-3)(n~4) n (n— 1) (n — 2)(n — 3) (n ~ 4) (n — 5) 
"^ 1.2.3.4 '\ 1.2.3.4.5.6 

Frage 89. Wie findet man die 
Anzahl derjenigen Kombinationen mit 

unbeschränkter Wiederholung, in Antwort. Man sucht die Anzahl der 
denen irgend ein Element gerade Komplexionen, in denen irgend ein Element 
^mal vorkommt? mindestens ^mal vorkommt, sowie deijeni- 

gen, in welcher ein Element mindestens 

Erkl. 188. Analog lässt sich auch die /i+1 mal vorkommt (beidemal nach Frage 87) 
Frage heantworten, in wie vielen Komplexionen und zieht letztere Zahl von ersterer ab. 
irgend ein Element mindestens /umal und 
höchstens ^-|-vmal enthalten ist. Man 
sucht die Anzahl der Komplexionen, welche 
ein Element mindestens /xmal enthalten und 
die Anzahl derjenigen, welche ein Element 
mindestens /u + v + 1 mal enthalten und zieht 
letztere Zahl von ersterer ab. 

Frage 89 a. Wie erhält man die 
Anzahl derjenigen Kombinationen mit 

unbeschränkter Wiederholung zur Antwort Während in frage 87 nur 
Aten Klasse, in denen jedes dann vor- irgend eines der gegebenen Elemente minde- 
kommende Element mindestens ^mal stens ^mal in den Komplexionen vorkommen 
wiederholt ist? musste, die übrigen Elemente aber auch 

niedrigere Wiederholungszahlen haben 
konnten, sind im gegenwärtigen Falle alle 
Wiederholongszahlen </i überhaupt ausge- 
schlossen. Man bildet also nur ^ejenigen 
Typen, welche dieser Bedingung entsprechen 
und berechnet die Summe ihrer Kombinations- 
zahlen. Handelt es sich also z. B. um die 
Komplexionen der Elemente: 

«1 «2 ^8 <*4 ^5 

zur neunten Klasse, in denen jedes darin 

.y.zedby Google 
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auftretende Element mindestens dreimal er- 
scheint, so gelten nnr die Typen: 

68, 54, 333 
und man findet die Anzahl: 
Cl'Cl + Cl'C\+Cl=: 20 + 20 + 10 = 60 



Fra^e 90. Wie kann die Anzahl 
der Kombinationen mit beschränk- 
ter Wiederholung in allen Klassen 
angegeben werden? 

Erkl. 184. Aus den drei Reihen: 
l + a + a2 + a8 + a* 
1 4- 6 4- 52 

gehen z. B. folgende Produkte hervor (mit Weg- 
lassung des ersten Produktes 1): 

LKlaaie: 2. Klasse: 

a + b + e + tfi + ab + ac + b^ + be + cß 

3. Klasse: 4. Klasse: S.Klasse: S.Klasse: 



an 

ab^ 
übe 
ac^ 
b^c 
fec2 
c3 



+ a4 
aH 

a262 
cfibc 

ab^e 
abc^ 

6c3 



aßb^c 
anc^ 

a68c2 
abc^ 

62 c8 



a'^bc 

aßbd^ 
aße^ 

aHc^ 
ab^ifi 



Antwort. Es seien: 

die zu kombinierenden Elemente, wobei die 
Exp(menten angeben, wie oft das betreffende 
Element höchstens wiederholt werden darf; 
unter den Exponenten können auch beliebig 
viele gleiche sein. Denkt man sich folgende 
Summen: 

1+ a+ flr«+ a3+< 

1+ b+ 62-1- 68-f , 

1+ c+ c2+ <;3 + 



+ a- 

,+ lß 

.+ er 



7. Klasse : 8. Klasse : 9. Klasse : 
+ a^b^ + a^b^+aib^ 
a*6c2 a^bc^ 
a*<;8 a862<j8 

a^bifi 
a262c3 

Erkl. 185. Dürfen alle Elemente gleich oft 
(amal) stehen, so wird die Anzahl der mög- 
Hchen Eomhinationen: 

(«+ir-i 

wenn n die Anzahl der gegebenen Elemente 
vorstellt. 

Erkl. 186« Die Anzahl derKomhinationen 
von n Elementen ohne Wiederholung 
in allen möglichen Klassen wird demnach für: 

a=:/J=y= ... =. fi z= 1 

erhalten, nämlich: 

(1 + lf — 1 = 2^-1 
oder: 

Ol + Cl + Cl+^^.'+C: = 2--l 



lJ^fn + m^ + m^-\ 1-»«^ 

miteinander multipliziert, so sind die Gliedier 
des Produktes (mit Ausnahme des aus sämt- 
lichen Anfangsgliedem entstehenden Pro- 
duktes 1) sämtliche Komplexionen, die aus 
den gegebenen Elementen zu allen mög- 
lichen Klassen (von der ersten bis zur 
{a + ß+ ' " + /ti)ten) gebildet werden 
kömien. Da aber die genannten Summen 
beziehungsweise a + 1, jS-j-l, ••• /t* + l 
Glieder besitzen, so ist die Anzahl aller 
Teilprodukte: 

(a + l)(/J + l)(y + l)...(/i + l) 
und folglich die Anzahl der Kombinationen 
der gegebenen Elemente zu allen möglichen 
Klassen: 

(a + l)(/J + l)(y + l). ..(/. + !)- 1 
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Frage 91. Was versteht man unter 
Kombinationen mit beschränkter 
Stellenbesetzung ohne oder mit 
Wiederholung? 

Erkl. 137. Für die Eeihen: 
«1 a, «8 
6i fej 63 K 

Cj C2 ^8 ^4 ^5 *'6 

ist: 

n, = 3, nj = 4, ng = 6 
folglich: 

rj = 3, rj = 1, rg = 2 
und es können die zwei Zeiger 1, 2, 3 an allen 
drei Stellen, der Zeiger 4 nnr an der zweiten 
und dritten, die Zeiger 5 und 6 nnr an der 
dritten Stelle stehen. 

Die Kombinationen mit beschränkter Stellen- 
besetznng heissen nämlich ohne Wieder- 
holung: 

a^b^c^ a^b^Cj, a.2^8<^6 ^sK^^ 
hingegen mit Wiederholung: 

a^b^c^ c^tb^c^ ag&jCs 02^4^5 
ai^jCg a^b^c^ a^b^c^ a^b^c^^ 
a^b^c^ a^b^c^ 02^2^5 «8^8<^8 

a^b^C^ Ot^B^b <»2*2<^6 <»8^8<^4 

a^b^c^ a^b^Cf^ a^b^^e^ a^b^c^, 
a^b^c^ a^b^c^ «2 ^8^4 <»8*8^6 

a,5,C8 Äi&4<^5 Ö2&8^5 ÖP8&4C4 

«162^4 ^1*^4 <^6 ÖP2&8<^6 «8^4*^» 

a8&4Cg 



Antwort Es seien m Reihen mit be- 
ziehungsweise: 

^1» ^2» n^"*nm 
Elementen gegeben und zwar so geordnet, dass : 

Hj^n,^ «8^* ••*»»» 
sind. Die zweite Eeihe enthält dann um: 

^2 — ^1 = ^i 

mehr Elemente als die erste, die dritte um: 

ni — n^ = r^ 
mehr Elemente als die zweite u. s. f. 

Kombiniert man nun die Elemente ohne 
oder mit Wiederholung derart, dass nie- 
mals ein niedrigerer Zeiger auf einen 
höheren folgt und setzt (der Gleichförmig- 
keit wegen) n^ = r^, so können die r^ Zeiger 
der ersten Eeihe von der ersten Stelle an 
und auf allen späteren erscheinen, die r^ 
Zeiger erst von der zweiten Stelle an, die 
r^ Zeiger von der dritten an u. s. w., und 
zwar stets in steigender Ordnung. Man 
kann also die ersten Stellen nur mit den Zeigern 
Tj besetzen, die zweiten mit Zeigern von fj 
und r^ (mit Ausnahme des Zeigers 1), die 
dritten mit Zeigern aus r^ oder rg oder r^ 
(mit Ausnahme der Zeiger 1 und 2) u. s. f. 
(Siehe das Beispiel in Erkl. 137.) 



Frage 92. Wie wird die Anzahl 
der auf vorstehende Art gebildeten 
Kombittationen zur iten Klasse ohne 
Wiederholung gefunden? 



Erkl. 138. Die Kombinationen der Grössen 
r^r^'" mit Wiederholung und der oben er- 
wähnten Beschränkung sind: 

*) Für die zweite Klasse: 



für die dritte Klasse: 



Antwort Die Anzahl der Kombinationen 
wird gefunden, wenn man die Grössen r mit 
Wiederholung und beschränkter Besetzung 
(im Sinne der Antwort zu Frage 91) zur Arten 
Klasse kombiniert, für jede derartige Kom- 
plexion die Kombinationszahl sucht und diese 
sämtlich addiert. Für die erste Klasse ist 
die Anzahl natürlich = r^ = n^. Für die 
zweite Klasse (2 Reihen) können die Stellen 
folgende Besetzungsarten haben: 
rj rj oder r^ r^ 

d. h. entweder sind beide Stellen aus den 
Zeigern r^ besetzt, oder die erste aus r^, die 
zweite aus r^. Die Kombinationszahl für die 
erstere Art ist: 

Für die letztere: 
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für die vierte Klasse: also enthält die zweite Klasse im ganzen: 

* ^ * * Komplexionen. 

^^*'^*'^^^ Für 3 Reihen ergeben sich aus den in 

*'i^i^»*'* Erkl. 138 angeführten Besetzungsarten der 

*'i^i^i^2 Stellen folgende Kombinationen dritter 

f'i^i^i^i Klasse: 

^1^1 ^«n ^8 , ^.2 ^d +Cl 'Ci +Cl 'Cl 

r^r^r^U ''i ^ '^s '^i '^» ^ « 

n^2^3^3 > 8 2^1 21 

Für 4 Reihen (Kombinationen vierter 
Klasse) setzt sich die Gesamtanzahl der Kom- 
plexionen bereits aus 14 verschieden gebil- 
deten Kombinationen zusammen (s. Erkl. 138) 
und lautet demnach: 

Erkl. 138a. Für das in Erkl. 137 aus- ^ \^ \ ^-^^ ^ ^-^^ '•i ^"-^8 
gefölirte Beispiel von drei Reihen ergibt sich _L(72 .^2 jl. q^ .q^ _^ -C^ _ 
demnach als Anzahl der Komplexionen, da: ~ »»i ^%~^\ \ '*2""'*i ^s \ 



i8t: 



n, = 3, n, = 4, n« = 6 + c^^.C^ _,^.Ci^_^^ + C^^-C^ 

= 1+3+6+0+6 = 16 +^V^^-^•^^-^+^V^^-^•''^-^ 

Man sieht, dass die Ausdrücke für die 
höheren Klassen sehr weitläufig werden; 
doch ist es immer leicht, alle Zusammen- 
setzungsarten in den Grössen r aufzustellen 
und daraus die zu addierenden Kombinations- 
zahlen zu bilden. 



Frage 92 a. Wie gross ist die An- 
zahl der Kombinationen mit Wieder- Antwort. Für Kombinationen mit Wieder- 
holung bei beschränkter Stellen- holung bei beschränkter Stellenbesetzung wird 
besetzung in der iten Klasse? die Anzahl der Komplexionen durch die näm- 

lichen Formeln bestimmt, wie in vorher- 
gehender Frage, mit dem einzigen Unter- 
schiede, dass für C überall ''C zu setzen ist. 
ErkL 139. In dem Beispiel von Erkl. 137 jj^^n hat also iür die zweite Klasse: 
hat man demnach die Kombinationszahlen: ^ ^ 11 

, , , für die dritte Klasse: 

+ C.Cl.Cj = 10 + 6 + 12 + 3 + 6 = 37 , 4. -C^ .C^ 

**1 2 1 2 1 8 2 

u. s. w. 
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e) Gelöste Aufgaben über Kombinationen mit Wiederholung. 

Aufgabe 188. Es sollen entwickelt 
werden: 



1) •^C* (a, h, c, d, e) 

2) *^C®(1,2,3) 



AnflSsimg. Man erhält: 



1) ^C^ (afhjCjd, e) = aaa acc bbe ece 

aab acd bcc cdd 

aac ace bed cde 

aad add bce cee 

aae ade bdd ddd 

abb aee bde dde 

abc bbb bee dee 

abd bbc ccc eee 

abe bbd ccd 

2) *^C^(1,2,3)=: 111111 111223 113333 222222 

111112 111233 122222 222223 

111113 111333 122223 222233 

111122 112222 122233 222333 

111123 112223 122333 223333 
111133 112283 123333 288833 
111222 112333 133333 



Aufgabe 189. Wie gross sind fol- 
gende KombinationszaMen: 

1) «'cf^; 2) *^cJ^ 3) «'c;;; 4) *"c;;±J? 



Auflösnng. Nach Frage 71 ergibt sich: 

1) ^c» - ^Q'^^'^^ - 220 
^ ^10 - 1.2.3 "" ^^ 

,0 _ 2.3.4.5.6.7.8.9.10.11 _ 

^ 2 ■" 1.2.3.4.6.6.7.8.9.10 "" 

a^ ^rn - n(n + l)(^ + 2)...(2n-l) 

_ (n + l)(n + 2)...(2n-l) 
"" 1.2 



(n-1) 

(2n-l[ 
(n + 1) 

__ (n + 2)(n + 3)...(2n-l) 
~ 1.2... (w — 2) 



.X icrn + i __ in—l)n(n+ 1) 
*^ ^n-i- 1:2:3- 



Aufgabe 190. Wie können folgende 
Kombinationszahlen durch Fakultäten 
dargestellt werden: 



m>/t12. 



1) "C\^; 2) "CJ"; 3) "Cl-tT^ 



wp2n — 1 



Auflösung. Nach Erkl. 111 kann vm 
setzen: 

16! 



'^ 12 — 5!ii! ' ^^ ^5 — 12! 4!' 

OS u^r^n-^ - (Bn--3)! 

^ »»-1 "~ (2n-l)!(n — 2)! 
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Preisgekrönt in Franklurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähuUrlieB zur Seite steht ^ eracheiut maD&tlich tu Z—i 
Heften in dem bllM^eti Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der vk!tti£* 
sten und praktischsten Anfgaben aas dem Qesamtgebiete der Mathematik« PhTslki 
Meohanlki matk. Geographie, Astranomle , des JUascklneit- , Strassen- 1 Elaeabahii», 
Brftoken* und UoeUbaueB, des k^nätraktlTeii Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollitaadlg 
gellkiter Ferm, mit Tielen Ftgaren^ Erklärungen nebet Angabe und Entwlckelnug der 
benntiten Sätze | Formeln | Regeln in Fragen mit Antworten etc., eo dasB die Losung 
jeder mami verständlich eein kann, be£w, wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte «r> 
ichienen ist, da dleeelben sieh In Ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch tlle 
Teile der reinen und angewandten Matheii^tik — nach besonderen selbe tUndi gen Kapiteln 
angeordnet — vorliegeu. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeheu , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studiereaden 
Qberlassen bleiben» und zugleich von den Herreu Lehrern für den Schulunterricht benutst 
werden können. Die Lösnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Eftpiteli gelangen: Titelblatt, Lnhaltsver;seiGli* 
nis Berichtigungen und erläuternde ErklfijrangeL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt aunächst dea Hauptbestandteil des mathematiBch-naturwisaen* 
Bchaftlichen Unterrichtsp laues folgender Schulen: B«alsehnlen I. und IL Ordn.« gletcb- 
bereehtlgten höheren Btlrgersehulen, E'rlTntgehulen^ Gymnasien, Realgymnasien, Pr<h 
g/ninaftieii^ Schullehrer- Seminaren , Pelytechniken , Techniken, Baugewerkscbuleoi 
Gewerbeschnlen, Hände tssehulen, teohn. Terbereltnngsschulen aller Arteuj gewerbllcbe 
FartblidungBichnleni Akademteni Unlversltäien, Land- and For st wisse Dsehaftaschnleiij 
Iflll tär schulen, Tor bereltangs- An stalten aller Arten als z, B, für das Eli^&hrlg''FreI' 
wllUge* und Offlslers-Exumen etc. 

Die Behlller, Studierenden und Kandidaten der mathemati sehen ^ techuischeir mid 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, äohrltt fllr Bchritt geltiste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend au ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc, 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Löaungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, sugleich aber 
auch die Überaus grosse Fr achtbar kelt der mathematiBcben Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Sch# 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des prakthehen Teils der mathematisdien 
Disclplinen ~ sum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine Toll- 
st an dige Anleitung in die Hände gegeben wird, entspreehende Aufgaben zn lösen^ die ge- 
habten Kegeln, Formeln, Sätze eic. anzuwenden und praktisch sn verwerten. Lust, Lieb« 
und Terständuis für den Schulunterricht %ird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten^ Tech ulkern und Fach genossen aller Art, Militärs 
etc. etc* soll diese Sammluug zur Anifrlschnng der erworbenen and vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und sug^eich durch ihre praktischen in allen Beruf § 
awelgen vorkemmenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen and 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forseliniigen gebeo 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegeDgenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreifen, nimmt der Yerfaat^^ 
Dr* Ele^er^ Frankfurt a. M., Fischerfei de trasse 16, entgegen^ nnd «Ü4 deren ^kdignai 
^nnllchst berücksichtigt. n....^ k C,rmalp 

■ stattgart. Ble Terlag§liandlung. 
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Aufgabe 191. Die Anzahl derjeni- 
gen Kombinationen fünfter Klasse der 

Ziffern: Anflögnng. 1) Nach Frage 72 ist die 

0, 1, 2, ••. 9 Anzahl der gesuchten Kombinationen: 

anzugeben, 1) welche die Ziffern 0, 5 cj^_3 = c? = 462 

und 9 nicht enthalten; 2) in denen die 2) Nach Erkl. 112 gibt es von den ver- 

Ziffem 0, 5 und 9 vorkommen. langten Komplexionen: 

C^Q — C^ = 2002 — 462 = 1540 



(n eine ganze Zahl); 



Aufgabe 192. Folgende Summen 
in Form von Kombinationszahlen anzu- 
geben: 

5-T- 5-T- 5T 5-r T- 5» Auflösuiig. 1) Man erhält sofort nach 

, n n(n+l) n(n+l)(n+ 2) , Frage 74 1. Satz: 

, n(n + l)(n + 2)..»(2n — 2) ^^-t" ^5"^ ^si h ^5 — ^e 

1-2-3 ... (n — 1) ' 2) Diese Summe ist nichts anderes als: 

icqO yiOQl \icq2 iWQ^ i L«'C**~^ 

3) C,4- C2+ C3+...+ C,,, _.pn_ (n + l)(.i + 2)>--(2n-l) 

4)l + ^±l + i?±lH^2)^ "" *•"" 1.2... (n-1) 

^ ^'2 3) Nach Frage 74 2. Satz ist unmittelbar: 

^ 1.2.3 ^ ^1+ ^2H r ^12— ^12 

, (ar + l)(a? + 2)... (2a?~-l) 4) Multipliziert man Zähler und Nenner 

1 . 2 ... (a: — 1) ' jedes Gliedes mit demjenigen Faktoren, welche 

{x eine ganze Zahl). seinen Nenner zu x\ ergänzen, so wird: 

^ + 1 _ 2.3...(rp + l) _ 

1 - 1.2... o: ~ ^2 
{x + l){x + 2) _ 3.4...(ar + 2) ___ 

1.2 "■ 1.2...a: "" ^ 



(a? + l)(ag + 2). ..(2^~l _ a?(a? + l) . . . (2ag ~ 1) __ 

1.2...(a: — 1) "" 1.2...aj "~ * 

FolgUch ist die gegebene Summe iden- 
tisch mit: 

_ x(x+l)(x + 2) ...2y __ (a: + 2)(ar+3)...2 a? 
"■ 1.2.3 ... (a:+l) "" 1.2...(a: — 1) 



Aufgabe 193. Die wievielste Kom- 
bination sechster Klasse der Elemente: 

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 

heisst: 

335788? 

Die Aufgabe ist zu lösen: 

1) durch Ausschliessung der niedri- 
geren Komplexionen, Auflösung. 1) Nach Frage 75 berechnet 

2) durch Ausschliessung der höheren sich die Anzahl der vorausgehenden 
Komplexionen. Komplexionen folgendermassen: 

st au da eher, Kombinatorik. C^i^r\r%]r> 
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Anfangs- Verfügbare Elemente für 
Ute: "■ " 



»c 

^ 



Erkl. 140. Zu Anflösnng 1): Von den mit 8 
beginnenden Eomplexionen gehen die gesuchten 
nur diejenigen voraus, die mit: 
338 oder 334 
beginnen. 



elemenl 


1 



833 

834 

8355 

8356 

33577 



die späteren Stellen: 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

4, 5, 6, 7, 8, 9 

5, 6, 7, 8, 9 

6, 7, 8, 9 

7,8,9 



Eombinations- 
zahl: 

^Cj^j = 2002 
"^Cl = 1287 
792 






^4 — 



84 
66 
15 
10 
3 



^10" 



6 6 



>/if4 toriQ 1 



Die erste mit 335 78 beginnende Kom- 
plexion ist die gegebene; deren Eangzahl 
demnach : 

4250 

2) Nach Frage 76 hat man folgende Be- 
rechnung: Die gegebene Komplexion enthält 
der Eeihe nach das 4., 4., 6., 8., 9., 9. ge- 
gebene Element. Von der Anzahl: 

aller Komplexionen sind demnach auszu- 
schliessen alle Komplexionen, die an der 
ersten Stelle ein höheres Element als das 
vierte, an der zweiten ein höheres als das 
vierte, an der dritten ein höheres als das 
sechste u. s. w. haben. Danach ist die ge- 
suchte Eangzahl: 

'C\ — «'Cj = 5005 — (462 + 252 -f 35 + 4+ 1 + 1) = 4250 



Aufgabe 194. Wie heisst die 12071. 
Kombination der vierten Klasse mit 
Wiederholung aus den 26 Buchstaben 
des Alphabetes? (Durch Ausschliessung 
der Komplexionen niedrigeren Ranges 
zu berechnen.) 



Erkl. 141. Etwas kürzer ist die Berech- 
nung der Komplexion nach Frage 78. 

Man erhält im gegebenen Falle (Erkl. 108) : 

"^i + "^' + "^2, + Cl = C'^e - 12071 

= 11680 
Demnach muss sein: 

^r^ _ u(u + l)(u + 2)(u + B) ^..^o^ 
^- 1:2:3:4 ^ ^^^®^ 



Man findet daraus als grössten Wert: 
w'=:21 



und 



11680- 



•^C*i == 1054 



Auflösung. Nach Frage 77 erhält man: 
Anfangselement: Kombinationszahl: 

a 
h 
c 
d 



«'C^ß = 3276 
«'C^g = 2925 
*^C|^ = 2600 
*^C^3 = 2300 



11101 



Werden noch die mit e anfangenden Kom- 
plexionen hinzugezählt, so wird die gegebene 
Eangzahl überschritten. Die gesuchte Kom- 
plexion beginnt also mit: 
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Man hat unn: 

woraus der Maximalwert: 
«;' = 17 
folgt. Da nun: 



1054 — *^Cj7 = 85 



so wird jetzt sein müssen: 
^2 _ w(u; + l) 



''C^ — 



<85 



1.2 = 
Hieraus ergiebt sich als grösster Wert: 
«^' = 12 



und 



''C\, = l 



85-^ 
Endlich hat man: 

Es steht demnach: 
An 1. Stelle das 26 — 21 = 5. Element e 
„ 2. „ „ 26-17= 9. „ i 
„ 3. „ „ 26-12 = 14. „ n 
„ 4. „ „ 26— 7 = 19. „ 8 



ferner erhält man 


: 


Anfangselement: 


Kombinationszahl: 


ee 


«'(7^8 = 253 


ef 


«'C^j = 231 


^9 


^Cl^ = 210 


eh 


""C^ = 190 



Bisherige Gesamtzahl = 11985 
Die mit ei beginnenden Komplexionen 
überschreiten die gegebene Kangzahl; also 
beginnt auch die gesuchte mit: 
ei 
Nun folgen die mit: 

eii, eij, eik^ eil, eitn 

beginnenden Eomplexionen mit den Zahlen: 

^Is+^iS + ^Ie + C}^ \-Cl = SO 

Die G^amtzahl ist nunmehr: 
11983 + 80 — 12065 
und die gesuchte Komplexion beginnt mit: 
ein 
Die 12066. Kombination ist damnach: 
einn 
und die 12071. lautet: 



Aufgabe 195. Weisse und schwarze 
Kugeln sollen so auf alle möglichen 
Arten in drei Fächer verteilt werden, 
dass das erste Fach 2 Kugeln, das 
zweite 3 Kugeln, das dritte 1 Kugel 
Ton beliebiger Farbe enthalte; wie viele 
Verteilungsarten sind möglich? 

Erkl. 142. Das erste Fach kann din Fül- 
lungsarten : 

aa, ab, bb 
enthalten, das zweite die FtÜlungsarten : 
aaa, aab, abb, bbb 

das dritte: 

a, b 
Dieselben können auf 3 • 4 • 2 = 24 Arten 
miteinander verbunden werden. 



Auflösung. Bezeichnet man die weissen 
Kugeln mit a, die schwarzen mit b, so sind 
zwei Elemente gegeben, welche mit Wieder- 
holung in die drei Fächer verteilt werden 
sollen. Die Füllung des ersten Faches kann 
auf: 

Arten geschehen, die des zweiten auf: 

Arten, die des dritten auf: 

Ol 
Arten. Da aber jede Füllnngsart des ersten 
Faches mit jeder Flülnngsart des zweiten 
und dritten Faches zusammentreffen kann, 
so ist die Anzahl aller möglichen Fälle: 



W/^2 Uf/y9 



C^.Cj = 3.4.2 = 24 



Aufgabe 196. Die Nummern bis 
9 sollen in fünf Fächer so verteilt 
werden, dass das erste 3 Nummern, das 
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zweite 4, das dritte 6, das vierte 5 und 

das fünfte 2 Nummern in beliebiger Auflösung. Mau hat hier 10 verschie- 
Wahl enthält. dene Elemente , die mit unbeschränkter 

Wiederholung in fünf Fächer verteilt werden 
sollen (so dass im einfachsten Falle alle 
Fächer nur ein und dieselbe Nummer ent- 
halten können). Wie in vorhergehender Auf- 
gabe hat man: 

*^^io'"'^io-*''^io-"'^io-'^^!o = 220.715.5006.2002.66 = 86688116615000 



Aufgabe 1^7. Die Komplexionen 
von: 

'^Cl(a,h,e,d,e,f) Auflösung. 1) Wenn a zweimal vor- 
seien gebildet Wie viele derselben ent- kommen soll, so müssen die beiden andern 
halten Stellen der Komplexion durch die übrigen 

^v , ^, . . , Elemente besetzt sein. Man schliesst also a 

1) das Element a zweimal, ^us und büdet: 

2) das Element b einmal und c zwei- «C* = 16 

Dies ist die gesuchte Anzahl. 

2) Sollen b einmal und c zweimal vor- 
kommen, so muss das vierte Element der 
Komplexion eines der übrigen (a, d, e, f) sein. 
Es gibt demnach: 

Komplexionen der verlangten Art. 



mal? 



Aufgabe 198. Die Komplexionen 
von: 

«'C* (1,2, 3,4. ..9) 

seien gebildet Wie viel gibt es da- Auflösung. SoU nur ein gemeinsames 
runter, die mit der Komplexion: Element da sein, also entweder 1, oder 3, 

135 68 oder 5, oder 8, so dürfen die fraglichen 

ein, zwei, drei oder vier gemeinsame Komplexionen nach Abtrennung dieses Ele- 
Elemente haben? ments im ersten Falle die Elemente 3, 5, 8 

nicht enthalten, im zweiten Falle nicht die 
Elemente 1, 5, 8, im dritten Falle 1, 3, 5, 8, 
im vierten Falle nicht 1, 8, 5. Diese Fälle 
geben folgende Kombinationszahlen: 

1), 2) und 4) "^Cl = 126; 3) «'Cj = 70 

Gesamtzahl der gesuchten Komplexionen: 
3-126 + 70 = 448 
Komplexionen, die mit der gegebenen zwei 
gemeinsame Elemente haben, müssen eine 
der folgenden Verbindangen enthalten: 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 

13, 15, 18, 36, 38, 55, 58; 
demnach dürfen nach Abtrennung dieser 
Elemente nicht mehr vorkommen: 

1. 2. S. 4. 5. 6. 7. 

5,8 3,6,8 3,5 1,5,8 1,5 1,3,8 1,3,5 
Daraus folgen die Kombinationszahlen: 
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1) 3) und 5) ''Cl = 84 
2) 4) 6) und 7) "^C? = 56 

Die Gesamtzahl der fraglichen Eom- 
plexionen ist demnach: 

3.84 + 4.66 = 476 
Als drei gemeinsame Elemente sind 
ErU. 148. Addiert man alle in neben- ^»^««■'*« Gruppen möglieh: 
Stehender Auflösung gefundenen Mengen der ^- ^* *» ^- *• *• '^• 

Komplexionen und zählt hiezu noch diejenigen, 1^5 l^Ö 165 168 365 368 668 

welche mit der gegebenen kein Element Nach Abtrennung dieser Elemente darf 
gemeinsam haben, d. h. aus den Elementen; die Komplexion der zwei übrigen nicht 

2, 4, 6, 7, 9 enthalten: 

gebildet sind, deren Anzahl: i. 2. 8. 4. 5. 6. 7. 

*c^b _^ 226 ^»® ^ ^»® ^»^ ^»® ^»^ ^»^ 

ist, nnd ansserdem noch die gegebene Kom- '^'''»'« ^^ Kombinationszahlen: 
plexion selbst, so ist die Gesamtzahl: 6»*^C^ + **'<^8 = ^^ 

448+476+204+32+126+1 = 1287 = ^cl yier gemeinschafüiche Elemente können 

Hierm liegt eine Probe für die Bichtigkeit die Gruppen bilden: 
der Bechnung. i. 2. s. 4. 

1356 1358 1558 3668 

Nach Abtrennung dieser Elemente darf 
die übrige Stelle nicht besetzt sein durch: 

1. 2. 8. 4. 

8 6 3 1 
Hieraus ist die Anzahl der hieher ge- 
hörigen Komplexionen: 

4.Ci = 32 



Aufgabe 199. In einer Urne be- 
finden sich 8 weisse und 6 schwarze 
numerierte Kugeln; man nimmt auf ein- 
mal 5 Kugeln heraus. Wie viele ver- . ^„ _. . , , , ^. , 
schiedene Ziehungen können eintreten „./Ä'^Fn* 4.?'!Ä ^erschiede- 
und wie oft kann jede derselben vor- ^^^ ^^^^^°^'° ist^offenbar: 
kommen? *^^2 = ^ 

Bezeichnet man die weissen Kugeln durch a, 
die schwarzen durch b, so können vorkommen 
die Ziehungen: 



«s auf 


ct = 


66 Arten 


a*h „ 


ct< = 


420 „ 


am „ 


ClCl:= 


840 „ 


a«6« „ 


clct = 


560 „ 


ah* „ 


clc* = 


120 „ 


6» „ 


cl = 


6 „ 



Summe = 2002 Arten. 



Aufgabe 200. Wie viele Steine 
muss ein Dominospiel haben, wenn es 
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alle Verbindungen von Doppel-Null bis 
Doppel-Sechs enthalten soll? 



AuflSsung. Jeder Stein des Spieles ent- 
hält eine Kombination zweiter Klasse mit 
Wiederholung von den Elementen: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; 
die Anzahl der Sterne mnss daher: 
7-8 
1.2 
betragen. 



■^0? = 



= 28 



Aufgabe 201. Wie viele verschie- 
dene Würfe sind mit 3 Würfehi möglich ? Auflösung. Jeder Würfel kann eine der 

sechs ersten natürlichen Zahlen zeigen, also 
ist die Anzahl aller verschiedenen Würfe* 






Aufgabe 202. Wie viele Glieder 
hat ein vollständiges homogenes Pol3mom 
wten Grades: Auflösung. Aus den in ErkL 144 ange- 

1) aus zwei Grössen, gebenen Beispielen sieht man leicht, dass 

2) aus k Grössen? ^^ vollständiges homogenes Polynom nten 
^ Orades so viele Glieder haben muss, als 

sich die in dasselbe eintretenden Buchstaben- 
grossen mit Wiederholung zur nten Klasse 
kombinieren lassen, wobei die einzelnen Kom- 
plexionen als Produkte betrachtet werden. 
£rkl.l44« Ein homogenes Polynom nten Man erhält demnach: 



Grades heisst ein solches, in welchem die Summe 
der Exponenten aller Buchstabenfaktoren in 
jedem Gliede = n ist; vollständig heisst 
dasselbe, wenn von jeder Bnchstabengrösse alle 
Potenzen von der Oten bis znr nten in dem- 
selben vorkommen. So ist z. B. : 

ein homogenes Polynom (vollständig) des dritten 
Grades aus zwei Grössen a und 2>, und: 



1) 
2) 









{n + k-l)\ 



(Siehe 
ErkL 111) 



n!(Ä;— 1)! 
_ (n + l)(n + 2)>-.(n + Ä;-l) 
— 1.2...(Ä;— 1) 

= C' 



Ä—i 



«+*— 1 
ein solches vierten Grades aus drei Grössen. 



Aufgabe 203. Wie viele Glieder 
hat ein vollständiges Polynom wten 
Grades: 

1) aus zwei Grössen, 

2) aus k Grössen? 



AuflSsung. Das vollständige (nicht 
homogene) Polynom nten Grades enthält 
als einzelne Glieder sämtliche Kombinationen 
mit Wiederholung der gegebenen Grössen 
zu allen Klassen von der Oten bis zur nten, 
wobei die Komplexionen als Produkte anzu- 
sehen sind. Man hat demnach: 

1) Für zwei Grössen: 

(Frage 74) 
_ (n + 2)! _ (n + 2)(n + l) __ ^2 
" n!2! ■" 1.2 "" - 



^11+2 
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2) Für h Grössen: 

_ (n+fc)! _ (n+fe)(n+Ä;— l)...(n+l) 



■" n\'h\ 

— r* 



1.2... Ä; 



Aufgabe 204. Die Buchstaben: 

&» c, I?, /; ^r, Ä, Ä;, ?, m 
a, e, «, 0, «, y 

in zwei Fächer so verteilt werden, 
dass das erste Fach enthalte: 

2 Bachstaben der ersten Eeihe, 

2 „ „ zweiten „ 

2 „ „ dritten „ 

das zweite Fach: 

2 Buchstaben der ersten Beihe, 

3 „ „ zweiten „ 
3 „ „ dritten „ 

Hiebei seien für jeden Buchstaben 
Wiederholungen zugelassen, soweit es 
die gegebenen Bedingungen gestatten. 
Wie viele Verteilungen sind möglich? 



Auflösung. Nach Frage 81 können die 
Bachstaben der ersten Eeihe in die zwei 
Fächer verteilt werden auf: 

«'Cl-^'c^ =r 452 
Arten; die Bachstaben der zweiten Eeihe auf : 






-C?, = 65. 



Arten; endlich die der dritten Beihe auf: 
«'C^.«'C^ = 21.66 

Arten. Da nun jede Verteüong aas der 
ersten Eeihe mit jeder Verteüang aas der 
zweiten oder dritten Eeihe zasammentrefien 
kann, so entstehen im ganzen: 

462.66.220.21.66 = 619288000 
Verteilangsarten. 



Aufgabe 205. Wie viele Kombi- 
nationen der Ziffern: 

^' 1» • • • ö Auflösung. Nach Erkl. 121 sondert man 

zur neunten Klasse gibt es, in welchen die Elemente: 
die Ziffer dreimal, die Ziffer 9 zwei- 0392 

mal and die übrigen je einmal vor- ab, wonach die übrigen acht Elemente noch 
konmien? zur vierten Klasse ohne Wiederholung zu 

kombinieren sind. Man hat demnach: 

C^ = 70 

Kombinationen. 



Aufgabe 206. SämtHche 
pleiionen darzustellen , die 

Symbol: 

enthalten sind. 



Kom- 
in dem 



Auflösung. Nach Frage 83 dürfen in 
den verlangten Komplexionen die Elemente a^ 
und a^ hödistens di^imal (also auch zweimal 
oder einmal), die Elemente h^ und h^ höchstens 
zweimal (also auch*einmal) und die Elemente 
^11 ^2> ^8 ^^ einmal vorkommen. Man bildet 
die Eeihen: 



*1 **2 ^\ *'2 

«1 «2 ^1 ^2 ^\ ^'> ^« 



»-2 "3 
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woraus Kombioationen zur Klasse: 

3.1 + 2.2 + 1.1 =8 
entstehen. Die Komplexionen sind: 



<4^lh 


a'alhlc. 


ala\h\l>. 


_8 „2 j,2 . 
«2<»l02C2 


a\alb\c, 


alalilc. 


alalb\c^ 


alalblc. 


«?«^?<'a 


alh^ila. 


alali^c. 


alb\bla, 


a\4hlc. 


a\hlhlc, 


4alh\c, 


alb\blc. 


a\alhlh, 


«?^?&^2 


alalhll. 


alb^blc. 


alalhlc, 


alhlhlc. 


ala\hlc, 


«l*!*^8 



Die Anzahl derselben findet sich nach 
Frage 84, wo: 

ng = 3, Wj = 4, Wi = 7 
zu nehmen ist: 

cl'Cl'Cl = 2.3.4 = 24 



Aufgabe 207. Bei einem Wohl- 
thätigkeitsvereine befinden sich drei 
Mitglieder, die sich zu einem monat- 
lichen Beitrage von höchstens 10 JC 
verpflichteten j fünf Mitglieder, die 

monatlich höchstens 5 .<«, zehn Mit- Anflösnng. Bezeichnet man die Mit- 
glieder, die höchstens 2 JC und zwölf glieder von der höchsten Klasse beginnend 
Mitglieder, die nur 1 .« monatlich bei- der Reihe nach durch: 
tragen wollen. Jedes Mitglied einer »i «2 «s • • • «so 

höhereu Beitragsklassie kann jedoch ent- so hat man zu bilden: 
sprechenden J'alles auch bloss mit den C(aJ®a^®af; al^-al; a|...ajg; 

Beiträgen der niedrigeren Klassen 

in Anspruch genouimen werden. Wenn ^19 * * * ^30) ^^ ^, j^, ^^ 

nun monatliche Sammlungen so statt- Als Kombinationsklasse ergibt sich: 
finden, dass jedesmal zwei Mitglieder 10.2 + 5.4 + 2.10 + 1.14 = 74 

je 10 ^, \icr Mitglieder je 5 JC, zehn und die Anzahl der Komplexionen wird: 
Mitglieder je 2 Jt und vierzehn Mit- c^c^c;^c;l = 3.15.66.1 = 2970 
fflieder je 1 .*t zu zahlen haben; wie ^ o. , .. , , 

viele Bolche Sammlungen sind dann Jer ganze Sammlungstumus wurde dem- 

möfrlich und wie lange dauert der ^^^ '^ ,, ^ «.„ t ,. .> »r . 

ganze Tumus? ^^^^ ^^^^^^ = ^^^ ^^^^^ ^ ^^^^^^ 

dauern. 



Aufgabe 208. Wie viele Kombi- 
nationen vierter KIas:>e gibt es aus: 
1) Wi Elementen^ die Imal vorkommen dürfen? 

3) n^ 7j ,, Smai „ „ 

4) „' 4ui^l Auflösung. Die m Frage 84 gefundene 

" " " " Gleichung für die Klassenzahl der verl^gjen 

Erkl, 145. Sollen z. B. 5 Elemente emmal Kombinationen lautet: 
yorlvommen , 3 Elemente zweimal, 2 Elemente Aik^'\'^k^'\-2h^'^llc^ =4 

dreimal und 2 Elemente viermal, so hat man: Hierin können (nach Frage 85) die Gr9« 
C\a\aU i^\a\\ 0] o^; ö^ ; a^a^a^a^a^) K, hi K^ K 
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Hier dürfen nach Frage 85 die Elemente irgend einen der Werte: 
a^a^ höchstens viermal (aber auch drei-, 
zwei- oder einmal) vorkommen, a^ höchstens 
zweimal (oder auch einmal), a^ und a^ nur 
einmal. 

Die Kombinationstypen sind die gleichen 
wie in nebenstehender Anflösnng und die An- 
zahl der Komplexionen ist: 



C^ (2*; 23; 32; 5i) 

= cl+clcl + cl+cl'Cl+ct 

= 2-f 2. 4-f 3 -f 3.6 + 6 = 36 



C\nl', nli nl', n}) = n, + n« (n, - 1) -f 



0, 1, 2, 3, 4 
haben wie in Erkl. 127. 

Daraas entstehen die Eombinationstypen : 

1) 4 

2) 31 

3) 22 

4) 211 

5) 1111 

denen folgende Kombinationszahlen ent- 
sprechen: 



1) 






3) 



2 __ rij (ng — 1) 



^ «2 «1 — 1 ^ 1.2 

4 _ n,(n^ — l)(n,— 2)(n,-3) 

^^ ^n, - 1:2:3:4 

Demnach hat man: 



Wajtv—l) 



+ n, 



1.2 

1.2 



(n,-l)(n^-2)(n,-3) 
1.2.3 



Aufgabe 209. Wie viele Kombi- 
nationen sechster Klasse erhält man aus: 
nj Elementen, die nnr 1 mal vorkommen dürfen? 



»» 7» 




2 mal 


» »» 




3 mal 


?5 11 




4 mal 


11 11 




5 mal 


11 11 




6 mal 



Auflösung. Die Gleichung der Klassen- 
zahl ist hier: 

Die Anzahl der in eine Komplexion ein- 
tretenden Elemente, nämlich die Grössen 
^ß, ^5, . . • können also die Werte 0, 1 • • • 6 
haben; die Exponenten haben die Werte 
1 bis 6, wonach folgende elf Kombinations- 
typen zu bilden sind: 



6 

51 
42 
411 
33 
321 
Ihnen entspricht 
nationszahlen: 



3111 

222 

2211 

21111 

111111 

die Somme der Kombi- 



«6 ' «5 «1 — 1 ' «4 »2 — 1 J. *»4 «1 — 1 



' W3 ' «8 «2 — 1 «l 



8 ' «3 ^1- 



- 1 ' M2 ' n2 wi — 2 ' n2 «1 — 1 ' n 
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Aufgabe 210. Wie viele Kom- 
plexionen erhält die Bezeichnung: AuflöBung. Hier ist zu setzen: 

C^^ (alalalalala^? Wj = 6, #»2 = 5, n^ = n^ = ...=zn^Q = 

so dass nur die vier Typen: 



222211 

2221111 

22111111 
existieren. Die zugehörigen EombinatioDS- 
zahlen geben die Summe: 

W2 «2 nj — 4 ' H2 ni — 3 ' »3 hj — 2 6 ' 5 2 ' 



Aufgabe 211. Man hat 4 weisse, 
3 rote, 3 grüne, 5 blaue, 2 gelbe und 
1 schwarze Kugel; wie viele in den 

Farben verschiedene „Quadrate" kann . ^^ -, , ^ ^. v \.™ 

m«: MS je rter dersdbe. ^^^ ^^SrSfv.SS.S'^lSÄ 
setzen r ^ j^ ^ Quadrate von folgender Form zu- 

sammenzustellen sind: 

0O 

00 

Bezeichnen wir der Eeihe nach blau mit a^, 

weiss mit ag, rot mit a^ u. s. w., so hat 

man zu bilden: 

Allerdings wäre a^ fünfmal vorhanden, kann 
jedoch in der vierten KombinationsMasse 
höchstens viermal gesetzt werden. 

Die Anzahl der möglichen Yerbindnogen 
ist bereits aUgemein in Aufgabe 208 be- 
rechnet; in der dort gefundenen Formel bat 
man für den vorliegenden Fall zu setzen: 

*»i = 6, na = 5, ng = 4, n^ = 2 
wonach erhalten wird: 

Cl + Clcl+Cl + Cl.Cl+Ct = 2 + 4.6 + ^ + 6.^ + ^^ 



Aufgabe 212. Wie viele Kom- 
plexionen erhält man: 
aus 3 Elementen, die 1-, 3- oder 4 mal, 

„3 „ „ 3- oder 4 mal 

zu setzen sind und: Auflösung Wir bezeichnen die Ele- 

aus 1 Element, das nur 4mal mente, welche mindestens einmal (oder 

' drei- oder viermal) vorkommen sollen, durch: 



»1 »2 ^8 



zu setzen ist, wenn in jeder Komplexion 

2 Elemente der erstem Art 3 der ^ie Elemente, welche^ mindestens dreünal 

zweiten und 1 Element der dritten Art (^^er viermal) stehen sollen, durch: 



vorkommen sollen und wie heissen die- 
selben? 



»4 «5 «6 

und das mindestens viermal vorkommende 
Element durch: a^ 
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nnd drückt die Aufgabe symbolisch aus 
durch: 

^(«i<»2«s5 <*?•••«!; »J-'-öt) , , 
Man bildet die identischen Eeihengrnppen: 

/ «1 «2 «8 • 

\ »1 «S «8 

^4 /.4 ^4 ^4 ^4 ^4 ^4 
«1 «2*3 ^4^*6*7 

Die Anzahl der Eomplexionen hieraus ist: 

C|.CjCj = 3.4.2 = 24 

Dieselben sind von der fünfzehnten Klasse 
und lauten: 

«1«2«S*!4«6 «1»S«2<»!«5«6 «2«8«?«2«5«6 

«1«2»S«!«?«7 «1«3«2«!«5 4 «2«8«J«!«5«7 

»1 «2 «8 »4 «6 «5 »1«3«2«!»6«6 «2 «3 «? «! «6 »5 

«1 «2 «8 «4 «6 «7 «lö^3«2«!«6»7 «2 «3 »! «! <»J »7 

«1 «2 «8 4 «6 «1 «1 «3 «*» «5 «6 «1 «2 «8 «? «6 «6 4 

»1 «2 «3 «5 «l«7 «1 «3 4 «5 »J «7 «2 «8 »? «5 4 «7 

»1 «2 «4 »5 «6 »8 «1 «3 «4 »2 »6 «2 »2 «3 «4 »5 «6 «1 

«1 »2 «! «5 4 «7 «1 «3 «4 «5 «6 «7 «2 «3 «4 «5 «6 «4 



Aufgabe 213. Die Anzahl der Eom- 
plexionen anzugeben, die in folgenden 
Schreibweisen enthalten sind: 

1) C (ai a, . . . a^^; «^^ + i • • • «^) Auflösung. Das Symbol 1) enthält also 

^)C^{aia^"a ; a* , .»a^ ; »«-ur'»«) ^[omplexionen , in welchen entweder zwei 

ni ni + i «a a"«- 8 y^Q ^eu n^ Elementen, die mindestens 

einmal stehen, vorkommen, oder eines der 
/I2 Elemente, die mindestens zweimal 
stehen, d. h. die Typen: 
11 
2; 
diesen entsprechen die Eombinationszahlen: 

«1 1.2 »^ ' 

Die Summe beider ist die gesuchte Zahl. 
2) Dieser Fall umfasst die Typen: 
111 
12 
3 
für welche die Eombinationszahlen: 

8 __ nt(n^ — l)(nt-~2 ) 
ni — 1.2.3 
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C* .C^ ^ =Wi(nj — 1) 

rti »»2 — 1 ^ \ ^ f 

C^ =«8 

gelten, deren Summe die verlangte ZaM ist 



Aufgabe 214. Wie viele Kom- 
plexionen enthält das Symbol: Auflösung. Die Aufgabe besagt, dass 
C^(a a a^a^a^a!^)? ^® Elemente zur fünften Klasse so zu 
^ ^ ^ ^ ^ ^ kombinieren seien, dass a^ und a, minde- 
stens einmal, a^ mindestens zweimal, a^, a^ 
mindestens viermal, a^ mindestens fünfmal 
in den Komplexionen vorkommen. 

Die zu bildenden Typen sind demnach: 

1) 113 

2) 122 

3) 14 

4) 23 

5) 5 

Niedrigere Formen (wie z. B. 1112) 
können nicht gebildet werden, weil nur zwei 
Elemente gegeben sind, die einfach stehen 
dürfen. 

Man hat daraus: 

^'(«l«2«8«^5«6) = ^2-^} + ^2-^2+^2-^l + Cl^H^i = 1+2 + 8 + 6 + 6 ==23 



Aufgabe 215. In einem Setzkasten 
befinden sich die Ziffern I, n, m, IV 
in grösserer Anzahl durcheinander. Auf 
me viele (hinsichtlich der Ziffern ver- 
schiedene) Arten ist es möglich, neun 
dieser Lettern so herauszugreifen, dass 
sich darunter mindestens ein I und 
mindestens je zweimal die Ziffern n, 

in und rV befinden und vrie heissen Auflösung. Die Aufgabe ist so zu ver- 
dieselben? stehen, dass bei jedem Herausgreifen alle 

viererlei Ziffern zugleich mindestens 

Erkl. 146. In gegenwärtiger Angabe wird m der angegebenen Zahl erhalten werden 
von der in Frage 86 a angegebenen Forderung sollen. Dieselbe wird symbolisch dargestellt 
nur bis zur Wiederholungszahl 4 Gebrauch ge- durch: 9 222% (Frage 83 und 

macht (siehe Auflösung). ^ (^1 ^2 ^3 ^4) Erkl. 123). 

Die Typenzahl wäre bedeutend grösser, wenn tj. « «.^u«« «^^«♦^i»^«^^,. T)A^;«,n.n«i». «w». 
nur eine oder mehrere der vier Lettern „^«^ gelten vorstehender Bedn^ung ge- 
I, n, III, IV bei jedem Herausgreifen vor- «^äss von den Typen zur Summe 9 nur die 
kommen müssten. Man hätte nämlich in diesem a^s vier Grössen zusammengesetzten: 
Falle folgende: 1224 

1224 2223 333 45 9 1233 

36 2223 

deren Eombinationszahlen sind: 

cl'Cl.c\ + c\clcl + c\^c\ ^ 

= 34.34.4:= 10 

Typen, die aus mehr als vier Grössen be- worin a^ die Ziffer I, «2 ^® Ziffer 11 u.8.w 
stehen, sind in jedem Falle unzulässig, da nicht bedeutet ^ / 



1233 


225 


126 


234 


135 


27 


144 




18 
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mehr als vier verschiedene Lettern gegeben 
sind; in der That wäre z. B. die Kombinations- 
zahl des Typus 12222 folgende: 



igeben Die branchbaren Eomplexionen sind fol- 


fitions- gende: 






ai444 


"i4« 


4444 


«,«2 «4 «3 


a,44al 


4444 


"14« 


«1«4«2«8 


4444 
4444 



Aufgabe 216. Wie viele Kombi- 
nationen fimfter Klasse aus den Ele- 
menten: 

a, a« • • • a,Q 



Auflösung. Da die Wiederholungen hier 
offenbar unbeschränkt sind, so bildet man aus: 



gibt es, in denen irgend eines derselben 5 8 3 

wenigstens dreimal vorkommt ? c"" (O ; a^ • • • a^^) 



nach Frage 87 diejenigen Typen, welche 
wenigstens ein Element drei- oder mehrfach 
enthalten. Dieselben sind: 

5, 41, 32, 311 
Hiebei ist: 

Mj = na = Wg = n^ = W5 = 10 

also die Anzahl der gesuchten Komplexionen r 

^lo + ^lo- Ol + ^ Jo- Cl + Cjo Cl = 550 



Aufgabe 217. In einem Sacke be- 
finden sich Gold-, Silber-, Nickel- und 
Kupfermünzen durcheinander in beliebi- 
ger Anzahl, aber von jeder Sorte minde- 
stens zehn Stück. Man greift blind- 
lings hinein und zieht 10 Münzen auf 
einmal heraus. Auf wie viele ver- 
schiedene Arten können die gezogenen 
Münzen hinsichtlich der Sorten sich 

zusammensetzen, wenn mindestens vier Auflösung. Nach Frage 87 sind aus: 
von einer Sorte dabei sein sollen? c^®(0; a^a^a^al)) 

die Typen herauszuheben, die wenigstens; 
Erkl. 147. Unter nebenstehenden Typen ein vierfaches Element enthalten, nämlich: 

haben folgende die Kombinationszahl 0: ^ 

^ ..... 10, 91, 811, 82, 7111, 721, 73,. 

l::::. eiiii, 6211, 622, esi, 64, siiiii, 

ll: . 52111, 5221, 5311, 532, 541, 55, 

^^JJJ 4111111, 421111, 42211, 4222, 43111,. 

^^^^^^^ 4321, 433, 4411, 442 

422n' Femer ist: ^ ^ ^ 

j^Qlll n^ — n^ — njo — 4 

und die Anzahl der Ziehungen: 

<^\+c\c\-\-c\cl+c\c\-^rC\c\ + c\c\cl + c\.^^^^ 

+ Cj.C2 + C^C2 + C^Cj = 4+ 12 + 12 + 12 + 4 + 24 + 12 + 12 + 12 + 24 + 12 + 12: 

+ 12 + 24 + 24 + 6 + 4 + 24 + 12 + 6 + 12 = 276 
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Aufgabe 218. Wie viele Kombi- | 

nationen fünfter Klasse aus den Ele- 1 

menten: Auflösung. Die Auflösung ist nach 

. , .. ,. ^ ' "*.' "**/* ""' \ , . Frage 88 enthalten in dem Symbol: 
sind möglich, in denen irgend emes ^5.3 3 hSn 

höchstens dreimal vorkommt? ' («i-'-^e*» ^) j 

ni = n, = . . . = n^ = 6 
und verlangt die Typen: 

32, 311, 221, 2111, 11111 
Die gesuchte Anzalü ist demnach: 
<^6-^J + ^6-^5 + ^6-^i + ^J-^5 + ^6 = 30 + 60 + 60 + 30 + 6 = 186 

Aufgabe 219. Auf wie viele Arten 
können die 10 Münzen in Aufgabe 218 
gezogen werden, wenn von irgend einer 
Sorte höchstens vier dabei sein sollen? Auflösung. Man hat aus 

^'^«t«2«3«l; 0) 

^.f'^^'l^^* Kein Element darf flülfmaloder ^e Typen zu berechnen: 

Otter vorkommen; die entsprechenden Typen ■^J'i'^" ^»* uoxü^**uou. 

55, 541,...faUen also aus. Ebenso zli^e ^^2, 4411, 433, 4321, 4222 (Erkl. 150) 

sich schon aus der Auflösung von Angabe 215, Demnach die Anzahl der Ziehungen : 

dass Typen, die aus mehr als vier Zahlen zu- ^2 ni . ^2 ^2 , ^1 ^2 , ^1 ^1 ^1 , ^1 ^3 

sammengesetzt smd, die Kombinationszahl ^4'^2"r^4*^2"r ^4 ^8"r^4'^8^2 "T ^4 ^s 

haben. = 12 + 6 + 12 + 24 + 4 = 58 

Aufgabe 220. Aus den Nummern 
1 bis 100 sollen 16 so ausgewählt werden, 
dass von jeder Dekade höchstens 2 dar- 
unter sind. Auf wie viele Arten ist Auflösung. Bezeichnet man die ver- 
dies möfflich? schiedenen Dekaden durch: 

i?«ti i>io T^ 1 j , . t^ V ^ , so ist zu büden: 
Erkl. 149. Dekade (v. gnech.) bedeutet ^1« « o o 

„Zehnzahl". Die erste Dekade umfasst also die ^ (»1 «2 ^io5 ^) 

Ähite"9l''bis''loS""*' " '" ''• " '■ "• ^^ -^^ ««»t«»^ ^^ ^' Typen: 

22222222 

222222211 
2222221111 
Die gesuchte Zahl ist demnach: 
^io + ^io-^3 + ^iV^l = 45 + 120.3 + 210 = 615 



Aufgabe 221. Aus acht Sorten von 
Kosen sollen Sträusse von je 12 Stück 

so gebunden werden, dass in jedem min- Auflösung. Die Komplexionen zwölfter 
destens je zwei oder höchstens drei Rosen Klasse, die kgend welche der 8 Elemente 
von derselben Sorte sind. Wie viele mindestens zweimal und höchstens dreimal 
Zusammenstellungen sind möglich? enthalten, entsprechen den Typen: 

3333, 33222, 222222 
Ihre Anzahl ist demnach, da 
n^-=z n^=z ... =8 
gesetzt werden muss: 
C\-{.c\'Cl + C\ = 70 + 28.20 + 28 = 658 
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Aufgabe 222. Aepfel, Birnen, Trau- 
ben und Pfirsiche sollen unter eine An- 
zahl Kinder so verteilt werden, dass 
jedes Kind 12 Stück erhält, worunter 

yon jeder Sorte mindestens zwei sich ^ Auflösimg. Für die hier brauchbaren 
befinden. Wie viele Verteüungsarten ^ypen smd zweierlei Bedingungen zu er- 
sind möo'hVh? itiUen. Erstens müssen in jedem alle vier 

mogiicnr Elemente vorkommen, zweitens jedes min- 

destens zweimal. Diesen Beschränkungen 
entsprechen nur: 

3333, 4332, 4422, 5322 
Folglich ist die Anzahl der möglichen 
Verteüungsarten : 



Aufgabe 223. Wie viele Kombi- 
nationen in allen möglichen Klassen zu- Auflösring. Nach Frage 91 ist die An- 
sammengenommen geben die Elemente zahl aller Komplexionen von der ersten bis 
a^a^d^a^? zur vierzehnten Klasse: 
' ' ^ ' (3 + l)(5 + l)(4 + l)(2 + l)-l=359 



Aufgabe 224. Wie gross ist die 
Summe der Kombinationszahlen von 

20 Elementen, wenn dieselben von der . -,.. xt i. t^ n .«« . ^ :.. 

^n bis zwanzigsten Kla.se ohne ^Ä*^™«"^"" ^'■"- ''' ^' ^^ 
Wiederholung kombiniert werden? 



verlangte Summe 

' 20 T" ^20 



^20 + ^20+ ••• +^2^? = 2^«- 1 = 1048575 



Aufgabe 225. Wie viele Teiler hat 
die Zahl 49392? Auflösung. Die gegebene Zahl lässt sich 



als das Produkt 

24.32.73 

darstellen. Teiler derselben sind also die 
ZaMen 2, 3, 7, sowie alle Verbindungen von 
zwei oder drei derselben, in welchen keine 
höheren Exponenten vorkommen, als die 
obigen, wobei diese Verbindungen — die 
Kombinationen der Elemente 2, 3, 7 zu allen 
möglichen Klassen — als Produkte zu 
betrachten sind. Die Anzahl der Teiler ist 
also, wenn auch 1 als solcher gezählt wird : 
5.3.4 = 60 



Aufgabe 226. Wie viele Teiler hat 
das Produkt: Auflösung. Das gegebene Produkt kann 

[9 2 1 6 (a? + y)8 (a?« — y2)4]2? in die Form 

[32.210. (X + y)7 (X — yyp = 34.220 (a: 4- y)M (a- - y)8 
gebracht werden. Die Anzahl seiner Teuer 
ist folglich nach vorhergehender Auflösung: 

6.21.15.9 = 14175 
wobei die Zahl 1 als Teiler mitgezählt wurde. 
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Aufgabe 227. Die Kombinationen 
ohne Wiederholung bei beschränkter 

Stellenbesetzung für die Elemente fol- Anflösring. Nach Frage 91 können hier 

gender Reihen anzugeben: ?« /«fe«' J» 2 auf allen drei Stellen, 

° ° 3, 4 nur auf den zwei letzten, 5, 6 nur 

^*^« auf der letzten stehen. Die Komplexionen 

^ihhK ohne Wiederholung sind: 

C.C^CoC^C^Ce, 



«'l «'S "8 "4 "6 ^6 



«jftjCg 


a^\c^ 


a^h^c^ 


«l^<?6 


a,b^c^ 


«263^4 


a^\c^ 


02^8^5 


a^\c^ 


ÖJI^<?6 



<*1^8<^5 <*2^4<^5 



Aufgabe 228. Wie gross ist die 
Anzahl der Kombinationen mit be- 
schränkter SteUenbesetzung aus folgen- Auflösung. Man hat hier: 
den Keihen (ohne Wiederholung): 



ri =4, ra = 2, r, = 4 
woraus nach Frage 92 und Erkl. 138 fol- 
«iÖ2<»8<*4^5<»6 gende Kombinationszahlen folgen: 

= 4+12 + 24 + 4 + 32 = 76 



a,a^a.a. 



»1«2 »10^ 



Aufgabe 229. Die Kombinationen 
mit beschränkter Stellenbesetzung aus 
den Beihen: 

öl«2 

a^a^a^a^a^ Auflösung. Hier können die Zeiger 1 und 2 

mit Wiederholung zu bilden und die auf allen drei Stellen also dreimal wiede^ 
Anzahl derselben zu berechnen. ^^^^ werden, die Zeiger 3 und 4 können 

zweimal wiederholt werden, aber nnr auf 
der zweiten nnd dritten Stelle, Zeiger 5 
Erkl« 150. Wäre dieStellenbesetznng nicht tann nur auf der dritten Stelle sein, 
beschränkt, sondern nur verlangt, dass die dj^ yerlaufften Komplexionen sind also: 
Zeiger 1 und 2 dreimal, die Zeiger 3 und 4 

zweimal, der Zeiger 5 nnr einmal vorkommen a^a^a^ «i^söfs »2öt8<*8 

dürfen, so würde die Anzahl der Komplexionen a^a^a^ <^\<^n^4. (h^z^*, 

sich nach Frage 85 berechnen filr die Typen 3, 
21, 111: 

Cj + Ci.Ci + C^ = 2 + 16 + 10 = 28 

Es treten nämlich zu den obigen Kom- a^a^a^ a^a^a^ 

plexionen noch hinzu: ^^^^^^ ^^^^^^ 

^8 «8 «4 a^a^a^ a^a^a^ 

Ö8«4<»4 

ÖS «Aon 






a.a.a. 



Die Anzahl der Komplexionen ergibt sich 
nach Frage 92 a, da hier: 

r, = 2, rj = 2, rg = 1 
ZU setzen ist: 



Digitizedby VjOOQIC ; 
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Der ausführliche Prospekt und das ausführliche Im- 

haltSTerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
7011 Dr* Ad, Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1), Jedes Heft ist aufgeBchmttan and gut brochiertf am den iofortigen imd dauern- 
den Gebrauch za gestatten« 

2), Jedes Kapitel enthielt sein besonderes Titelblattf InhaltsverzeichnlB, Berichtigungen 
imd Erklämngen am Schlüsse desselben. 

S). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden, 

i). Monatlich erscheinen 3^4 Hefte zu dem Abonnementsprolie voii25Ffg; pro Heft. 

Ö). Die Bollienfolge der Hefte im nachstehenden, knrz angedeuteten Inhaltsver^eieti- 
nis ist, wie aus dem Praapekt ereicktliGh, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten, 

$). Das Werk enthält AUea, was sich überhaupt aaf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in voUständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Aaf-^ 
gaben OBd vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktiichea Lelirbuch f&r Schüler aller Schulen, dai 
bette Hsndbuoh für Lehrer and ExamiDatoreu, das TorEÜgliohete Lehrbuol 
ffum SelbAtatudium, da« TortrefEliohite Naohiohlagebuoh für Fachleute und 
Techmker Jeder Art, 

ß)* Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



B^^ Das vollständig« 

Inhaltsverzeiclinis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

Em durch jede Buchliandlung bezogen werden» 



I 



Halbjtthrlich artahelnen Nachtrag« Ub«r die inzwiichan neu anohlenenen Hefte. 



Brnuk von ÜArl Bftmmeiriii Stmttgut, 
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Kombinatorik 

|u oder di« 

^ Lfhre ¥on den k o ml» tnatort sehen 
0}>erat[oneii, ^', 

Forts. V. Heft 118L - Seite 1454?iiH. 



^-,3-3-^^ ^, 




gelöste 

Aufgaben - Sammlung 

- nebst knhängen ungelöster Aufgaben, ßr den Sehul- & Selbatunterrlcbt — 

mit 

ingabfl m EDtflcUong der benntiten Satze, Formeln, Regeln In Fragen mi Intf orten 

erläutert durch 

viele Holzsclmltte & lltliograpli, Tafeln, 

am illen Zweigen 

der Rei?henbimst, der nJederen (AlgebT&, Planimetrie, Stare ometrie^ cheBen n. iphUHflchen 

Trigonometrie y BjnthetiBchen Geometrie etc.) u. hdhereti Matliematlk (höhere inalyiiii 

Differential* u- Integral-Eecbnang, analytische Geometrie der Ebene u. deß Eanmes etc.)j — 

ftos allen /weisen der Physik^ Mechnnih, Graphoitatik^ Chemie, 9eodä»ie, IfmitUEj 

BUithemati Oei>^aphlej Agtronomie^ des Maäehinen-, 8trAf^en-, Eiaenbahn-y Ifaseer^ 

Hriieken^ ti. Hochban'g^ der KoDstmktl^nBlehren akt daratelL €}eeinetri6t Falar- m 

FaraUel-PerBDefitlTe, lljchatteiikougtniktionen etc. etc, 

für 

Sehftler, Studierende, Kanaidatcn, Lehrer, Techniker jeder Art, Milit&rs etc* 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Stadliuii, zur Fortbülfe bei SchnJ arbeiten nnd zar rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
heranBgegehen ?on 

I9r. Adolph Kleyer^ 

flf»theizi»Hkei, vflnldetflT kOnlgl. preuji. FeldnieBettr, T«TCiid9teT grottli, haiiltcher Beomatfir I. KUsae 

in Frankfurt a. Mp 

nnter Mitwirkung der bewährtesten Kr&fte. 



Kombinatorik 



Die Lehre von den kombinatorischen Operationen. 
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Preisgekgdnt in Frankfurt a> M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem ketii ähnllelie« inr Seite Atebt, encbeiiit münaülcli In S— 4 
Heften m dem btUlgeii Preiae ton 25 ^ pro Heft imd bringt eine Sainmlnng der wichUf- 
Qten and praktischaten Aaf^aben am dem Öeaamtgeblet« der Matbematlki Pbjvlkt 
tfeebanlk, tnath. CleograpbLe, lätrononde, des Maschinen-^ Strassen- 1 Elsenbaba*! 
BrBeken- nnd Heebb&nes^ am UonstruktfTen Zeichnens etc. etc. nnd zwar in Tellitlndlf 
gelj^ster Farm, mit Tlelen Figuren, Erklärungen nebat Angrabe nnd Entwlekelnitg der 
benntxt^n Sätze, Formeln | Regeln in Fragen mit Antworten etc., ee dasB die L5inn| 
jedermann verttandlieb aein kaniij bezw* wird^ wenn eine grl^ssere Anzahl der Helle er- 
icMenen latf da dieselben sieh In ihrer Oesamtbelt erg&nzen und alsdann ancli all« 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — naeh besonderen telbflt&ndigen Kft^u 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte iat ein Anhang reo itDgellSst«ii Atif gaben beigegeben i welche det 
eigenen Lösnng (in analoger Form^ wie die beiüglichen goldsten Aufgaben) des Slndierendea 
(Iberlassen blcibeii, nnd s^ngleich TOn den Herren Lebrem fOi den Schnlnnterricht benaUt 
irerdei können, — Die L^Ssnngen hierzu werden spater in besonderen Heften fü.r die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlnsse eineB jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhalts Terieich* 
nls, Berf ehtlgniigen nnd erlintemde firklfimngen Aber das betreffende Eai^ltel zur Ansgiba 

Das WerX behandelt snnäcliBt den Hauptbestandteil des mathematisch-natarwisBeii' 
BchaftÜchen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. und II« Ord., glelob* 
berechtlgien h5heren Bürgers ehn le n , Prlratuclinleiif ^^Tmaaslen, RealgjmiiAslen ^ Pr(K 
gpmtasien , SehnUehrer^ll^eminarenj F«lytechtiikeii , Techniken, Bangewerkaehnlenj 
Cfewerbesebulen, Hatidelssehnlen, teehn. TorbereltnngSHcbalen oller Arten, gewerbllclie 
Fartbtldnngssehitlen, Akademien, ünlTersltAten , Land- and Fi>ritw!Bseiisc!iaftBSchiileii 
WIlltArschalen, Yerbereltnngg^ Anstalten aller Arten als s. E. ttkr das Ftnjftbrlg-Frel' 
fdUlge- nnd Qfflzlers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden nnd Kandidaten der mathematlBchen, techniBchen imä 
aatorwiflienschaftlichen Fieber, werden durch dieae^ Scbritt für Sehritt geI5ete, Aufgaben* 
lammlnng bnmerwfihreud an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert nnd wird ihnen hlennit der Weg mm nnfiehlbaren Anfinden der Löanngen der^ 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prllfungen zn lösen haben, zugleich aber auch 
die fiberans grosse Fruchtbarkelt der mathematischen Wisaenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer aoll mit dieser AnfgabeDBammlang eine kr&ftige Stütie für den Schal' 
anterricht geboten werden, indem anr Erleranng des praktischen Teile« der mathematfsehen 
DlisipliHen — mm AufliSsen ron Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er* 
nbrigt werden kann, hiermit aber dem Schaler bei seinen hauBlichen Arbeiten eine toü- 
it&ndige Anleitung in die Hfinde gegeben wir d, entsprechende Aufgaben lu linsen, die ge- 
bähten Regeln, FormelDi Sätze etc. aninwenden und praktisch ^n ? erwerten. Lust, Liebe 
nnd TerstSndnlB für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten! Technlkem und Fachgenossen aller Art, MUitlit 
ete. etc. soll dieae Sammlung mr Anffrlsobung der erworbenen und yielleicJit TergeaaeDen 
mathematiflchen Eenntnisie dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemfft* 
zweigen Torkummeudeu Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen oud 
flontit den Autrieb zu weiteren praküscheD Terwertnngen und weiteren Forschungen gebeiL 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegeiL Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank yon der Hedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namea 
verbreitet — WünBche, Fragen etc.| welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfsii«^} 
Dr. Elejer, Frankfurt a. M. FlscherfeldstrasBo Ifi, entgegen and iriid dei^ Srle^gtif 
tbunllGkat bflrdcksichtif t* .. .^ k { noo ^ - 

Stuttgart Die Yerlagslian^llaiig. 
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f) Ungelöste Aufgaben Ober Kombinationen mit Wiederholung. 

Aufgabe 230. Sämtliche Kom- 
plexionen von: Andeutung. Analog der Aufgabe 188. 
1) «^C*(0,l,2); 2) ''C'^iahe) 

ZU entwickeln. 

Aufgabe 231. Folgende Kombi- 
nationszahlen in einfachster Form an- Andeutung. Analog der Aufgabe 189. 
zugeben: 

1) «'C^ ; 2) «'C^ ; 3) «'C^'^+i 

Aufgabe 232. Folgende Kombi- 
nationszahlen durch Fakultäten auszu- Andeutung. Analog der Aufgabe 190. 
drücken: 

1)-Cj«; 2)-c:; 3) ^Cj^i, 



Aufgabe 233. Wie viele Kom- 
plexionen von: 

enthalten keinen Vokal? Wie viele ent- 
halten alle drei gegebenen Vokale? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 191. 



Aufgabe 234. Folgende Summen in 
Form vonKombinationszahlen anzugeben: Andeutung. Analog der Aufgabe 192. 
1) *"cJ+«'c*+«'c?H — a; 

, , 2n + l , (2n + l)(2n + 2) , , (2n + l)--3n 
2) 1 + — j— + 172 +••• + !...„ 



Aufgabe 235. Die wie vielste Kom- 
bination der Elemente: 

ahcdeuvxyz 

zur fünften Klasse heisst: 
ceuvff? 

Die Aufgabe ist zu lösen: 

1) durch Ausschliessung der niedri- 
geren, 

2) durchAusschliessungderhöheren 
Komplexionen. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 193. 



Aufgabe 236. Wie heisst die 
128217 te Komplexion der Kombinationen 

ffinfter Klasse mit Wiederholung aus den Andeutung. Sowohl nach Frage 77 als 
26 Buchstaben des Alphabets? nach Frage 78 zr ^|)erechnen. 



st an dacher, Eombinatoiik. 
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Aufgabe 237, Die wie vielste Kom- 
biüation füofter Klasse mit Wiederholung 
aus den 26 Buchstaben des Alphabets 
heisst; 

CHLOR? 



Aufgabe 238. Süber- und Kupfer- 
münzen sollen auf alle möglichen Arten 
so in vier Fächer verteilt werden, dass 
im ersten 10, im zweiten 12, im dritten 11 
und im vierten 13 Münzen von beliebiger 
Art enthalten sind. Auf wie viel Arten 
kann die Verteüang gemacht werden? 



Aufgabe 239. Weisse, schwarze, 
gelbe, blaue lind rote Kugeln sollen in 
3 Fächer so verteilt werden, dass im 
ersten S, im zweiten 4, im dritten 6 Ku- 
geln beliebiger Farbe enthalten sind. 
Wie viele Verteilungsarten sind möglich? 



Aufgabe 240, Wie viele Kom- 
plexionen von: 

enthalten 

1) das Element 5 dreimal? 

2) das Element zweimal, 4 einmal 
und 8 zweimal? 



Aufgabe 241. Die Komplexibnen 

von: 

'^'C^iabcdefght) 

seien gebildet 

Wie nele sind darunter, welche mit 
der Komplexion; 

accddd 

zweij drei, vier oder fünf gemeinsame 
Elemente haben? 



Aufgabe 242. In einer Urne be- 
finden sich 11 rote und 13 schwarze 
Nummern; wenn man auf einmal 6 Stück 
herausnimmt, auf wie viel verschiedene 
Arten hinsichtlich der Farben kann das 
geschehen und wie oft kann jede Ziehungs- 
fomi vorkommen? 



Aufgabe 243. Wie viele Steine ent- 
hält das sogenannte grosse Dominospiel, 
dessen Nummern von/^Doppel-Null bis 
Doppel-Zwölf sich er;^ ^en? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 193. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 195. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 196. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 197. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 198. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 199. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 200. 



Digitized by VjOOQIC 



Ungelöste Angaben über Kombinationen mit Wiederholung. 



147 



Aufgabe 244. Wie viele verschie- 
dene Würfe können gemacht werden 

1) mit fünf Würfeln, 

2) mit drei regulären DodekaMem, 
auf deren Flächen die Nummern 1 bis 12 
stehen? 



Andeutung. 1) Analog der Aufgabe 201. 

2) Ebenso. Ein DodekaMer ist ein Körper, 
der von zwölf gleichen regulären Fünfecken 
begrenzt ist. (Siehe Kleyer, Lehrbuch der 
Körperberechnungen.) 



Aufgabe 245, Wie viele Glieder 
hat ein vollständiges homogenes Polynom 

1) fünften Grades aus drei Grössen, 

2) nten Grades aus 2n Grössen? 



Aufgabe 246. Die Anzahl der 
Glieder eines vollständigen Polynoms 

1) vierten Grades aus vier Grössen, 

2) 2Ä;ten Grades aus k Grössen 



Andeutung. Analog der Aufgabe 202. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 203. 



Aufgabe 247, Die Zahlen bis 99 
sind in folgende vier Reihen geordnet: 
L 0, 1, 2, 3, . . 9 
IL 10, 11, 29 

III. 30, 31, 59 

IV. 60, 61, 99 

Dieselben sollen in drei Fächer so 
verteilt werden, dass das erste Fach 
von den Reihen L, ü., m., IV. eine, 
zwei, drei, vier Zahlen enthalte, das 
zweite Fach in derselben Ordnung zwei, 
vier, vier, sechs Zahlen, das dritte Fach 
drei, drei, fünf, acht Zahlen. Wie viele 
Verteilungen gibt es? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 204. 



Aufgabe 248, Alle Komplexionen 
darzustellen, die in der Bezeichnung: 

C(14, 2*; 32,42,52; 6,7,8,9X,3,, 

Mthalten sind. Wie gross ist deren 
Anzahl? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 206. 



Aufgabe 249. Die Grössen a, 6, c 
können höchstens dreimal, d, e, f, g, h, i 
höchstens zweimal wiederholt werden, 

während x und y nur einmal stehen * j x a i j v. 1. j 

können; wie viele Komplexionen gibt es, Auftlbe vorhergehenden 

wenn von den dreifachen Grössen je ^ 
eine, von den zweifachen je 4, von den 
einfachen je 6 aufzunehmen sind? 
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Aufgabe 250, Wie viele Kombi- 
nationen dritter Klasse können gebildet 
werden, wenn je w Elemente höchstens 
dreimal, oder höchstens zweimal vor- 
kommen dürfen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 208. 



Aufgabe 251. Wie viele Kombi- 
nationen vierter Klasse lassen sich bilden 

aus n Elementen, die höchstens vier- 

mal und wundem Elementen, die hoch- Aufeabe"¥5a 
stens zweimal in jede Komplexion auf- 
genommen werden dürfen? 



Andeutung. Analog der vorhergehenden 



Aufgabe 252. Wie viele Kom- 
plexionen enthält der Ausdruck: 



Andeutung. Analog der Aufgabe 210. 



Aufgabe 253. Man hat 10 weisse, 
6 rote und 6 blaue quadratische Plätt- 
chen von gleicher Grösse. Aus je 16 
derselben sollen grössere Quadrate ge- 
bildet werden. Auf wie viele Arten ist 
das möglich, wenn nur die Verschieden- 
heit der verwendeten Farben, nicht ihre 
Anordnung in Betradit kommt? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 211. 



Aufgabe 254. Eine Gesellschaft 
besteht aus 4 Vorstandsmitgliedern, 10 
ordentlichen und 15 ausserordentlichen 
Mitgliedern. Es soll eine Kommission 
von 7 Personen gewählt werden, welcher 

höchstens 2 Vorstandsndtglieder und Andeutung. Man hat drei Arten von Mit- 
3 ausserordentliche angehören soUen, in ffliedera von denen die ordentüchen hoch- 

der aber jede MitgUederklasse vertreten L^'^LSS itSpÄrEA 

. »^ k j* ' •! i.»ji der Kommission vertreten sem können. Das 

sem muss. Auf wie viel verschiedene ^^j^ere nach Aufgabe 210. Für die letzte 
Arten kann die Zusammensetzung dieser Frage vergl. Aufgabe 200. 
Kommission geschehen und wie oft könnte 
jede dieser Zusammensetzungen aus 
der gegebenen Mitgliederzahl hergestellt 
werden? 



Aufgabe 255. Alle Komplexionen 
zu entwickeln, die in dem Ausdrucke: 

C(l,2,3,4; 52,62; 73, 83 ; 9^) 3, „ ,, 3 

enthalten sind. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 212. 



Aufgabe 256. Wie viele 
plexionen enthält der Ausdruck: 

« . ^2 



Kom- 



Dieselben vollständig anzugeben, wenn 
= 3, ^2 = 5 ist. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 213. 
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Aufgabe 257. Die Anzahl der Eom- 
plexionen anzugeben, die in dem Aus- 
drucke: 



enthalten sind. 



«3 ^8 . 






Andeutung. Analog der Aufgabe 214. 



Aufgabe 258. Zur Erhebung einer 
ausserordentlichen Umlage, die eine 
Eeihe von Jahren dauern wird, werden 
die Mitglieder einer Gemeinde je nach 
ihrem Besitzstande in fünf Klassen ein- 
geteilt? Die Umlage soll jährlich nur 
von 12 Mitgliedern der Gemeinde er- 
hoben werden, unter denen aus der ersten 
(untersten) und zweiten Klasse min- 
destens eines, aus der dritten und vierten 
Klasse mindestens zwei und aus der 
höchsten Klasse mindestens drei sich be- 
finden sollen. Die Verteilung soll jedes 
Jahr auf andere Art bewerkstelligt und 
die zur Zahlung heranzuziehenden Mit- 
glieder der einzelnen Klassen sollen 
jedesmal durch das Los bestimmt werden. 
Wie viele verschiedene Verteilungen sind 
möglich? 



Andeutung. 
Man bezeichne 
durch a^ , aj • • 



Analog der Aufgabe 215. 
die verschiedenen Klassen 



Aufgabe 259. Die Anzahl der Kom- 
binationen sechster Klasse aus den Ele- 
menten: 

1,2,3,4,5,6,7,8,9 

zu finden^ in denen eines oder mehrere 
derselben 

1) mindestens dreimal, 

2) mindestens viermal 
vorkommen. 



Aufgabe 260. Aus einem Spiel von 
36 Karten werden 7 gegeben; auf wie 
viele Arten können dieselben hinsichtlich 
der Farben zusammengesetzt sein, wenn 
mindestens 3 Karten von einer Farbe 
sein sollen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 216. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 217. 



Aufgabe 261. Wie oft können in 
dem vorhergehenden Falle mindestens 
3 Karten von gleichem Range dabei 
sein? 



Andeutung. 
Aufgabe. 



Analog der vorhergehenden 
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Aufgabe 262. Wie viele Kombi- 
nationen sechster Klasse aus den Ele- 
menten : 

ahcdefgh 

sind möglich, in denen irgend eines 
höchstens dreimal vorkommt? 



Andentnng. Analog der Aufgabe 218. 



Aufgabe 263. Auf wie viel Arten 
können aus einer Karte von 32 Blättern 
8 gezogen werden, dass höchstens 3 
Karten von einer Farbe darunter sind? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 219. 



Aufgabe 264. Aus zehn Sorten 
Obst sollen Körbchen von je 15 Stück 
so zusammengestellt werden, dass in 
jedem mindestens zwei und höchstens 
vier Stück von einer Sorte sind. Wie 
viele Zusammenstellungen sind möglich? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 221. 



Aufgabe 265. Aus einem Spiele 
von 36 Karten sollen 11 so verteilt 
werden, dass mindestens je zwei von 
gleicher Farbe darunter sind. Auf wie 
viele Arten ist das möglich? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 222. 



Aufgabe 266. Wenn aus 36 Karten 
13 so verteilt werden sollen, dass von 

jedem Eang mindestens eine dabei ist, Andeutung. Analog der vorhergehenden 
auf wie viele Arten kann das sein? Aufgabe. 



Aufgabe 267. Wie viele Kombi- 
nationen in allen möglichen Klassen 
geben die Elemente: 

a6 6*c8(?2? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 223. 



Aufgabe 268. Wie viele Kombi- 
nationen ohne Wiederholung geben die 
Elemente : 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

in allen möglichen Klassen zusammen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 224. 



Aufgabe 269. Wie viele Teiler hat 
die Zahl: 

363825? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 225. 



Aufgabe 270. Wie viele reelle 
Teiler besitzt das Produkt? Andeutung. Man zerlege zuerst a» — ^« 

o8d*(a8— 58)? so weit als möglich in Faktoren. 
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g) Kombinationen zu bestimmten Summen. 



Frage 93. Was versteht man unter 
Kombinationen zu bestimmten 
Summen und welche Arten derselben 
gibt es? 



Antwort. Verbindet man gegebene Ele- 
mente derart, dass die Summe ihrer In- 
dices stets die gleiche Zahl gibt, 
so nennt man diese Verbindungen die Kom- 
binationen der Elemente zu einer bestimmten 
Summe. 

Diese Kombinationen können zu belie- 
bigen Klassen gebildet werden und zwar 
mit oder ohne Wiederholung oder auch 
mit beschränkter Wiederholung. In 
den beiden letzten Fällen ist die Klassenzahl 
natürlich wieder durch die Anzahl der vor- 
handenen Elemente begrenzt. 



Frage 93 a. Wie wird die Aufgabe 
des Kombinierens zu einer bestimmten 
Summe bezeichnet? 



Antwort. Sollen die Elemente 



«1 «9 «a 



zur Arten Klasse mit der Summe s kom- 
biniert werden, so bezeichnet man diese Auf- 
gabe darch 

C* (a^, a^' .aj oder «'C* (a^, a^- -aj 

S 8 

je nachdem Wiederholungen ausgeschlossen 
oder unbeschränkt zugelassen werden. Sind 
die Wiederholungen beschränkt, so setzt 
man wieder die Anzahl der erlaubten als 
Exponent den einzelnen Elementen bei, z. B.: 



C*«a^..<) 



Frage 93b. Wie viele Elemente 
müssen gegeben seiU; um alle denkbaren 
Kombinationen mit Wiederholung 
zu einer bestimmten Summe und 
Klasse bilden zu können? 



Erkl. 151. Wir behandehi im gegenwärtigen 
Abschnitte die Kombinationen mit Wiederholung 
vor denen ohne Wiederholung, weil sich die 
^ letztere geltenden Sätze leichter aus den- 
jenigen ableiten lassen, die man für erstere 
finden wird, als umgekehrt. 



Antwort. Sollen alle denkbaren Kom- 
binationen mit Wiederholung in der Ä:ten 
Klasse zur Summe s = n gebildet werden, 
so müssen die Zeiger der Elemente die 
Zahlen: 

l;2,3,...n — Ä: + l 
sein. Die erste hieher gehörige Komplexion 
enthält nämlich {k — 1) mal das niedrigste 
Element 1, während das zur Ergänzung der 
Klasse noch fehlende Element den Zeiger 
n — k-j-l haben muss; dann ist nämlich: 

(ÄJ — l) + (n — ÄJ + l) = n 
Die Elementenreihe heisst dann eine voll- 
ständige, indem kein Element ausgeschlossen 
ist, das zur Erzeugung der verlangten Sunmie 
verwendbar ist. 

Es können jedoch auch Elemente am An- 
fange oder am Ende der Reihe oder auch 
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gewisse gesetzmässig angeordnete Zwischen- 
elemente fehlen. Die Anzahl der möglichen 
Kombinationen ist in diesen Fällen natürlich 
geringer. 

Im folgenden soll die gegebene Elementen- 
reihe stets als vollständig vorausgesetzt 
werden, wenn nicht ausdrücklich anders be- 
stimmt ist. 



Frage 94. Wie werden die voll- 
ständigen Kombinationen mit Wieder- 
holung in einer gegebenen Klasse zu 
einer bestimmten Summe gebildet? 



Erkl. 152. Nach der nebenstehenden Er- 
klärung finden sich in der vierten Klasse zur 
Summe 10 folgende Komplexionen: 




1117 






1126 






1135 






1144 






1225 






1234 






1333 






2224 






2233 




In der fünften Klasse zur 


Summe 12: 




11118 


12225 




11127 


12234 




11136 


12333 




11144 


22224 




11226 


22233 




11235 






11244 






11334 





Antwort Wie bereits in Antwort zu 
Frage 93 gesagt wurde, besteht die erste 
Komplexion aus dem Elemente 1 — dieses 
{k — l)mal wiederholt — ' und dem Elemente 
n — A; + l, lautet also: 

111 ...l(n — Ä: + l) 
Die folgenden Komplexionen werden hieraus 
gebildet, indem man zunächst alle Elemente 
von Anfang bis zum vorletzten unverändert 
lässt, dieses selbst aber jedesmal um eine 
Einheit erhöht und das letzte um 
eine Einheit erniedrigt, wodurch die 
Summe stets die gleiche bleibt. Dieses 
Verfahren setzt man so lange fort, bis die 
beiden letzten Elemente gleich geworden 
sind oder das letzte nur noch um 1 grösser 
ist als das vorletzte. Nun erhöht man das 
drittletzte Element um 1, besetzt auch 
die vorletzte Stelle mit diesem erhöhten 
Elemente und die letzte mit dem znr 
Summe n nötigen Ergänzungselemente; es 
entsteht zunächst die Komplexion: 

111 ...22(n — Ä: — 1) 
Mit den beiden letzten Elementen werden 
nun die nämlichen Veränderungen wie vorher 
durchgemacht, hierauf das drittletzte aber- 
mals um 1 erhöht u. s. w., bis alle Ele- 
mente gleich geworden sind, oder 
sich nur um eine Einheit unter- 
scheiden. 



Frage 95, Welche Beziehung be- 
steht zwischen der Anzahl der Kom- 
binationen zu einer bestinunten Summe 
in zwei auf einander folgenden Klassen? 



Erkl. 153« Die beiden in der Antwort zu 
Frage 95 unterschiedenen Gruppen sind z. B. 
für: «, 4 

C 

8= 11 



Antwort. Die Anzahl der Kombinationen 
zur Summe n in der Arten Klasse ist gleich 
der Summe der Kombinationszahlen 
zur Summe n — 1 in der (Je — l)ten Klasse 
und zur Sunmie n — km der A?ten Klasse, 

d.h.: V = V-'+ V 

« = « a = n — 1 « = « — k 

Beweis. Die Kombinationen znr Summe n 
in der Arten Klasse lassen sich in zwei Gruppen 
teilen, nämlich in: 
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folgende : 



Oiuppe 

l)egui]ie 

plea 


der mit 1 
nden Eom- 
donen: 

118 


Gmppe der mit höheren 

Elementen beginnenden 

Komplezionen: 

2225 




127 


2234 




136 


2333 




145 






226 






235 






244 






334 


• 



Sondert man das erste Element 1 durch den 
vertikalen Strich ab, so sind die rechts vom 
Striche stehenden Komplexionen die vollständi- 
gen Kombinationen der dritten Klasse zur 
Smnme 10, ihre Anzahl demnach: 

5= 10 

Nimmt man in der zweiten Gruppe von 
jedem Elemente eine Einheit weg, so entstehen 
die Komplexionen: 

• 1114 
1123 
1222 
d.h. sämtliche Kombinationen der vierten 
Klasse zur Summe 7, deren Anzahl durch: 





"c* 








8—1 






bezeichnet wird. 








Es ist folglich: 








#=11 


»=10 


+ 


8=7 



1) Eomplexionen, die mit dem Elemente 1 
beginnen, 

2) Eomplexionen, die mit einem höheren 
Elemente anfangen. 

Sondert man von jeder Komplexion der 
ersten Gruppe das erste Element 1 ab, so 
bleiben offenbar die Kombinationen in der 
{k — l)ten Klasse zur Summe n — 1 übrig. 

Wird femer in allen Kombinationen der 
zweiten Gruppe jedes Element um eine Ein- 
heit erniedrigt, so entstehen daraus die Kom- 
binationen der ebensovielsten {k)teik Klasse 
aber nur zur Summe n — k; die Anzahl 
der Komplexionen bleibt unverändert und 

zwar ist ^ ebensogross als die Anzahl 

a = n — k 

der Komplexionen in der zweiten Gruppe. 
Denn erstens sind alle durch Wegnehmen 
der Einheiten entstandenen Komplexionen 
unter sich verschieden, weil diejenigen der 
zweiten Gruppe auch verschieden waren; 
zweitens kann unter den neu entstandenen 
Komplexionen zur Summe n — k keine fehlen: 
denn jede etwa fehlende würde durch Hinzu- 
fügen einer Einheit zu jeder Stelle auch 
in eine Komplexion zur Summe n übergehen, 
welche unter denen der zweiten Gruppe 
nicht enthalten wäre, was der Voraus- 
setzung widerspricht, indem die ursprüng- 
lich aufgestellte Reihe der Kombinationen 
vollständig sein soll 

Damit ist die Behauptung erwiesen. 



der Behauptung entsprechend. 



Frage 96. Welche rekurrierende 
Formel lässt sich aufstellen, um die 
Kombinationszahl zur Summe n in irgend 
einer Klasse aus den Kombinationsz^Jilen 
zu niedrigeren Summen in der vor- 
hergehenden Klasse zu finden? 

Erkl« 154. An sich ist klar, dass: 



sem muss, denn in der ersten Klasse kann nur 
das einzige Element n selbst die Summe n 



Antwort. Wendet man den in vorher- 
gehender Frage gefundenen Satz wiederholt 
zur Zerlegung des zweiten Gliedes auf der 
rechten Seile der Behauptung an, so erhält 
man der Reihe nach: 



v = 


v-*+ V 


s = n 


8 = H — 1 8 = n — k 


-c' = 


V-' + V 


« = H— fc 


« = H — fc — 1 « = n — 2fc 


a = H — 2k 


s = n — 2k—l 8 = H — Zk 



woraus durch Addition unter Weglassung 
der beiderseits gleichen Glieder die rekur- 
rierende Formel: 



1 



W k %0 k M. wv n, i H/» M. 

c = c + c + c + 

z= n 8 = n — 1 «=:« — k — 1 » = n — 2 k — 1 



V 



V-' 



« = n — 8*— 1 



+ • 
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Erkl.155. Durch die hier abgeleitete rekur- entsteht, welche abbricht, wenn s negati? 
rierende Formel erhält man z. B. folgende Zer- oder Null würde, 
legung: 



«=18 «=12 s = 8 « = 4 « = 

Der letzte Summand ist selbst Null. Femer 
wird: 

V=V+V + V+V n.8.w. 

«=12 «=11 « = 8 « = 5 «=2 

Diese Berechnungsart ist übrigens sehr 
umständlich. 



Frage 97. Wie gross ist die Anzahl 
der Kombinationen zur Summe n in allen 
Klassen von der ersten bis zur iten 
zusammengenommen ? 

Erkl« 156. Zur Verdeutlichung des Be- 
weises werden im folgenden als Beispiel die 
Kombinationen vierter Klasse zur Summe 8 
mit Inbegriff des Zeigers aufgestellt. Die- 
selben sind: 

00008 01115 

00017 01124 

00026 01133 

00035 01223 

00044 02222 

00116 11114 

00125 11123 

00134 11222 

00224 

00233 
Durch Erhöhung jedes Zeigers um eine 
Einheit entstehen die Kombinationen vierter 
Klasse zur Summe 13 aus den Zeigern 1, 2, 3 • • • , 
nämlich : 



11119 
11128 
11137 
11146 
11155 



11227 
11236 
11245 
11335 
11344 



12226 
12235 
12244 
12334 
13333 



22225 
22234 
22333 



Unterdrückt man aber die Zeiger 0, so 
können die obigen Kombinationen zur Summe 8 
in folgende Gruppen geteilt werden: 



8 


= C (1,2,. 


••) 116 




« = 8 


125 




17 




134 


= V(l,2, 


26 
35 


•w 2 

= C (1,2,. 

» = 8 


..) 224 
233 


«=8 


44. 








1115 








1124 




1111^ 


h u, 5 


1133 


= V(1,2,. 


••) 1112i 


4= V(l,2 


1223 


« = 8 


11221 


J - = » 


2222 









Antwort. Die Anzahl der Kombi- 
nationen zur Summe n in allen Klassen 
von der ersten bis zur Ä?ten Klasse ist gleich 
der Anzahl der Kombinationen zur Summe 
n-]-k in der Ä:ten Klasse. 

Beweis. Nimmt man zu den bisher kom- 
binierten Elementen: 

fl^i «2 ötg • • • 
noch ein Anfangselement Gq hinzu und büdet 
nach Frage 94: 

w k 

C (ao,ai, aa-..); 

8 = n 

erhöht sodann in jeder Komplexion jeden 
Zeiger um eine Einheit, so verschwindet der 
Zeiger wieder und man erhält die Kom- 
binationen der Elemente: 



zur Summe n-^-k vollständig. Demnach ist: 
)= V (a„a,...) (•) 



u> Jk , 

C (ao,ai,a< 



Wh 

C (ai, ag 



Werden aber in den oben entwickelt ge- 
dachten Kombinationen der Zeiger 0, 1, 2 • • • 
aUe Zeiger wieder unterdrückt, so ändert 
sich die Summe nirgends, die Kom- 
plexionen lassen sich aber nun in folgende 
Gruppen abteilen: 

1) Die erste Komplexion: 
000... On 
welche k — 1 mal den Zeiger enthielt, ver- 
wandelt sich in: 

dieselbe kommt nur einmal vor, gibt also 
für sich eine Gruppe: 



2) Die Komplexionen, welche (^~2)mal 
den Zeiger enthielten, verwandeln sich in 
solche der zweiten Klasse mit den Zeigern 
1, 2, 3 • • • ; ihre Anzahl ist demnach: 
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«=13 » = 8 #=8 »=8 « = 8 



Demnach ist: 3) Die Komplexionen, welche {k — 3) mal 

«»'^5 _ 1 j_ ^r^ j^ V* _L "'rr* ^ ^n^ ^^^ Zeiger enthielten, verwandeln sich in 

solche der dritten Klasse mit den Zeigern 
1, 2, 3 • • • ; ihre Anzahl ist: 

Mit Hinsicht auf obige Gleichung (*) er- 
hält man somit: 

C =1+ c + c +...+ c 

alle Kombinationen aus den Zeigern 1, 2, 3 • • • 
gebildet. 



Frage 98. Wie lässt sich die Anzahl 
der Kombinationen zur Summe n in einer 

bestimmten Blasse durch eine indepen- Antwort. Eine independente Formel für 

dente Formel ausdrücken? die Anzahl der Kombinationen zur Summe n 

in einer bestimmten Klasse findet man auf 

Erkl.157. Man erhält z.B. für eine gerade folgende Art: 

Summe: Die rekurrierende Formel in Antwort zu 

»^2 __ 1 i Q^ X Q^ i Q^ Frage 96 gibt für die erste Klasse: 

*=12 «=11 «=9 8 — 1 « = 5 Q^ ^ 

\ C^ \ C^ =6 *~** 

« = 3"^« = i für die zweite Klasse: 

Die verschiedenen Werte von s sind alle w 2 __ i ^1 _, 1 ^^ 

ungeraden Zahlen von n— 1 bis 1, deren Anzahl ^ "" _^ , "• _ « "• _ ^ ' 

Für eine ungerade Summe hingegen Ist nun n eine gerade Zahl, so wird 
z. B.: diese Reihe abbrechen bei: 

w 2 1 1 1 1 C^ C^ 

C^C^C^C^J^C^ . = H-l(H-i) = « = i 

»=13 #=12 »=10 « = 8 »=6 

\ C^ \ Q^ __ ß und die Anzahl der Glieder ist y, also: 

, = 4 « = 2"" 2 n 

Hier sind die Werte von s lauter gerade ^ = -^ 

,j 2 » = » Ä 

Zahlen von n — 1 bis 2, deren Anzahl — ^ — ist (wenn n gerade). 

Ist n aber ungerade, so bricht die 

£rkL 158. Unter einem in eckige Klammem Eeihe ab bei : 

gesetzten Bruche soll im folgenden diegrösste Ci C^ 

ganze Zahl verstanden werden, die in dem « = «—(»1 — 2) « = 2 

eingeklammerten Bruche enthalten ist. Es be- , ,. . vi .. />iv j . . w — 1 

deutet also- ^^^ ^® Anzahl ihrer Glieder ist — ^ — , 

rifiT riöT folglich: 

PI r31_1 [—1. \—\ ra*^'^*"* (wenn n ungerade)". 

l5j'L5j'L5j'L5j'L5j U.8.W. g^.^^ J.^^^ ^gj^gjj znsammengefasst 
Erkl. 169. Setzt man in dem Bruche: werden in der Scln-eib weise: 

r „-(3„. + l)-j «C*^ = [|.] (S. Erkl. 132). 

statt m der Reilie nach die Zahlen 0, 1, 2, 3, • • • Femer gibt die rekurrierende Formel 
80 entstehen daraus die Glieder der Beihe: (Frage 96): 

[^]' [V]. im ]r^- .'£>.:f-,+.:?'-.+..r-,+ ■■ 
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Erster er Bruch stellt also das allgemeine oder unter Anwendung des für die zweite 
Gesetz vor, nach welchem die einzelnen Glieder Klasse gefundenen Wertes: 
sich bilden und heisst deshalb das allgemeine ^« ^ tt r ,^ r _t 

Glied der Reihe. Das Schlussglied der Reihe C = ^""^ + ^Hi -j- ü^ll L| 

geht aus dem allgemeinen Gliede hervor, wenn « = « L^J L^J L^J 
man in diesem: ^ ^ ^ welche Reihe abbricht, wenn der Zähler 

eines Bruches < 2 wird. Ein beliebiges 
(w-[-l)tes Glied dieser Reihe lautet: 
setzt; denn der Zähler wird für grössere Werte r^i — (Sm -|- 1) 1 
von m kleiner als 2. s (S. Erkl. 133). 



=m 



Erkl. 160. Die symbolische Bezeichnung: jj?^ ^,« ^u^ime der Reihe stellt man am 

^ kürzesten durch folgende symbolische Be- 



n—l 



3 — Zeichnung dar 

"^ fn — (3m + l)"| f-n 

^ L 2 J '"=[— J 



m = 

wird gelesen: 

n — 1 
„Summe von m = bis — ;; — aus 



r n-.(3m + l)1 " 



r£ = 2 [^^-±-^] (S.Erkl. 156) 

m = 

Die rekurrierende Formel (Frage 96) gibt 
nun weiter: 

"C' = "C' + V + "c' ±... 

und bedeutet, dass man in diesem Bruche fürm « = n « = n — i a = n — s » = n — 9 

nach und nach alle ganzen Zahlen von bis dj^ Werte von s haben in dieser Reihe 

^T" einsetzen und die jedesmal erhaltenen die allgemeine Form: 

Werte sämtlich addieren soll. Diese beiden , « = w — (4wi -f- 1) 

äussersten Werte heissen die Grenzen der und die Reihe bricht ab, wenn: 

Summe und zwar ist in obiger Formel m = __r'*"~^l 

die untere, m = 1 — - — 1 die obere Grenze. * L ^ J 

"- J Man kann sie demnach symbolisch da^- 

Erkl.161. Der Sinn des doppelten Summen- stellen durch: 

Zeichens ist folgender: '"^~L~~i~J 

Man setze zunächst in dem eingeklammerten w^a _ -^ / «'^s \ 

Ausdruck nach und nach: — >• l y l 

3 J oder indem man den oben für die dritte 

und hierauf in jedem der hiedurch erhaltenen Klasse gefundenen Ausdruck einsetzt, wobei 

Brüche die Werte: hier statt n zu setzen ist n — (4mi + l), 

n 1 o r^~ll so wird: 

und addiere sämtliche Resultate. Brüche, deren ^ ^ ^-^* -• ^.^^ -^ 

Zähler < 2 ausfallen, werden natürlich sofort C = ^S ^S 

weggelassen. Ob man zuerst für m und dann » = » m'^o »^o 

für w, oder umgekehrt die Werte einsetzt * p ,. _,^v /qj_i\t 



Fn — (4m,- 



(d. h. die erste oder zweite Summe zuerst be- 
rechnet), ist vollständig gleichgültig. L 2 

Analog erklären sich die folgenden mehr- (Siehe Erkl. 157). 

fachen Summenzeichen. ^^^ ^^^^^^^ ^^.^^ ^^^^^^ g.^j^ ^^ f^ 

Erkl. 162. Die Berechnung der einzehien ^® ^^® Klasse: 

Summanden in nebenstehendem Beispiele ist ^ __ r »*— n ^ _ r »*— n ^ _ r »*-n 

folgende: ^ LöJ^ L^J LsJ 

1) m = 0, 1, 2, 3, 4; Summanden: '^C^ = ^ 2 2 

2' 2'[^^^— ] + P'""r""'] r n-(5i:.+i)-(:i.+ir-r(L4-i) i 

mo = Omi=:0 1- -■ 



m^ = m, : 



4- r^Il£^2Zl'*!^l 4_ p-5w2— 4mn Die Formel ist leicht analog auf beliebige 
"^[ 2 JL 2 J Klassen auszudehnen, obwohl ihre Schreib- 
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m, = 0, 1, 2, 3 : 



»4 = 2 



+ 



W2 = 



+ 
+ 



8 — Swa 



2 

4 — Sm, 



2 



+[^^]+ 



6 — Sm, 



3~6ma 



2 
2— Sm, 



weise und Berechnung immer umständlicher 
wird. 

Als Beispiel mag die Berechnung von: 



dienen. Hier ist: 
n = 15, 



3) m, = 0, 1, 2: 

Tj' m^ m' 



folglich: 



«=15 

n— 1 

3 " 

"n-1 



= 4, 



-.[V]- 



.2j' LaJ' 








mj=0 


mi: 


= 


m = 


:0 














■15-(5m,+l)-(4m, + l)-(3m+l)l 


= 


m+ 


"7" 
2 


+ 


2 

2 


2 

+ 


"8' 
2 


+ 


"3' 
2 


+ 


"4" 
2 


+ 


[11+ 


"4" 
2 


+ 


"5' 
2 


+ 


"6" 
2 


+ 


'2' 
2 


+ 


■3- 
2 


= 


5 + 3 + 


1- 


-4- 


1-1+2 + 


4+2 + 2+3 



+ 1 + 1 = 30 



Frage 99. Wie kann die Anzahl 
der Kombinationen zur Summe n in 
allen Klassen (von der ersten bis 
zur fcten) durch eine independente 
Formel ausgedrückt werden? 

Erkl. 168. Will man die Anzahl aller 
überhaupt möglichen Kombinationen 
zur Summe n erhalten, so müssen alle Klassen 
von der ersten bis zur nten einschliesslich 
addiert werden; diese Anzahl ist dann gleich: 

« = 2m 

also auch: 

r2#»— n r2H— n 



Antwort. Die Antwort auf Frage 97 
ergab, dass: 

Für letztere Kombinationszahl hat man 
aber jetzt den independenten Ausdruck: 



c' 4.V+V + . 

8 = n 8 = n 8 = n 



rn-hA;-(3m+l)-(4m, + l)' 



m = 
. -(ÄJWfc — S+l)1 



m^_3 = m = 

pn -(3m^ + l)-(4ma-hl) (nntn-s+l) ] 



Dieser Ausdruck mit dem {k — 2)-fachen 
Summenzeichen ist demnach auch die Anzahl 
aller Kombinationen zur Summe n von der 
ersten bis A;ten Klasse einschliesslich. 



Frage 100. Wie werden die Kom- 
binationen zu einer bestimmten Summe 
bei ausgeschlossenen Anfangs- 
elementen gebildet und wie gross ist 

derenAnzahl in einer bestimmten Klasse? Antwort. Kombinationen zu einer be- 
stimmten Summe bei ausgeschlossenen An- 

Erkl. 164. Es kann die Büdung der Kom- fangselementen sind solche, in welche gewisse 
binationen zu einer bestimmten Summe auch am Anfange der Elementenreihe stehende 
derart gefordert werden, dass gewisse höhere Zeiger, z. B. von 1 bis m nicht aufgenomnaen 
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Zeiger (z. B. von tn + l bh aufwärts) nicht 
mehr vorkommen dürfen (Kombinationen 
mit ausgeschlossenen Schlusselemen- 
ten). Die AnfSstellung dieser Komplexionen 
geschieht wie im früheren Falle. Die Berech- 
nung der Anzahl ist umständlich und wird durch 
Ausschliessung derjenigen Komplexionen aus- 
geftlhrt, welche höhere Zeiger als die erlaubten 
enthalten. Wegen des seltenen Vorkommens 
dieser Art Kombinationen soll dies nur an einem 
Beispiele gezei^ werden. 

Es seien die Kombinationen mit Wieder- 
holung zur Summe 15 in der fünften Klasse zu 
bilden, mit Aussdiluss der Zeiger, die höher 
als 4 sind. Die vollständige Elementenreihe 
würde 11 Zeiger umfassen (s. Frage 93); es 
müssen also ausgeschlossen werden: 

Die Komplexionen, die den Zeiger 11 ent- 
halten, in welchem also die 4 andern Zeiger 
die Summe 4 geben müssen, d. h.: 

w 4 

C =1 

» = 4 

Komplexionen, die den Zeiger 10 enthalten, 
deren 4 andre Zeiger die Summe 5 geben, d. h.: 

"C* = 1 

s = 5 

Komplexionen mit den Zeigern 9, 8, 7, 6, 5, 
deren 4 andre Zeiger bezw. die Summen 

6, 7, 8, 9, 10 
geben, d. h.: 

•'C*=2; V=3; V=5; V=6; 

« = 6 » = 7 8 = 8 « = 9 

Hiemit hat man diejenigen Komplexionen 
doppelt ausgeschlossen, welche zwei verschie- 
dene höhere Zeiger enthalten und zwar die 
Paare : 

56, 57 

Höhere Paare als solche, welche die Summe 
12 geben, sind unmöglich, denn nach Wegnahme 
des Paares bleibt eine Komplexion dritter Klasse, 
deren Summe mindestens drei sein muss. 

Komplexionen mit dem Paare 56 gibt es also : 

M' 8 

0=1 

«= 4 

ebenso eine für das Paar 57. 
Ausgeschlossen werden also: 
l-|_l + 2 + 3 + 5 + 6H-9~2 = 25 
Komplexionen, und da nach der in Frage 97 
gemachten Berechnung die Komplexionen der 
vollständigen Eeihe 

30 
sind, so verbleiben noch: 

30 — 25 = 5 



werden sollen, so dass die Beihe der zu 
kombinierenden Zeiger ist: 

m + 1» m + 2, m-|-3,«" 
Die Bildung der Kombinationen geschieht 
ebenso wie in Frage 94, nur sind statt der 
dortigen Zeiger: 

1, 2, 3,... 
hier die Zeiger: 

w-f-1» »^ + 2, m-f-3,-«» 
zu setzen. In der Arten Klasse wird bei 
diesen letzteren Elementen die Summe um 
km höher als bei ersteren. Wenn also letz- 
tere zur Summe n kombiniert werden (in 
irgend einer kten Klasse), so erhält man 
ebenso viele Eomplexionen, als wenn erstere 
in derselben Klasse zur Summe n — km kom- 
biniert werden, d. h. es ist: 



w^h 



= C (a, a^ 

8 = n — km 



•) 



Die Berechnung der Anzahl der Eom- 
plexionen ist hiemit auf den vorhergehenden 
Fall der vollständigen Elementenreihe 
zurückgeführt. 



C =9 

»=10 



Frage 100 a. Wie entstehen Kom- 
binationen zu bestimmten Summen mit 
ausgeschlossenen Zwischenele- 
menten, und wie wird ihre Anzahl 
auf die der vollständigen Elementenreihe 
zurückgeführt? 



Antwort. Kombinationen zu bestimmter 
Summe mit ausgeschlossenen Zwischenele- 
menten entstehen, wenn bei der Bildung der 
Komplexionen gewisse in gesetzmässigem Ab- 
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Stande von einander befindliche Zeiger aus- 
gelassen werden. Wir betrachten hier eine 
Zeigerreihe, deren Elemente den konstanten 
Unterschied d haben und deren erstes Element 
a^ sei (die also auch ausgeschlossene An- 
fangselemente hat). Bildet man die kte 
Klasse, so ist die Summe nicht willkürlich, 
sondern von den verfügbaren Zeigern ab- 
hängig. Wenn aber das letzte Element^ 
welches verwendet werden kann, den Zeiger 
in-{-rd hat, so heisst die erste Komplexion: 

mmm • • • m(m-{- rd) 
und hat als Zeigersumme offenbar: 
km-^rd 

Vermindert man jedes Elemenit um (w — 1) 
Einheiten und ausserdem noch das letzte um 
r{d — 1), so erhält man die Kombinationen 
znr Summe: 

jcfn-{-rd — k(m — l) — r(d—l) = k + r 
aus der vollständigen Reihe von ebenso 
vielen (nämlich r-j-l) Elementen. 

Es ist demnach: 

V (m,m + d,...,m + r(i)= V (1, 2, . . . (r+ 1) 



Frage 101. Wie werden die Kom- 
binationen ohne Wiederholung zu 
einer bestimmten Summe in einer 
gegebenen Klasse gebildet? 

Erkl. 165. Die in der Antwort zu Frage 101 
erwähnten Kombinationen zur Summe 15 sind 
vollständig: 

1239 

1248 

1257 

1347 

1356 

2346 



Antwort. Die Bildung der Kombinationen 
ohne Wiederholung zu einer bestimmten 
Summe geschieht in ähnlicher Weise wie in 
Frage 94 für die Kombinationen mit Wieder- 
holung gezeigt wurde. Soll die Hq Klasse 
gebildet werden, so besteht die erste Kom- 
plexion aus den niedrigsten k — 1 Elementen 
in natürlicher Ordnung, dem als letztes Ele- 
ment dasjenige beizusetzen ist, welches die 
Summe der vorhergehejaden , zur verlangten 
Zahl ergänzt. 

Soll z. B. die vierte Klasse zur Summe 15 
gebildet werden, so ist die erste Komplexion: 
1239 

Die Ableitung der übrigen Komplexionen 
durch Erhöhung des vorletzten und Er- 
niedrigung des letzten Elementes u. s. w., 
geschieht wie in Frage 94 (nur daäs keine 
gleichen Elemente vorkommen dürfen) und 
wird am einfachsten aus nebenstehendem 
Beispiele ersichtlich (Erkl. 165). 



Frage 102. Welche Beziehung be- 
steht zwischen der Anzahl der Kom- 
binationen ohne Wiederholung zu 
einer bestimmten Summe und Klasse, und 
der Anzahl der entsprechenden Kombi- 
nationen mit Wiederholung? 



i 



Antwort. Die Kombinationen mit Wieder- 
holung können dadurch in solche ohne Wieder- 
holung übergeführt werden, dass man in jeder 
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Erkl. 166. Die Summe einer „arithmetischen Komplexion derselben das Element der zwd- 

Progression" von » Gliedern, deren erstes Glied a ten Stelle um 1, das der dritten Stelle um 2 

und deren letztes z heisst, ist: ^ g^ ^^ erhöht, das Element der k\m Stelle 

nja-^-z) also um k--\. Die Anzahl der Kom- 

2 plexionen ändert sich dabei nicht, aber die 

(Siehe Kleyer, Lehrbuch der arithmetischen Zeigersumme einer jeden vergrössert sich um: 

und geometrischen Progressionen.) 



Erkl. 167. Es ist also: 

c = c 

« = 20 » = 14 

und nach Frage 98: 

mi = 8 m = 4 _ 

'^ 12 -—im^--- 3m 



+(.-!, = i<|^ 



.X=2. 2[- 



] 



1+2+3+ 

(siehe Erkl. 166.) 
Daraus folgt die Beziehung: 

^ , fe(Jtr-1) = ^ 
a = 'n-\ « = f 



mj = i» = 

Für m, = 0, 1, 2, 3 erhält man: 



und umgekehrt: 

Je 



c"^ = -^r 



fe(»-i) 



m=0 



Demnach kann auch die Anzahl der Kom- 
binationen ohne Wiederholung zur Smnme» 



Hieraus für m = 0, 1,2,3,4 unter einander in der ^ten Klasse durch die independente 
stehend: Formel in Frage 98 angegeben werden, wenn 

in letzterer statt der Summe n die Summe: 
kik — l) 



j]=^ m- 









Folglich ist auch: 

C* =6 + 4 + 3 + 1 + 4 + 2 + 1 + 2: 

» = 20 





ri2] 




[8] 




2 


= 6, 


2 




[■9] 




r5] 


+ 


"2" 


= 4, 


T 




r 6 1 




r^i 


+ 


.~2". 
[8 "1 


= 3, 


T 


+ 


"2" 


= 1 


~~ 



gesetzt wird (siehe Erkl. 167). 



Frage 103. Welche Beziehung be- 
steht zwischen der Anzahl der Kom- 
binationen ohne Wiederholung zu 
einer bestimmten Summe in zwei 
auf einander folgenden Klassen? 



Erkl* 168* Zur besseren Uebersicht des 
Beweises seien die Kombinationen ohne Wieder- 
holung zur Summe 15 in der vierten Klasse 
gebildet: 

1. Gruppe. 2. Gruppe. 

1234 2346 

1248 
1366 
Erstere geht durch Abtrennung des ersten 
Elementes und Erniedrigung der übrigen über in: 

128 1 

137 [= C^ 

245 j *=^^ 



Antwort. Zwischen der Anzahl der Kom- 
binationen ohne Wiederholung zu einer be- 
stimmten Summe in zwei auf einander fol- 
genden Klassen besteht die Beziehung: 

8=zn » = n — Je « = n — k 

Beweis. Denkt man sich die Kombi- 
nationen zur Summe n in der Arten Hasse 
alle entwickelt, so kann ihre GesanutE&hl ^ 
zwei Gruppen geteilt werden. 

Die erste Gruppe umfasst alle m ft 1 ^ 
ginnenden Komplexionen. Trennt ni ' Jn äie«e* 
Anfangselement ab, und emiedi igt j^^^ 
der andern um eine Einheit, so fceaifeö <iJ^ 
verwandelten Komplexionen di^vd* 
Klasse zur Summe n — k (weil^ Bii(_ 
des ersten Elementes k Einhei^2mä8i^f ' '^ 

f 
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Dai votlsiindige Inhal ttverzeiehnii der his jetzt ersiihienefwrt Hefbi kmi 
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PreiBgekront in Frankfur t a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

DieaeB Werk, wekhem kein ätiuHclies znr Seite steht^ erscheint monatltcli in 3 — i 
Heften zu dem lilllisen PreL^e von 25 'J^ pro Heft und bringt eine Sammlaog der wichtig- 
iten und pfaktiechaten Aufgaben aii^ dem Gesamtgeblete der Mathematik ^ PL jilfey 
HeehABifej math. Oeügraphle , Astronomie ^ des xUaschiaen^i StrasaeD-, Eisenbahn-i 
Brfleken« und üoelibaneS} des konatrulttireu Zet^hneas etc. etc. und swar in TaUstäadig^ 
^elQater Form^ mit rieleti Fi^nreai Erklärungen nebst Angabe und Entwioheluag der 
benutaten Sätze;» Formeln ^ Begelu in Frae^eo mit Antworten etc., ao dass die Lösung 
jedermann Teratändljch Bein kann, beisw. wird^ wenn eine gröisere Anzaiil der Hefte er- 
icbjenen ist, da dieselben eich In Ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Matbeii^ätik — nach besonderen lelbst&ndigen Kapiteln 
angeordnet — tor liegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang tou ungelösten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Losung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
nberlassea bleiben, und Eugieich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutet 
werden können. Die Ldsungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Ki^pltele gelangen^ Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklfl^tingeL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe« 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematlsch-naturwissen- 
Bchaftlichen Unterrichts planes folgender SchuleDi Realschulen L und II« Ordn.| gleich- 
berechtigten höheren Btlrgerachnlen; PrlTatgehulen^ Qjrmnaiieni Realgymnasien, Pr«* 
gjmnaslen; 8ch uliehr er -Se ml nareni Poljtechulkeni Techjilkeiij Baugewerkseliulen} 
Oewerbeschnlen, HandelBSChnleiii teohn. Torhereltungsachnleii aller Arten, gewerliUche 
FarlbildnngiichnJen^ Akademien^ Untrer sitzten, Land- nnd Fi^rstwissenschaftssclinlen, 
BlUlt&rschulen ^ Tor bereltuugs -Anstalten aller Arten als z. B. für das Elfjährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die 8ehtller^ Stadlerenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen FÄcher werden durch diese, Schritt fßr Schritt gelöste, Aufgaben- 
Sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die Üherau« grosse Fmektharkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeführtp 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlnng eine kräftige Stütie für den Schul* 
Unteiricbt geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
DiBciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kanü^ hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voU- 
itändige Anleitung in dio Hände gegeben wird, entsprecheiide Aufgaben zu Idseni die ge^ 
habten RegelU| F«rnieiu^ Satze etc. attsnwendeu und praktisch in Terwerten« Lust, Liebe 
und Terständnis für den SchuLuDterrirht wird dadurch erhalten und belebt werden« 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc, etc« soll diese Sammlung znr AuffrlHchnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematisclien Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
Mwelgeu rorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb m weiteren praktlüehen Verwertungen und weiteren Forschnug^n geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Bank von der Hedaktion entgegengenommen uud mit Angabe der Namei 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen j nimmt der Verfasier, 
Dr. Elejer, Frankfurt a.M,, Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledignoi 
Ihuttllchst berücksichtigt. ^ t 

Stuttgart. Die T#1ag^Tiafi)ilü8%. 
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Die zweite geht über in: 

1235 = C^ 

»=11 
folglieh: 

C* = C^ + C^ 

8=15 8=11 8=11 

Erkl. 169. Der in Frage 103 bewiesene 
Satz ist einer Erweiterung föhig. 

Wendet man die bewiesene Zerlegung jedes- 
mal wieder auf das zweite Glied der rechten 
Gleiehnngsseite an, so entsteht nach und nach: 

8 = n 8 = n — h a = n — k 

8 = n — 2k 8 = n—'2k 



Die zweite Gmppe umfasst alle mit 
höheren Elementen slLs 1 beginnenden Kom- 
plexionen. Wird in allen Meher gehörigen 
jede der k SteUen um eine Einheit er- 
niedrigt, so ist die Summe in jeder Eom- 
plexion um k kleiner, während Klasse und 
Anzahl unverändert bleibt. Dieselben gehen 
also über in: 

8 = H — h 

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 



« = » — k 
k 
2k 



C 

8 = H 



8 = n—Bk 



8 = n — Sk 



Die Addition dieser Gleichungen gibt: 

« = n 8 = n — k 8 = n — 2k » = n — 3Ä; 

ehe Reihe, welche von selbst abbricht, wenn s 
80 klein wird, dass die Bildung der (k — l)ten 
Klasse nicht mehr möglich ist. 



Frage 104. Wie kann aus dem vor- 
hergehenden Satze eine in dep enden te 
Formel für die Anzahl der Kombi- 
nationen ohne Wiederholung zu einer 
bestimmten Summe und Klasse abge- 
leitet werden? 



Erkl. 170. Die hier gefondene Formel ist 
mit der in Erkl. 163 benutzten identisch. 



Antwort. Es ist unmittelbar: 

C =1 

8 = n 

Für die zweite Klasse folgt aus dem in 
Erkl. 165 gefundenen Satze: 
C^ = C* + C^ -|-... = i-fi-| 

8 = n 8 = n — 2 8 = n—4 

Die Anzahl dieser Summanden ist: 
n — 2 
2 
wenn n gerade, hingegen: 
n — 1 



C^ = C^ -f C^ -I 

«=n 8 = n—9 8 = H — S 



Stand acher, Kombinatorik. 



M 



8 = n 



wenn n ungerade ist. Beide Fälle können 
vereinigt werden in der Schreibweise: 

^2 ^ r^^^l (s. Erkl. 154.) 
Femer gibt Erkl. 165 : 

m = l 

Analog wird: 

^^ Vn — 1 -— 3m — 41»! I 

m = l 
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und allgemein: 



C* = ^ ... 'S! r n~l-3m fem^,3J 



mjfc_3=l 



Frage 105. Wie wird die Anzahl 
der Kombinationen ohne Wieder- 
holung bei ausgeschlossenen An- 
fangselementen auf die der Kom- 
binationen aus der vollständigen Ele- Antwort. Ist die verfügbare Zeigerreihe: 
mentenreihe zurückgeführt? m + l m + a m + 3... 

so entstehen (analog wie in Frage 100) durch 

Erkl. 171. Die Kombmationen mit ausge- Venrnnderung jedes Zeigers um m Einheiten 
schlossenen Schlusselementen werden m ahn- die Kombmationen derselben (Arten) Klasse 
lieber Weise behandelt, wie in Erkl. 160 für zu einer um km kleineren Summe. Man hat 
solche mit Wiederholung angegeben wurde. demnach: 

C* (m + l, m + 2,...)= C* (1,2,...) 
« = H • = n — km 



Frage 106. Wie wird die Anzahl 
der Kombinationen ohne Wiederholung 
bei ausgeschlossenen Anfangs- und 
JZwischenelementen auf die aus der 

vollständigen Elementenreihe hervor- ^^^^^ Angenommen, die Zeiger haben 
gehende zuruckgefiihrtr^ nieder den konstanten unterschied d und 

bilden die Reihe: 

m, m-^df mA-2d ' " m-^-rd 

so ist die erste Komplexion der ^ten Klasse: 

m (m + d)... [m-\-(k — 2)d] (m + rd) 

und demnach die Zeigersumme jeder Korn* 
plexion: 

, , (fe~2)(fe-l) ^ , , 

s = km -f- j-^ d + rd = n^ 

Vermindert man jedes Element um i»— 1 
Einheiten und ausserdem das zweite um 
d — 1, das dritte um 2(d — !)•••, das 
vorletzte um {k — 2) (<^ — 1) und das letzte 
um r(d — l)y so heisst die erste Korn- 
plexion : 

12...(Ä:-1) (r + 1) 

und ihre Zeigersumme ist nun: 

k(k-l) , . . _^ 
8 — — f-r-^l =n, 

Demnach besteht die Gleichung: 

C* (m,m+(i,...m+r(?) = C* [i, 2,...(r+l)] 

wobei «1 und »g abgekürzt für die obigen 
Werte von s gesetzt sind. 
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h) Gelöste Aufgaben über die Kombinationen zu bestimmten Summen. 



AufiSabe 271. Wie viele Elemente 
sind nötig, mn folgende Kombinationen 
vollständig zu bilden und wie lauten 
diese letzteren: 



1) V («,a,. 



.);2) C (1,2,3 

»=17 



0? 



Antwort. 1) Die Anzahl der zu ver* 
wendenden Elemente ist: 

13 — 3 + 1 = 11 
und die Kombinationen lauten: 



Ä,a»a,, 









2) Die Elementenzahl ist: 
17 — 6 + 1 = 12 







und die 


Kombinationc 


ffl, wenn nur 


die Indices 






angeschrieben werden: 




1111112 


111239 


111446 


112346 


122237 


123344 


1111211 


111248 


111456 


112366 


122246 


133334 


1111310 


111267 


111229 


112446 


122255 


222227 


111149 


111266 


112238 


113336 


122336 


222236 


111158 


111338 


112247 


113345 


122345 


222245 


111167 


111347 


112266 


113444 


122444 


222335 


1112210 


111356 


112337 


122228 


123336 


222344 
223334 
233333 



Aufgabe 272. Die Anzahl der Kom- 
binationen vierter Klasse mit Wieder- 
holung zur Summe 10 durch die re- 
kurrierende Formel in Frage 96 auf 



Kombinationszahlen der zweiten Klasse ^.i^tlnÄ* Nach der Formel in Frage 96 

..1 r-1. Wird zunächst: 

zurückzuführen. 

tr 4 tr S «0 S 

C r= C + C 

« = 10 »=9«=5 



» = 9 

V 

» = 5 


~"~ 


» = 8 i 
» = 4 


V 

» = 5 


+ 


» = 8 




»=10 


= 


» = 8 j 


9=5 


+ 

t 


r = 4 « 


^3 



Aufgabe 273. Wie gross ist die 
Anzahl der Kombinationen zur Summe 
20 in allen Klassen von der ersten bis 
zur zehnten? 



Auflösung. Nach Frage 97 gibt die dort 
abgeleitete Formel: 



C 

» = 20 



w 2 

+ X.-H 



tc 3 

c +. 

» = 20 



+ 



» = 20 



c 

»=80 
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Aufgabe 274. Wie gross ist die 
Anzahl: 



w 4 
C 



nach der in Aufgabe 272 ausgefährten 
Zerlegung in Kombinationen zweiter 
Klasse? 



Aufldiang. Frage 98 gibt genkäss der 
dort erklärten Bezeichnung: 

:i:.=[i]+H+ffl+ffl 

=4+2+2+1 =9 



Aufgabe 275. Auf wie viele Arten 
lässt sich die Zahl 17 in 2, 3, 4, 5 

oder 6 Summanden zerlegen? Auflösung. Die Zerlegung der Zahl n 

in k Sammanden ist auf so viele Arten 

Erkl. 172. Als obere Grenzen der zn be- möglich, als es Kombinationen kte^r Klasse 

rechnenden Summen findet sich für n = 23: mit Wiederholung zur Summe n gibt. Im 

[w— IT r221 _ r**""^! — r^^l — fraglichen Falle ist also die gesuchte Zahl 

"3~J — ["3"J ■" ^ *' L~T"J ~" L^J ~" ^ ' ^^^ Zerlegungen: 



[^]=m=^^M =[¥]=' 



«=17 » = 17 » = 17 »=17 » = 17 



Die ziemlich weitläufige Berechnung ist liun Diese Summe lässt sich nach Frage 97 

folgende: zusammenfassen in: 
1) m'" = 0, 1, 2, 3 gibt die Summanden: «,6 

m" = 4 tu' = 5 in = 7^ ^^^ ■■■ 

%n %n ^g r i9— 3m— 4m^— 5w^n « = «8 

^ ^ ^ L 2 J Die Berechnung dieser Kombinationszahl 

m" = om' = ow = o Huttels der indepeudeuten Formcl vott Frage 98 

^p3-3m-4m-.>-5m-1 j^^ folgende: 

-* m'"=:3 ot" = 4 «»' = 5 m=7 



7— 3m— 4m'— 6m" 



+ 



2) m" = 0, 1, 2, 3, 4 gibt hieraus: 

m' = 5 w = 7 __ 

•^ «^ ri9— 3m — 4m' 

m' = OT = 



-] 



] ;i:= 2. 2. 2 2 

[ 



m'" = m" = m* = m = 

19— 3,H— 4m' — 6m" — 6m" 






14_3,n— 



+ 



13 — 3m— 4m 



2 



T — Sm — 



-M 



-M 



9— 3m— 4m' 



2 
4— 3m— 4m' 



2 
8— 3m— 4m' 



[3- 3m— 4m' 



2— 3m— 4m 



-] 



3) Aus diesen Brüchen entstehen femer fttr 
m' = 0, 1, 2, 3, 4, 5 die folgenden: 

2 [iV=.]+[i5=i^]+[ili5^] 



6— 3m 



2 

2 — 3m 



■1 

+ffl+[i]+[i]+[i] 

+mH-m+[i]+[i]+[i] 

+ra+ra+[i]+[i]+[§]+[i] 
+ffl+m+[i]+[i] 
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+ 
+ 
+ 



9— 3m 



2 

13— 3m 



2 
8--3m 






7— 3m 



+ 
+ 


r4~3m] 


+ 
+ 


"3 — 3m" 

2 
"2— 3m" 
L 2 J 


2 

"3— 3m" 

2 



und endlich aus diesen für m = 0, 1, 2 
die nebenstehenden Werte. 



2j"'"L2j"^UJ'^L2j 



"8" 
2 

■7" 
_2 


+ 
+ 


■5" 
.2. 
"4" 
2 


+ 
+ 


2" 
_2. 
"3' 

2 


+ 
+ 


"4' 
.2. 
"2" 
2 



= 163 



Die gebuchte Anzahl von Zerlegungen ist 
demnach: 

162 



Aufgabe 276. Auf wie viele ver- 
schiedene Arten kann mit drei Würfeln 
die Augenzahl 14 geworfen werden? 



Auflösung. DajederWürfel die Nummern 
1 bis 6 auf seinen sechs Flächen trägt, so 
sind die Kombinationen mit Wiederholung 
zur dritten Klasse und Summe 14 zu bilden, 
wobei höhere Elemente als 6 ausgeschlossen 
sind. Die vollständige Reihe würde 12 Ele- 
mente erfordern, weil die erste Komplexion : 

1 1 12 
ist. Anstatt die verlangte Anzahl nach 
Erkl. 138 zu berechnen, ist es viel einfacher, 
die Komplexionen wirklich zu bilden. Die- 
selben sind: 

266 

356 

446 

456 



Aufgabe 277. Auf wie viele ver- 
schiedene Arten kann mit fünf Würfeln 
die Augenzahl 12 geworfen werden? 

ErU* 178. Berechnung nebenstehender 
Summen : 

l)m,=zO, 1, 2: 

mx = m = 

2)»., = 0, 1,2: 

"2[^]+[^]+[^] 

m = O 

3) m = 0, 1, 2, 3: 

[i]+[i]+[i]+[e+[i]+K 

=:4 + 3-j-l-j-2-fl + 2 = 13 



Auflosung. Man hat zu bilden: 

»=12 

mit Ausschluss der Elemente 7 und 8, die 
zur vollständigen Reihe gehören würden. 
Die vollständige Anzahl der Komplexionen 
wäre nach Frage 98: 

mg = 2 mi = 2 m=8 

;j:.= 2 2 2 

mg = »ii = m = 

' — 3m — 4wj — Öm, 
"2 



'1 — " 

[- 



]= 



13 



Komplexionen, die den Zeiger 8 enthalten, 
kann es nicht mehr als eine gebcQ, nämlich: 

11118 
mit dem Zeiger 7 gibt es ebenfalls nur eine 
Komplexion, nämlich: 

11127 
also ist die gesuchte Zahl: 
11 
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Aufgabe 278. Je 20 Kugeln von 
schwarzer, weisser und roter Farbe 
sind mit den Nummern 1 bis 20 be- 
zeichnet. Wie oft können 3 derselben 
von verschiedenen Farben so zusammen- 
gestellt werden, dass ihre Nummern: 

die Summe 40 
geben, wobei es als gleichgültig ange- 
sehen werden soll, welche Nummer 
schwarz oder weiss oder rot ist? 



Aiifl$8img. 
braucht man: 



Zur vollständigen Beihe 



40 — 3 + 1 = 38 
Nummern; es müssen also die Zeiger 21 
bis 38 ausgeschlossen werden. In keiner 
Komplexion können zwei derselben vor- 
kommen, da ihre Summe bereits 40 über- 
steigen würde. Schliesst man den Zeiger 38 
aus, so müssen die beiden übrig bleibenden 
die Summe 2 geben, bei AusscMuss von 37 
die Summe 3 u. s. w., endlich bei AusschlosB 
des Zeigers 21 die Summe 19. Die Lösung 
lautet also nach Erkl. 160: 



V. 

» = 40 



m=18. 



•fö+:£>-+.x)=2[^^]-([i]H-[i]+-+m)- 

^ ^ m = 



Aufgabe 279. Auf wie viele Arten 
kann die Zahl 100 aus drei zweiziflErigen Auflösung. Man hat die Kombinationen 
Summanden gebüdet werden, wenn jeder ^^^^^j, Kj^sse zur Summe 100 zu büden 
Sunmiand so oft v^iederholt werden darf mjt Ausschluss der Zeiger 1 bis 9, indem 
als es angeht? nur zweiziffrige Summanden zugelassen sind. 

Nach Frage 100 ist aber: 

"C' (10, 11, . . .) = V (1, 2, . . .) = 2 [^-] = «« + 34+33 + 31+30+28+27 



8=7S 



1) m^ = 0, 1, 2, 3, 4, 5: 

«»1=7 m= 



"C* (2, 4, 6, 

» = 60 



.) = "C" (1, 2, 3, 

(=80 



•) 



2 2[ 

mi = m=0 

+ 

+ 



27-3m-4tw, 



17-3m~4m^ 



]r22-3m— 4fn 1 ^^ ^^ nämlich in der aUgemeinen 
+ 2 -\ Lösung zu setzen: 



7 — 3w — 4m, 



12--3m~4w^ 



2 
2 — 3w — 4mt 



=.- 2 [^I=B.-|^|-23-3. 



m=0 

+ 
+ 



15— 3m 



3— 3»t 



]+[H=-]+[ 



2 
19-3w 



7— 3m 



2 

18 — 3m 



und aus der Bedingung: 

km + rd = 8 
folgt hier: 

r = 25 
Die gesuchte Anzahl von KomplexioneB 
ist dann: ; 

m^ = b »»1 = 7 m = 9 

:£= 2 2 2 

ntg = tn^ = m = 

'27— 3m 



tn^ = m = \ 

[ 27— 3m— 4mt — 6mg ]n _ 
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+26+24+22+21 + 19+18+16+15+13+12+10+9+7+6+4+3+1 = 444 

Aufgabe 280. Die Zahl 60 so oft 

als möglich in eine Summe von filnf Auflösung. Es muss hier bei Bildnngr i 

geraden Summanden zu zerlegen. der Eomplexionen das Anfangselement 1, 

sowie je ein Zwischenelement ausge- 

Erkl. 174. Die Berechnung der hier zn schlössen werden. Nach Frage 100a ist 

bildenden dreifachen Summe gibt folgende aber 
Summanden : 
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+ 
+ 
+ 
+ 



14— 3m 



17— 3m 



2 
12 — 3m 



10— 3m 



13 — 3m 



6 — 3m 



9 — 3m 



7 — 3m 



2 



+ 



rs — 3m] [ "4- 3m 1 
+[ 2 J+L 2 J 

: 13+ 12 + 10 + 9 + 7 + 6 + 4 + 3 + 1 
+ 11 + 10+8 + 7 + 5 + 4 + 2 + 1 
-(-9-[-8 + 6 + 5 + 3 + 2 
+7+6+4+3+1 
+5+4+2+1 
+ 3 + 2 + 1 

+ 11 + 9 + 8+6 + 5 + 3 + 2 
+ 9 + 7 + 6 + 4 + 3 + 1 
+7+5+4+2+1 
-|_6 + 3 + 2 + 3 + l + l 
+8+7+5+4+2+1 
+6+5+3+2 
+ 4 + 3 + 1 
+ 2 + 1 

+6+4+3+1 
+4+2+1+2 
+3+2+1+1 



2— 3m 



2 
5— 3m 



Aufgabe 281. Es sollen die Kom- 
binationen ohne Wiederholung: 

1) in der vierten Klasse zur Summe 20, 

2) „ „ fünften „ „ „ 21 
gebildet werden. 



Aiifl$8iing. 1) Die KombinaÜODen vierter 
Klasse zur Summe 20 sind folgende: 



2 3 



1 3 6 10 

13 7 9 

1 4 5 10 

14 6 9 

14 7 8 

15 6 8 

2 3 4 11 
2 3 5 10 

2) Die Kombinationen fünfter Klasse zur 
Summe 21 sind: 



2 3 14 

4 13 

5 12 
2 6 11 

7 10 
2 8 9 
r 3 4 12 
1 3 5 11 



6 9 

7 8 

5 9 

6 8 
6 7 

5 8 

6 7 



1 2 3 4 11 
1 2 3 5 10 
12 3 6 9 
12 3 7 8 
12 4 5 9 



12 4 6 8 

12 5 6 7 

13 4 5 8 
13 4 6 7 
2 3 4 5 7 



Aufgabe 282. Die Anzahl der Kom- 
binationen in der vorhergehenden Auf- Auflösung. 
gäbe zu finden, ohne die Komplexionen mein: 
zu bilden. 



Nach Frage 102 ist allge- 



c* = 



"c" 



fc(*-I) 
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folglich erhält man: 
1) C* = "'C* = 23 (Berechnung siehe Erkl. 163). 

s = 20 s = 14 

«lg = 2 ntj = 2 m = S 



tn^z=zO »»1 = m=0 
♦»1 = 2 m = J 



2 2[ 

mi = m = 
m = 3 



8 — 3m— 4m, 



]+[ 



3— 3m— 4m^ 



] 



2 [^'-]+[i^]+[^] 



= 4 + 2 + 1+2 + 1 = 10 



Aufgabe 283. Die Eombinations- 

55alil: 5 

c 

« = 82 Auflösung. Nach Erkl. 165 erhält man: 

in eine Summe von KombinationszaUen r*^ — r* _i_ r* j- r* o. r* 
der nächst niederen Klasse zu zerlegen. , = 32 "~ « = 27 « = 22 « = 17 « = 12 

Die Reihe bricht hier ab, weil in der vierten 
Klasse mindestens: 

5 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10 
sein muss. 



Aufgabe 284. Folgende Summe 
durch eine Kombinationszahl auszu- 
drücken: 



Auflösung. In der Formel von Erkl. 165 
ist im gegebenen Falle der Klassenexponent k 
statt k — 1 und die Summe: 

Welches ist der kleinste Wert, den s nÄ? = (n + l)Ä;+l — (ä; + 1) 

in dieser Heihe haben kann? zu setzen, wonach: 



c"" + c- + r +. 



= C 



,h + l 



» = («+l)* + l 



c" + c" + c +. 

8z=nk 8 = in — l)k «=(n — 2)Jfc 

sich ergibt 

Der kleinste Wert, den s haben kann, ist: 

. = 1+2 + 8+. ..+Ä:=Aöi>- 



Anfgabe 285. Die Anzahl der Kom- 
binationen sechster Klasse zur Summe 28 
dnrch die in Frage 104 gefundene in- 
dependente Formel auszudrücken. 



Erkl. 175. Bei Berechnung der Summen 
können alle Brüche weggelassen werden, bei 
denen im Zähler das erste Glied nicht minde- 
stens um 2 grüsser ist, als die Summe der noch 
folgenden Koeffizienten von m, mj, m^ u. s. w. 
Man braucht deshalb hier nur mg = 1, 2 zu 
setzen^ tu, und m^ ebenso. 



Auflösung. Die in Frage 104 erhaltene 
independente Formel gestattet die Anzahl 
der Kombinationen ohne Wiederholung direkt 
zu berechnen, ohne sie auf die für Kombi- 
nationen mit Wiederholung ge^dene Formel 
zurückzuführen. Man erhält*. 
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lüg ^= 4 wtg = 5 *Wj = 6 fit =^ S 

«=28 



^6 ^ ^ ^n ^ [" 27 — 3m— 4w^ — Smg— ems l 

" — * «»19=1 m| = l m = l 
inf=5 nii = 6 m = 9 

.^n %^ ^n ["21 — 3m — 4wi — Ömgl , ri5 — 3m — 4m, — om^l 

* fHi = 1 «1=1 

'"^^ "^^ r^^ — 3m — 4m, 1 r il — 3m— 4m, 1 , FJIO — 3m— 4mi^l 



«tg — 1 fHj — 1 fH — 1 

f»! = 6 m = J 



mi = 1 m = 1 
w = 9 



2 [i-5^]+[--]+[l^]+[-?=i] 

= 4-h 3 + 1+2 + 1 + 2 + 1 = 14 



Anfgabe 286. In einer Urne be- 
finden sich 25 numerierte Kugeln, von 

denen 3 auf einmal gezogen werden. Auflösung. Zur Bildung der Summe 36 
In vne vielen Fällen wird die Summe {^ der dritten Klasse besteht die voll- 
der gezogenen Nummern 36 sein können, ständige Eeihe der zu verwendenden 
wenn es gleichgültig ist , in welcher Zeiger aus den Nummern 1 bis 33. Da hier 
Ordnung dieNununem gezogen wurden? nur 25 Nummern gegeben sind, so müssen 

die Scblusselemente 26 bis 33 ausgeschlossen 
werden. Die vollständige Reihe würde 
ergeben: 
«1 = 11 

C^ = 2 P^"^^^ I = 16 + 14 + 13 + 11 + 10 + 8 + 7 + 5+4 + 2 + 1 =91 

~" m= 1 

Eomplexionen. 

Davon werden ausgeschlossen: 

C^ + C^ + C^ ^ [- C^ =l + l_[_2+2 + 3 + 3+4 + 4 = 20 

8 = 3 » = 4 « = 5 «=10 

Die Anzahl der möglichen Fälle ist dem- 
nach: 

91 _ 20 = 71 



Anfgabe 287. Von den 90 Nununem 

des Zahlenlottos werden 3 gezogen. In 

wie vielen Fällen ist es möglich, dass 

keine der gezogenen Nummern kleiner . ^.. „ n *» j. t> iu ^ 

oio OA ««^ ii,-^ Q«rv.«.^ QA l^^^8«^Q Auflosung. ZuT voUständigeu Rejhe der 

als 20 und ihre Summe 90 beträgt? Kombinationlfn zur Summe 90 L der dritten 

Klasse sind die Zeiger 1 bis 87 erforderlich; 
da hier 90 Nummern zur Verfügung stehen, 
so fehlt kein Schlusselement; wohl aber 
müssen die Anfangselemente 1 bis 19 
einschliesslich weggelassen werden. Nach 
Frage 105 kann man aber setzen: 

C' (20,21,22,...)= C^ (1,2,3,...) 

« = 90 « = 90 — 57 

und hat somit: 
,£L""2 [^^^] = 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + l=45 



m = l 
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AuflSsung. Die gegebenen Zeiger sind 



Aufgabe 288. Auf wie viele Arten 
kann die ZaU 343 aus vier Summanden 
zusammengesetzt werden, welche Viel- 
fache von 7 sind? *"®^- - , , ^i 

und ihre Anzahl folgt nach Frage 106 aas 
der Gleichung: 

^'^ 7 + 7r = 343 
r = 42 
Erkl. 170. Die Berechnimg der Summen- so dass der letzte zu verwendende Zeiger: 



4.7. 



1.2 



formal ist folgende: 

«ni= 12 i»= 16 



2 2[ 

m=16 



48— 3m— 4m, 



■-] 



49 



= 2 [^^]+[^t2^] 



+ 
+ 

+ 



m = l 

36 — 3m 



2 
24— Sm 



2 

12 — bm 



2 



J — 3m 



20— 3m 



2 
8— 3m1 



28— 3m 



16 — 3m1 



2 



74-7.42 = 301 
heisst. Man hat somit die gewöhnlichen 
Kombinationen zur Summe: 
4.3 
' = Tl- + ^2 + l 
ZU bilden, indem: 

C* (7, 14, . . . 801) = C* (1,2, ...43) 

« = 843 « = 49 

ist. Folglich wird die gesuchte Anzahl: 

»h = 12 m= 16 



.f;.= 2. 2[- 



fitj = 1 m = 1 



-3m- 
2 



:i^]={ 



= 20 + 19 + 17 + 16 + 14+13 + 11 + 10 + 8 + 7 + 5 + 4 + 2 + 1 
+ 18 + 17 + 15 + 14 + 12 + 11 + 9 + 8 + 6 + 5 + 3 + 2 
+ 16 + 15 + 13 + 12 + 10 + 9 + 7 + 6 + 4 + 3 + 1 
+ 14 + 13 + 11 + 10 + 8 + 7 + 5 + 4 + 2 + 1 
+ 12+11 + 9 + 8 + 6 + 5 + 3 + 2 
+ 10 + 9 + 7 + 6 + 4 + 3 + 1 
+8+7+5+4+2+1 
+6+5+3+2 
+4+3+1 
+ 2 + 1 

i) Ungelöste Aufgaben über die Kombinationen zu bestimmten Summen. 

Aufgabe 289. Es sollen vollständig 
angegeben werden: 

1) G {a,a. 



2) "C (1, 2, 

5=16 



•) 



•) 



Andeutung. Analog der Aufgabe 271. 



Wie viele Elemente sind nötig und wie 
lauten die Komplexionen? 



"" Aufgabe 290. Es soU die Anzahl 
der Kombinationen fünfter Klasse mit 
Wiederholung zur Summe 11 durch die 
Rekursionsformel in Frage 96 auf Kom- 
binationszahlen zweiter Klasse zurück- 
geführt werden. 



Andeutung. Analog der Aa^be 272. 
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Andeutung. Analog der Aufgabe 273. 



Aufgabe 291. Die AnzaM der Kombi- 
nationen mit Wiederholung zur Summe 25 
in allen Erlassen von der 1 ten bis zur 25 ten 
anzugeben. 



Aufgabe 292. Wie gross ist: 



T^5 



Andeutung. Verfahre nach Frage 98. 



nach der Zerlegung in Aufgabe 290? 



Aufgabe 293. Wie viele Zerleg- 
nngen der Zahl 25 in zwei, drei oder 
Yier Summanden sind möglich? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 275. 



Aufgabe 294. Auf wie viele ver- 
3chiedene Arten kann man mit drei 
Würfeln die Zahl 12 werfen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 276. 



Aufgabe 295. Auf wie viele ver- 
schiedene Arten kann: 

1) mit fünf Würfeln die Summe 14, 

2) mit drei achteckigen Prismen, auf 
deren Seitenflächen die Zahlen 1 
bis 8 stehen, die Summe 10 

geworfen werden? 



Andeutung, 
und 277. 



Analog den Aufgaben 276 



Aufgabe 296. In vier Urnen be- 
finden sich je 16 Nummern, und aus 
jeder wird eine Nummer gezogen. Wie 
oft ist es möglich, dass die Summe der- 
selben : 

25 

gibt, wenn nur die Verschiedenheit der 
Summanden, aber nicht die der Urnen 
berücksichtigt wird, aus welchen sie 
gezogen wurden? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 278. 



Aufgabe 297. Die Zahl 66 soU 
ans drei Summanden zusammengesetzt 
werden, die grösser als 6 sind. Auf 
wie viele Arten ist das möglich? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 279. 



Aufgabe 298. Die Zahl 52 in eine 
Snmme aus vier Summanden zu zer- 
legen, die durch 3 teilbar sind. Auf 
wie viele Arten ist das möglich? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 280. 
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Aufgabe 299. Sechs Personen legen 
eine Summe von 30 ^ zusammen, wobei 
keine weniger als 4 und mehr als 10 Jl 
gibt Auf wie viele Arten kann dies 
geschehen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 279. 



Aufgabe 300. In zwei Gefassen 
befinden sich die Nummern bis 9, in 
zwei anderen die Nummern 10 bis 90. 

Man zieht aus jedem eine Nummer. .,x_ ^ri.,...:...^ 

In wie vielen Fällen kann die Summe ^ ..A^d«^*^^ ^^an kombiniere die m den 

, . xT A TTT^ beiden ersten Gefassen befindlichen Nummern 

der vier gezogenen Nummern den Wert ^ ^^^ g^^^^^ ^ ^^^ 13^ ^^ i^ ^^^ ^^^^^^ 

1^ andern enthaltenen zu den Sommen 100 

haben? bis 82 u. s. w. 



Aufgabe 301. Die Kombinationen 
ohne Wiederholung in der siebenten 
Klasse zur Summe 33 zu bilden. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 281. 



Aufgabe 302. Welche Werte haben 
folgende Ausdrücke: 



1) 0^ ; 

« = 27 



2) C ? 
» = 23 



Andeutung. Analog der Aufgabe 282. 



Aufgabe 303. Die Kombinations- 
zahlen: 

1) d" , 2) c** 

9 = 83 »=6» 

durch Kombinationszahlen der nächst 
niedrigeren Klasse auszudrücken. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 283. 



Aufgabe 304. Die Summe: 

c' + c' + c^ +... 

« = 24 » = 21 » = 18 

durch eine einzige Kombinationszahl 
auszudrücken. Wie heisst das letzte 
Glied der fraglichen Summe? 



Aufgabe 305. Die Anzahl der Kom- 
binationen fünfter Klasse ohne Wieder- 
holung zur Summe 25 durch die in- 
dependente Formel in Frage 104 auszu- 
drücken. 



Aufgabe 306. Wie oft kann die 
Zahl 60 aus vier verschiedenen Sum- 
manden, die höchstens den Wert 50 
erreichen, zusammengesetzt werden? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 284. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 285. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 
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Aufgabe 307. Die Zahl 101 soll 
auf alle möglichen Arten in je fiinf 
verschiedene zweiziffirige Summanden 
zerlegt werden. Wie viele Fälle sind 
möglich? 



Aufgabe 308. Es soU die ZahllOOl 
so oft als möglich aus je vier Summanden 
zusammengesetzt werden, welche Viel- 
fache von 11 sind; wie viele Fälle sind 
möglich? 



Andeutang. Analog der Aufgabe 287. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 288. 



Frage 107. 

der Operation 
Grunde? 



C. Von den Variationen. 



Welches Gesetz liegt 
des Variierens zu 



Antwort. Gegebene Elemente variieren 
heisst, dieselben in vorgeschriebener Anzahl 
so zu verbinden, dass sich die einzelnen 
Eomplezionen nicht nur durch die Elemente 
unterscheiden, die in ihnen vorkommen, 
sondern dass auch die Stellung der Ele- 
mente in denselben als unterscheidend in 
Betracht kommt. Zwei Eomplexionen sind 
Erkl. 177. Variation (vom lat. „variatio") also auch dann als verschieden zu betrachten, 
heisst „Veränderung, Abwechslung." ^enn sie die näm'lichen Elemente in 

verschiedener Stellung enthalten. Die 
einzelnen Eomplexionen heissen die Varia- 
tionen der gegebenen Elemente und die 
Anzahl der in jede derselben aufzunehmenden 
Elemente bestinmit die Variationsklasse. 



Frage 108. Welche Arten von 
Variationen unterscheidet man? 



Antwort. Man unterscheidet Varia- 
tionen ohne Wiederholung, bei welchen 
in jeder Eomplexion lauter ungleiche 
Elemente vorkommen müssen, und Varia- 
tionen mit Wiederholung, bei welchen 
•ein Element so oft in einer Eomplexion 
enthalten sein darf, als es die Elasse 
erlaubt; endlich gibt es Variationen mit 
beschränkter Wiederholung, bei 
welchen gewisse Elemente nur innerhalb be- 
stimmter Grenzen wiederholt werden dürfen. 



Frage 109. Welche Beziehung be- 
steht zwischen dem Variieren und den 
beiden vorhergehenden Operationen? 



Erkl. 178. Aus dem Gesetze des Vari- 
ierens in Frage 107 folgt sogleich, dass die 
Variationen von n Elementen zur 
ebensovielsten (nten) Elasse mit 
den Permutationen von n Ele- 
menten identisch sind, denn die 



Antwort. Vergleicht man die in Frage 107 
gegebene Definition des Variierens mit den 
bereits bekannten Operationen des Eombi- 
nierens und Permutierens, so erkennt man 
leicht, dass die Variationen gegebener 
Elemente nichts anders smd, als die per- 
mutierten Eombinationen derselben. 
Diese Bemerkung gilt sowohl für die Varia- 
tionen ohne Wiederholung, als auch für die 
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Eomplexionen der ersteren enthalten stets die mit unbeschränkter oder beschränkter Wieder- 
nämlichen n Elemente in allen möglichen An- holang. 
Ordnungen. 



a) Variationen ohne Wiederholung 

Frage 110. Welche Bezeichnungs- 
weise gilt für Variationen ohne Wieder- 
holung? 



Antwort. 
Elemente: 



Um auszudrücken, dass die 



a, a, a« 



zur Ä;ten Klasse variiert und alle möglichen 
Eomplexionen wirklich gebildet werden sollen, 
schreibt man: 

Will man aber nur die Anzahl der 
hiebe! möglichen Komplexionen angeben, so 
dient dazu das Symbol: 

n 

(d. h. Variationszahl von n Elementen zur 
kt&a Klasse). 



Frage 111. Wie werden die Varia- 
tionen von n Elementen zur 2;ten Klasse 
gebüdet? 



Antwort. Als niedrigste (erste) Eom- 
plexion schreibt man die ersten k Elemente 
in natürlicher Ordnung; hierauf ersetzt man 
in derselben das späteste (d. h. am weitesten 
nach rechts befindliche) Element, welches 
noch einer Erhöhung fähig ist, durch das 
nächsthöhere, welches in der Komplezion 
noch nicht steht, und lässt hierauf stets die 
übrigen (in der Komplexion noch nicht ent- 
haltenen) Elemente vom niedrigsten an in 
steigender Ordnung folgen. 

Bei Bildung von: 

F* (1,2, 3, 4, 6) 
heisst also die erste Komplexion: 
1234 



Erkl. 


179. SämtUche 
F*(l,2,3, 


in 
4, 


dem Ausdrucke: 
5) 


dann folgt: 
hierauf: 


1235 
1243 




enthaltenen Eomplexionen 

folgende: 

1234 1423 2134 


sind der Reihe nach 
2413 3124 


3412 


1245 
1253 u. i 


3. f. (Siehe Erkl. 179.) 


1235 


1425 


2135 




2415 


3125 


3415 






1243 


1432 


2143 




2431 


3142 


3421 






1245 


1435 


2145 




2435 


3145 


3425 






1253 


1452 


2153 




2451 


3152 


3451 






1254 


1453 


2154 




2453 


3154 


3452 






1324 


1523 


2314 




2513 


3214 


3512 






1325 


1524 


2315 




2514 


3215 


3514 






1342 


1532 


2341 




2531 


3241 


3521 






1345 


1534 


2345 




2534 


3245 


3524 






1352 


1542 


2351 




2541 


3251 


3541 






1354 


1543 


2354 




2543 


3254 


3542 
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4123 


4312 


5123 


5312 


4125 


4315 


5124 


5314 


4132 


4321 


5132 


5321 


4135 


4325 


5134 


5324 


4152 


4351 


5142 


6341 


4153 


4352 


5143 


5342 


4213 


4512 


5213 


5412 


4216 


4513 


5214 


5413 


4231 


4521 


5231 


5421 


4235 


4523 


5234 


5423 


4251 


4531 


5241 


5431 


4253 


4532 


5243 


5432 



Frage 112. Wie können die Varia- 
tionen kter Klasse auf rekurrente 
Art gebildet werden? 



1L8. W. 



znletzt die 24 Permutationen von: 
2345 



Erkl. 180. Nach Frage 109 mnss man sämt- 
liche Variationen auch erhalten, wenn man aus 
den gegebenen Elementen die Kombinationen 
ifcter Klasse bildet und jede Komplexion per- 
mntiert. 

Die Reihenfolge der Komplexionen wird 
dadurch eine ganz veränderte; in obigem Bei- 
spiele hätte man zuerst die 24 Permutationen 

'^^•- 1234 

hierauf folgen abermals 24 Permutationen von : 
1235 



Antwort. Die erste Klasse besteht aus 
den einzeln genommenen Elementen. Ver- 
bindet man jedes derselben mit jedem 
anderen gegebenen Elemente, so entsteht 
die zweite Klasse; z. B.: 

F^ (1,2, 3, 4, 5) = 1, 2, 3, 4, 5 

F^ (1, 2, 3, 4, 6) = 12 21 31 41 51 

13 23 32 42 52 

14 24 34 43 53 

15 25 35 45 54 
Fugt man wieder zu jeder Komplexion 

der Beihe nach jedes nicht dann vor- 
kommende Element, so entstehen die Ter- 
nionen; z. B.: 

aus 12: 123 124 125 

„ 13: 132 134 135 
u. 8. w. 

Ebenso folgen hieraus die Qaatemionen: 

1234 1243 1253 1324 

1235 1245 1254 1325 
u. s. w. 

Die Reihenfolge der Komplexionen ist hier 
dieselbe, wie bei der independenten Bildungs- 
weise nach Frage lll. 



Frage 113. Wie findet man die 
Anzahl der Variationen kter Klasse 
aus n Elementen? 

Erkl. 181. Das gleiche Resultat wie in neben- 
stehender Antwort erhält man aus Frage 109. 
Da nämlich: 

nh^ n(n-l)...(n~A? + l) 
«■" 1.2... Ä; 

ist nnd jede Komplexion aus A; verschiedenen 
Elementen besteht, die sich n ! mal permutieren 
lassen, so muss sein: 

K=Cl.Pj, = n{n-l)(n--2).^^(n^k+l) 



Antwort. Die Anzahl der Variationen 
von n Elementen zur A;ten Klasse ist: 

r* = n(n— l)(n— 2)...(n— Ä;+l) 

Beweis. Denkt man sich die Variationen 
zur (k — l)ten Klasse alle gebildet und ihre 
Anzahl durch: 

yh-l 

bezeichnet, so erhält man daraus nach 
Frage 112 die Variationen der A;ten Klasse, 
wenn jede Komplexion mit jedem der in ihr 

.,y....uy Google 
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nicht vorkommenden n--(^— 1) Elemente 
nach nnd nach verbunden wird. Demnach ist: 

F*=(n-Ä:+1) F*-^ 

Wird in dieser Rekursionsformel ä: = 1, 2, 3 
Q. s. w. gesetzt, so folgt, da: 



K = (n- 



■1) Vi 

•2) K 



r*~^ = (n-Ä: + 2) F*-2 
F* =(n — Ä; + l) F*-i 

dnrch Mdtiplikation sämtlicher Gleichungen: 
F* = n(n— l)(n— 2)...(n — Ä?+l) 

wie oben behauptet wurde. 



Frage 114. Wie können die Varia- 
tionszaUen durch Fakultäten ausge- Antwort, 
drückt werden? unmittelbar: 



Nach Erkl. 176 erhält man 



Ff = CZ'Pu = 



k\(n — h)\ 



'kl = 



in^k)\ 



Frage 115. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen von n Ele- 
menten zur ftten Klasse, in welchen 
von p bestimmten Elementen keines 
enthalten ist? 

Erkl. 182. Die Anzahl der Eomplexionen, 
in denen mindestens eines von^ bestimmten 
Elementen enthalten ist, muss demnach sein: 

yh yk 



Antwort. Die Anzahl deijenigen Varia- 
tionen Ä;ter Klasse von n Elementen, in 
denen von p bestimmten Elementen keines 
vorkommt, ist: 



Denn nimmt man die p nicht erlaubten Ele- 
mente von den gegebenen weg, so lassen die 
n — p übrigen noch so viele Variationen zu, 
als vorstehendes Symbol ausdrückt 



Frage 116. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen von n Ele- 
menten zur iten Klasse, in denen p 
bestimmte Elemente enthalten sind? 



Antwort. Die Anzahl der Variationen 
von n Elementen zur A;ten Klasse, in denen 
p bestimmte Elemente vorkommen, ist: 



yk-p^pik—p) ^_ 



Erkl. 183. 

werden kann: 



Da nach Frage 114 gesetzt 



(n'-p)\k\ 
(n — k)\(k—p)\ 



n = 



kl 



{k-^p)l 

so ist die Anzahl der in Frage 116 verlangten 
Eomplexionen auch gegeben durch: 

yk—p^ yp 
^ n—p ^ k 



Beweis. Nimmt man die p bestimmten 
Elemente heraus, so dürfen die übrigen 
n — p Elemente noch zur {k — ^)ten Klasse 
variiert werden, wodurch: 

yk-p ^ (n — j>)! 

Komplexionen entstehen. Jede Komplexion 
besteht, wenn die herausgenommeneiä p Ele- 
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Preisgekrönt in Frankfairt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchein kein Ihnllchea zur Seite iteht^ erscheint munatlick in E— 4 
Heften %n dem bilU^eti Preise -von 25 4 pro Heft und bringt eine Sammlnug der wicbtif- 
aten und praküBchtteii Aofgaben nne dem Gesamt^eblete 4er Mathematfli, Plijslk, 
Heehanlkp iiiath, Geographie, Agtrononile , deh Maeehiiien-i 8tT&B»eii'» Eisenhahi-, 
BrflelEeii^ ond Hi^ehbaaes, des keuHtroktlren Zelehnena et c, etc. und Bwar in Tf^lMaudlg 
gelMer Foriity mit rlelen Floren, ErklKrungeii nebat Angabe und Eütwlckelniig det 
bemititeu Sätie, Formeln, Regeln in Pr&gen mit Antworten etc., so daes die L&iiui| 
iedermanö veratandlich lein kann, beaw. wird, wenn eine grossere ÄnBahl der Hefte et» 
ichieDen iit, da dieselben sieh in ihrer Ge§umtkeit ergfinzen und alsdann anch alle 
Teiie der reinen und angewandten Mathematik — n&üh besonderen BelbBtÄndigeo Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte iet ein Anhang von nngeiOsten Aufgaben beigegeben , weiche dei 
eigenen Losung (in analoger Form, wie die beBÜglichen gelösten Aufgaben) dea atudlerendeti 
aberlasHen bleiben, und zugleich von den Herten Lehrern für den Schul anterricht benilit 
werden können. — Die Lösungen hiersn werden später in bcBonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlusee eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatl, Inbaltarerseieh- 
ulB, Berlohtigiuigen und erläntemde Erkl&mngen ober das betreffende Kapitel ÄurAosgahe 

Das Werk behandelt xunftchst den Hauptbestandteil des mathematisch-natunriBsen- 
ichaftlicben Unterrichts planes folgender Schulen: Beal»chalen I. und U. Ord., gleloh» 
berechtigten höheren BürgerBchulen; PrlTatichnlenj Gymnasien | RenlgTmnaslen, Prt- 
Sjmnaslen, Scbnllehrer - Seminaren ^ Polftechnlken « Teehniken, Eangewerkschnieni 
fi^werbesehnlen^ Handel sBchulenj techn. Torbereitnnrsachulen aller Arten ^ gewerbliche 
FertMldungsscbiilen, Akademleni ünlTors] täten, Land- nnd Forstwissenschaftiaebulen» 
HUitärichnlen, Torbereitnngs-AnMtalten aller Arten als z, B. für dai £ii^ährig-Frei- 
wlMlge- nnd Offizieri -Examen^ etc. 

Die 8eh)tler^ Studierenden und Kandidaten der mathematischen, tecbniscben tin^ 
aaturwisaenscbaftlichen Fächer, werden durch diese, Seliritt rttr Schritt gelöste» Aulgabea- 
lammlung Immerwllirend an ihre in der Scbnle erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg lum unfehlkaren Auffinden der Losungen der* 
jenigen Aufgaben gezeigt, weiche sie bei ihren Prüfungen zu lOsen haben^ zugleich aber audi 
die ttberang grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wii«en&chaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stätie für den Schul- 
nnterricht geboten werden, indem iur Erlernung des praktlsohen Teiles der mathematisches 
Diiziplinen — mm Anfldsen TOn Aufgaben — iu den meisten Schulen oft keine Zeit er^ 
Qhrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
■tändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zn l^en, die ge- 
habten Begelnj Formeln, Sätze etc. ansnwenden und praktisch seu t erwerten. Lust, Lieb* 
und Terständnis für den Schul -Unterricht wird dadurch erbalten und belebt werden. 

Den Ingenl euren, Archltektent Technikern und Faehgenessen aller Art, Militfrs 
etc. etc. »oU diese Sammlung mr Anffrisohnng der erworbenen und vielleicht vergesieaeii 
mathematischen Kenntnisse dienen nnd zugleich durch ihre praktischen in allen Berttfli* 
iweigen rorkommendeu Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen \mi 
somit den Antrieb zu weiteren praitlseheii Verwertungen uod weiteren Ferschnngen gebea. 

Alle Buchhandlungen nehmen ßestelliingen entgegen« Wichtige und praktische Aof^ 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angab a der Nsseii 
▼erbreitet — Wünsche, Fragen etc.} welche die Eedaktion betroffen, nimmt der Ymh$M»t 
Dr. Klejer, Frankfurt %* M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren l^edlfM 
thunlicbit berQckiichtif t« 

- stattgwt.,^^^^^^^^^^^. ^'^ Terlagstaandli 
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mente hinzngefägt werden, ans ^Elementen, 

von denen die ihr ursprünglich angehörigen 

Erkl. 184. Die Anzahl der Variationen h — p Elemente nicht mehr permutiert 

fcter Klasse von n Elementen, in denen j) be- werden dürfen, folglich als gleich zu be- 

siiimnte nicht (gleichzeitig) enthalten sind, trachten sind, so dass jede Komplexion noch: 

wird demnach: M 

yh yh — j» , yp p^ "" -P) =: 



(Ä:— jp)! 

Permutationen gibt. Die Gesamtzahl der 
Variationen ist demnach: 

^*— i>.p(*-i>) 



Frage 117. Wie kann die Varia- 
tionszahl von n Elementen zur Aten 

Klasse dui-ch die Variationszahlen Ater Antwort. Zwischen der Anzahl der Varia- 
Klasse aus allen niedrigeren Elementen- tionen von n Elementen zur A:ten Klasse 
zahlen ausgedrückt werden? und denen der niedrigeren Elementenzahlen 

zur selben Klasse besteht die Beziehung: 



n-1 n — h^ ^-^ n— (ifc + 1)^ "-3 n — (Ä; + 2) 

Beweis. Nach Frage 114 ist: 

yTc yJc ** 



.* - ^^ (^-1)^ 

«-!"' (n — Ä;)! [n — (Ä;-i-l)] 
(n-1!) 



(n-1!) r n ]_ (n-D! h_ 

[„_(;k-j-l)]! [n — Ä; "T" J "" fn— (Ä; + l)]! n — h 
oder: , , . h 

demnach auch: 

yle yh yh ^ 

»-n-l %-2— '^n-2 ^ _ (;i; + 1) 

T^Aj TT* TT*: f^ 

«-2 »-n-S— ''»-3-„_(^^2) 
TT* rrh -trh ^ 

Die Addition dieser Gleichungen gibt, 
da sich auf der linken Seite je zwei Glieder 
aufheben: 

^n— ^k= ^\^i -^-irj + ^n-2 v^_(;i,_^-iyH + ^ä'X 
oder: 

^ ' -^* ^ I L. 17* i 



^«-2T— 7r-rTV+--- + ^.(^+i) 



' n— ' n-1 n__Jc~ »-2 w__(jfc_|_l) 

wie oben behauptet wurde, 

Erkl. 185. Der in Frage 117 gefundene 
Ausdruck kann durch Fakultäten in folgender 
Weise dargestellt werden: 

n\ hl _ (n-D! k (n — 2)1 k_^ , . fe! 

{n—kyi 1 ~" n--(Ä; + l)!*n-~Ä; + [n — (Ä; + 2)J ! ' n — (Ä; + 1) "' "^ 1 ! * 



oder: 



- -(^-Hfcyr *+[„_(&+ 1)]! *+ +1!* 
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Frage 118. Wie kann die Varia- 
tionszahl von n Elementen zur Aten 

Klasse durch die VariationszaWen aller Antwort. Die Variationszahl von n Ele- 
vorhergehenden Klassen ausgedrückt menten zur ktm Klasse kann mittels der 
werden? Variationszahlen aller niedrigeren Klassen 

ausgedrückt werden durch die Gleichung: 

yl = (n — h) rl-^ + (n — k + l) F*"'^ +(n — Ä; + 2) F*"-^H 

Beweis. Aus der Grundbeziehung in 
Erkl. 186. Nachdem in den vorhergehenden Frage 113: ^ 

Abschnitten gezeigt worden, dass die Symbole F* = (» — ^-|-1) F* ^ 

Po = 1 und C^ = 1 folgt unmittelbar: 

gesetzt werden müssen, so ist auch: y^ — y^—^ :=2 {n — k)V^'^^ 

F^ = C,, -Py =: 1 und analog: 

zu nehmen. ^^ _ i _ ^x: — 2 __ . __ /jj. ^\\\ y^-^ 

Die beiden letzten Glieder der nebenstehen- n n n 

den Gleichung: ^n"^— K~^ = [^— (*-2)] F*"' 

(n~l)F^ + l . . . . 

sind also zusammen nichts anderes als: 
n 



Die Addition dieser Gleichungen gibt: 
Ff^=(n-Ä:)Fj-^ + (n-A: + l)K*-^ + (n-Ä: + 2)F*-^+... 

+ (n — 2) F^ + (n — 1) V^ + l (Siehe Erkl. 186). 
Erkl. 187. Ersetzt man in der eben ge- 
fundenen Gleichung die Variationszahlen durch 
ihre Werte in Fakultäten ausgedrückt, so er- 
gibt sich folgende Beziehung: 

nj^ (n — k)n\ . {n — k-j-l)n\ (n — k + 2)n \ (n — 2)n! , n-nl 



(n — Ä;)! "■ (n — Ä; + l)l ^ {n-'k + 2)\ ^ (n — Ä; + 3)! ^ ' (n — 1)! ^ n\ 

(Siehe Erkl. 186). 
Durch Weglassung des beiderseitigen Faktors : 
n! 
und Multiplikation der Gleichung mit: 

{n — k)\ 
folgt hieraus: 

n — k n — k-^1 _. n — Ä;-f-2 , 



1 = 



n — k-\-l ' (n--Ä; + l)(n — ifc + 2) ' (n — Ä; + 1) (n — Ä; + 2)(n — Ä?-|-3) 

■ n — 2 _j n 

"+" (n + Ä: + l)(w — Ä: + 2)... (n— 1) "^ {n — k+1) (n — k-^2) - 



Frage 119. Wie findet man die Rang- 
zahl einer gegebenen Variation von n Ele- 
menten zur Aten Klasse durch Ausschliess- 
ung der vorhergehenden (niedrigeren) . ^ . « , 
Komplexion? \ o / Antwort. Das Anfangselement der ge- 

gebenen Komplexion sei das Ate von den 
gegebenen Elementen (a^); da jedes der 
n variierten Elemente gleich oft an der 
Spitze der Komplexionen steht, nämlich: 
(n-l)(n--2)...(n-Ä: + l)=r*l| 
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mal, so sind bereits: 

(*-i)r*zl 

Eomplexionen voransgegaogen, ehe a^ an 
Erkl. 188. Es seien: die Spitze kommt nnd die Form: 

SmÄTf "" ^^''"''''*^ "^^ ^'^ ^"*^^ ^^' ^^^""- ™* "'^ °^ ^* ^^ ^^^ ^^«^^° 
^ ^ ^ ^ Stelle fest, so gilt für die übrig bleibenden 

zu bestimmen. * ^ * » Komplexionen (A;—l)ter Klasse, die aus 

Die dem Anfangselemente a, vorausgehenden: ^?,^ ^^«^ vorhandenen n - 1 Elementen ge- 

bildet werden müssen, dasselbe Verfahren 

jjjljg^. ^*' ^" ^' wie vorher. Steht z. B. in der verlangten 

3. F^ = 3.8.7.6 = 1008 Komplexion a^ an der zweiten Stelle, so 

„ , . ^T»! -v^ ^ o * ™d bereits: 

Komplexionen. Bleibt nun a^ an der Spitze, ,. -. p.x._2 

80 gehen dem zweiten Elemente a^ an der v*~~^/ '^n — 2 

zweiten Stelle voraus: Komplexionen vorausgegangen, bis eine mit: 



mit: 

A. 1 



*A **«• 



4. F^ :^ 4.7.6 = 168 beginnende an die Beihe kommt. 

■7 War aber l ^ ' ^ - »^ 

n. An der dritten Stelle stehen ^^^ ^^ zweiter 

, die Elemente: plexionen nur: 



:. . n , 1. War aber ä</, so beträgt die Anzahl 

Komplexionen. An der dntten SteUe stehen ^^^ ^ zweiter SteUe vorausgehenden Kom- 



2.fJ = 2.6 = 12 Ueberhaupt vermindert sich für irgend 

Komplexionen; auf der vierten Stelle gehen ^^^^ ^^e Stelle der Faktor, mit welchem die 
dem verlangten Elemente Og voraus: Variationszahl der noch übrigen Elemente 

a , a , a , a ZU multiplizieren ist, um so viel Einheiten, 

Zusammen 4 Komplexionen. Die Rangzahl der als niedrigere Elemente bereits festgelegt 
gegebenen Komplexion ist demnadi: ^"^"• 

Z = 1008 4- 168 4- 12 4- 4 4- 1 = 1193 ^^ fährt man fort, bis alle Stellen be- 

-r -r -r T ^^^^^ ^^^ ^^^ addiert schlüsslich alle voraus- 

gegangenen Komplexionen; die Bangzahl der 
gegebenen ist dann: 

(Ä-l)F*i}4.o:-i)F^Z|4---+l 
(Siehe Erkl. 188.) 



Frage 120. Wie findet man die 
Eangzahl einer gegebenen Variation 
iter Klasse von n Elementen durch * 4. «♦ t? 
AusschUessung der Komplexionen höhe- Antwort. Es seien: 

ren Eanges? , ^ , Ä,t,...m 

die Zeiger der an der ersten, zweiten, • • • 

Erkl. 189. Um die Rangzahl der Variation: ^^en Stelle der gegebenen Komplexion stehen- 

32X5 den Elemente, 

ans fllnf Elementen zu finden, hat man nach ,. ^^^ ^«^ Gesamtzahl der mögUchen Varia- 

der Methode von Frage 120 von der Gesamt- "^^^n: 
zahl: vi 

vi = 120 sind abzuziehen: 
auazuschliessen: 1) alle Komplexionen, welche ein höheres 

1) (5 — 3) rj = 24.3.2 = 48 Element als das Ate an der ersten Stelle 

2)[5-(2+1)]f2 = 2.3.2 =12 haben; ihre Anzahl ist: 

,1 (n — Ä) F*-J (siehe Frage 119), 

3) [5-(l + 2)]Fj = 2.2 =4 ^^ ^. ^' , . ""^ , , ^ . 

2) die Komplexionen, welche zwar mit a 

4) (5 — 5)r^ = 0.1 =0 beginnen, aber an der zweiten Stelle ein 



uy Google 
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Bei 2) mnss (nach der Bemerkung in Ant- 
wort zu Frage 120) ausser dem Zeiger 2 noch 
ein vorhergehendes höheres Element (3) abge- 
zogen werden, bei 3) ausser dem Zeiger 1 noch 
zwei vorausgehende höhere Elemente (3 und 2). u. s. w. 

Die gesuchte Eangzahl ist demnach: 
Z=^ 120— (48 + 12+4+0) = 120—64 = 56 



höheres Element als das tte haben; die 
Anzahl derselben ist: 

(n-0F*Z2' 



endlich alle Eomplexionen, welche an den 
ersten k — 1 Stellen die verlangten Ele- 
mente besitzen, aber an der ^ten Stelle ein 
höheres als das rte, deren Anzahl ist noch: 

(»-.•) F»_, 

Bei der Berechnung der Differenzen: 
(n — i\ '" (n — r) 
ist folgende wichtige Bemerkung nicht 
zu tibersehen. Wenn in der gegebenen Kom- 
plexion höhere Elemente niedrigeren voraus- 
gehen, so sind bei Variationen ohne Wieder- 
holung diese höheren Elemente für die Be- 
setzung der späteren Stellen nicht mehr 
verwendbar. Man muss deshalb zur richti- 
gen Bestimmung der Differenzen (w — t)j' •• 
(n — r) nicht nur die Indices « , • • • r von n 
subtrahieren, sondern auch noch die Anzahl 
derjenigen bereits auf vorhergehenden 
Stellen stehender Elemente, welche höher 
als der betreffende Index i, • • • r sind (siehe 
Beispiel in Erkl. 189). 

Die verlangte Bangzahl findet sich also 
aus: 



Z=z F^-[(n-Ä)r*Z} + (n- 



-or^zI+' 



+ (n-r)r2^J 



Frage 121. Wie wird eine Varia- 
tion von gegebener Kangzahl 
gefunden, ohne die übrigen zu bilden 
und zwar durch Ausschliessung der vor- 
hergehenden Komplexionen? 



Antwort. Um aus den Eomplexionen von: 



Erkl. 190. Um z. B. die 107. Variation von 
fünf Elementen zur vierten Klasse zu finden, 
dividiert man: 

107:4.3.2 
und erhält als Quotient und Best: 

2i =4, n = 11 
weshalh an der Spitze der Komplexion das 
Element: 

5 
steht. Ferner giht: 

11:3.2 
als Quotient und Best: 

gj = 1, rj = 5 
wonach an die zweite Stelle das Element: 

2 
zu setzen ist. Hierauf giht die Division: 
5:2 
qs = 2, rg = 1 



eine bestimmte von gegebener Rangzahl z 
einzeln herauszuheben, dividiert man zunächst: 

ist q^ der Quotient und r^ der Rest, so 
weiss man damit, dass die gesuchte Kom- 
plexion mit dem (qi-\-l)ten Element he- 
ginnt und die r^te dieser Gruppe ist. Wäre: 

r, =0 
so würde die letzte mit dem g'^ten Ele- 
mente beginnende Komplexion die gesachte 
sein. 



Hierauf bilde man: 



rk — 2 

w — 2 



q2- 



» — 2 



An die zweite Stelle der gesuchten Kom- 
plexion ist dann das (3'2+l)t® Element 
(nach Ausschluss des bereits an erster 
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Da aber von den ursprünglich vorhandenen Stelle befindlichen) zu setzen. 
Elementen: hier: 



Wäre 



1, (2), 3, 4, (5) 



r, = 



die eingeklammerten bereits verwendet sind, «« ^^^f« ^f letzte Komplexion der mit 

80 kommt an die dritte Stelle das (g3H-l)te, dem q^ten Elemente (an der zweiten Stelle) 

d. h. dritte Element 4 und die gesuchte Kom- beginnenden Gruppe zu nehmen sein, 
plexion ist die erste dieser Gruppe; sie heisst In ganz gleicher Weise fährt man fort, 

demnach: bis alle Stellen besetzt sind. 
5241 (siehe Erkl. 179). 



Frage 122. Wie wird eine Varia- 
tion von gegebener Rangzahl z 
gefunden, ohne die übrigen zu bilden, 
durch Ausschliessung der nachfolgen- 
den Komplexionen? 

Erkl. 101. Für die 50. Komplexion von: 



n 



durch 



erhält man auf nebenstehende Weise 
Ausschliessung der: 

120 — 50 = 70 
späteren Eomplexionen: 

70 = 2. rJ + 22 

22 = 3.f2 + 4 

0= OFj 

Es ist demnach zu besetzen, indem man 
die Elemente von rechts nach links zählt: 
die erste Stelle durch das 3. Element: 3 
» zweite „ y^ n ^' n ' *■ 

„ dritte „ „ „3. „ *. 2 

„ vierte „ „ „1. „ *• 5 

Die verfügbare Elementenreihe ist nämlich: 
für die erste Stelle: 1, 2, 3, 4, 5 
„ „ zweite „ : 1, 2, 4, 5 
„ „ dritte „ : 2, 4, 5 
„ „ vierte „ : 2, 5 
Die verlangte Eomplexion heisst demnach: 
3125 



Antwort. Man bildet zuerst die Differenz : 

und erhält durch analoge Divisionen wie in 
vorhergehender Aufgabe die Gleichungen: 

r, = q, K-l+'^^ 



*"«: — 2 — ?fc— 1 '^« — *+l"T"*'*— 1 

Die gesuchte Komplexion hat demnach: 
an der ersten Stelle das (g'i + l)te Element 
y, „ zweiten „ „ {qz + l)te „ 



vorletzten 



V (qj^^i + l)te „ 



„ „ letzten „ „ (g^ + l)te 

wobei die Elemente von rückwärts (d. h. 
von a„ nach a^ hin) zu zählen und die 
bereits auf früheren Stellen verwendeten 
jedesmal auszuschliessen sind. 

Tritt bei der Aufstellung obiger Gleich- 
ungen der Best auf, so setzt man nichts 
destoweniger die Gleichungen fort, bis der 
Divisor eine Variationszahl der Oten Elasse, 
d. h. 1 wird. In dem Beispiel von ErkL 191 
ist dieses bei der letzten Gleichung geschehen. 



Frage 123. Wie kann nach dem 
in Erkl. 180 angegebenen Bildungsver- 
fahren der Variationen: 

1) zu einer gegebenen Komplexion 
die Bangzahl, 

2) die einer gegebenen Rangzahl ent- ,,f °*^®^- ^2 ^^l .^^^^ ^^^'^^ ^l ^T 
sDrpchPTidp KomnlPTioTi zahl der Kombination, aus welcher die 
sprecnenae nompiexion gegebene Variation durch Permutation her- 

gefauden werden? vorgeht (nach Frage 52 oder 53), und hierauf 

nach einer der Methoden, die in den Fragen 21, 
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ErkL 192. Um z. B. nach 2) in neben- 
stehender Antwort die 101. Komplexion von : 

F^l,2,3,4,5) 
zu finden, hat man: 

101 = 4.41 + 5 
da ans jeder Kombination 4! Variationen ent- 
stehen. Sie ist also die 5. Permntation der 
Kombination : 

2345 
welche selbst als fünfte in dem Ausdrucke: 

C^l,2,3,4, 5) 

enthalten ist, und lautet demnach in der lexiko- 
graphischen Anordnung: 

2534, 
in der cyklischen Anordnung hingegen: 

2453 



23 oder 26 angegeben sind, die wievielste 
Permntation hievon gebildet werden mass, 
um die gegebene Eomplexion zu erhalten. 
Z. B. entsteht (s. Erkl. 180) die Variation: 

4513 
aus der Kombination: 

1345 
welche als vierte in dem Symbol: 

C^l,2,3,4,5) 
enthalten ist. Die vorausgehenden drei Kom- 
binationen ergeben bereits: 

3.P^ = 3.4! = 72 
Variationen, und nach der lexikographi- 
schen Anordnung ist 4513 die 17. Permu- 
tation von 1345; folglich die Rangzahl der 
gegebenen Variation: 

72+17 = 89 
2) Man dividiere die gegebene Eangzahl z 
durch die der Klasse entsprechende Perma- 
tationszahl P^, so dass man hat: 

Hieraus folgt, dass die gesachte Kom- 
plexion nichts anders ist, als die rte Per- 
mutation der (g'+l)ten Kombination aus 
sämtlichen gegebenen Elementen. 



Frage 124. Wie werden Variationen 
aus mehreren Elementenreihen gebildet? 

Erkl. 193. Die in der Antwort erwähnten 
Variationen sind: 

^\\^Z 02^1^3 «3^1<^2 

Oi&2<^4 O2&1C4 08^1^4 

«l^S^a Ö2^8<^1 0'z\<^\ 

«l&S^* «2^8<^4 08^2^4 

aj&^Cg «2 ^4^1 «8^4^! 

a^fe^Cg a^y>^c^ 03^4^2 
Dieselben sind identisch mit den in Frage 60 
erklärten Kombinationen, da aus jeder Eeihe 
nur ein Element genommen wird und in der 
ersten Klasse zwischen Variationen und Kom- 
binationen kein Unterschied ist. 

Erkl* 194« Man bezeichnet die Aufgabe 
des Variierens der Elemente mehrerer Reihen 
ganz analog wie die des Kombinierens (siehe 
Frage 64). 

Die in Erkl. 193 ausgeführte Aufgabe wird 
also bezeichnet: 

und zwar bedeuten die ausserhalb der Klammer 
stehenden Zeiger, dass zur Bildung der Kom- 
plexionen aus jeder Eeihe ein Element genom- 
men werden soll. 



Antwort. Man bezeichnet die Elemente 
jeder Eeihe durch denselben Buchstaben 
(a, &,•••) und unterscheidet sie durch die 
Zeiger 1, 2, 3, • • • Ferner denke man sich 
die gegebenen Eeihen so geordnet, dass keine 
spätere weniger Elemente enthält als irgend 
eine vorhergehende, und verbinde nun jedes 
Element der ersten Eeihe mit jedem nicht 
ähnlichen (siehe Frage 60) der zweiten, 
jede dieser Verbindungen wieder mit jedem 
nicht ähnlichen Element der dritten 
Eeihe u. s. w. Auf diese Weise erhält man 
die Variationen ohne Wiederholung, deren 
Klassenexponent gleich der Anzahl der Eeihen 
ist. Seien z. B. die drei Eeihen: 

«102^8 
fei \ &8 ^4 
Cj Cj Cj C4 

gegeben, so folgen daraus die 18 in Erkl. 193 
angeführten Variationen zur dritten Klasse. 

Sollen aus einer Eeihe mehrere Elemente 
in jede Komplexion aufgenommen werden, so 
ist eine solche Eeihe ebenso oft zu setzen 
(identische Eeihen). Es seien z. B. die Eeihen: 
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Analog wird die nebenstehende Angabe, bei 
welcher ans jeder der zwei gegebenen Beihen 
zwei Elemente gewählt werden sollen, bezeich- 
net durch: 

Diese unterscheiden sich von den Kombi- 
nationen nach Frage 63 dadurch, dass die 
Zeiger der Elemente, die identischen Eeihen 
angehören, hier in beliebiger Ordnung 
folgen können, bei den Kombinationen hiegegen 
nur in steigender Ordnung. 



gegeben und ans jeder je zwei Elemente zu 
entnehmen, so setzt man jede Beihe zweimal 
und erhält folgende Variationen: 



a,a^h^\ 


a^a.W 


«8 01^2*4 


a^ai&jftj 


«l«2^&8 


a^a^W 


«8 01 ^^ 


a,a,&3ft. 


ai08&,&4 


a^a^hK 


Ö8«8^^ 


<^4^2^ih 


«108^^ 


a^a^\h^ 


a^a^b^h. 


a^a^b^b^ 


Ö1Ö4&2^ 


a^a^W 


«8«4^^ 


«4«8^&i 


a^a^h^h 


a^a^b.b. 


a^a^b^b. 


04«8^^ 



Frage 125. Wie wird die Anzahl 
der Variationen aus mehreren Antwort. Sind die gegebenen Elementen- 
Elementenreihen gefunden? reihen: 



b,b. 



Erkl. 195. In dem Beispiele Frage 124 
entstehen aus der ersten Beihe die nach- 
folgenden : 

^5 = 43 

Komplexionen, welche mit den daneben stehen- 
den: 

Komplexionen aus den unähnlichen Ele- 
menten der zweiten Beihe verbunden werden 
müssen: 

a^a^ zu verbinden mit b^b^ und b^b^ 



»1«« 


n 


n 


n 


hh 


r> 


Kh 


fll»4 


n 


» 


V 


hh 


n 


hh 


«2»! 


n 


» 


n 


l>»h 


w 


Kh 


«2ÖS 


n 


» 


n 


h,\ 


ri 


hh 


»9 »4 


n 


» 


n 


iih 


n 


W 


«8«! 


w 


» 


n 


hK 


n 


Kh 


«8 «2 


n 


n 


n 


6,6, 


n 


KK 


«8«4 


n 


n 


n 


6,6, 


n 


b^b. 


fl4»l 


n 


n 


» 


t.fr. 


» 


hh 


fl4»2 


n 


v 


7) 


hh 


w 


^^ 


«4 08 


» 


n 


n 


6,6, 


n 


hh 


Im ganzen 














y\- 


K = 


4-3X2-l = 


24 




Komplexionen. 













und sollen ans der ersten Beihe a, ans der 
zweiten jS, aus der dritten y Elemente u. s. f. 
in jede Eomplexion aufgenommen werden, 
so ist: 

Beweis. Wie aus den Beispielen in 
Frage 124 hervorgeht, besteht die Bildung 
der verlangten Komplexionen darin, dass 
man zuerst die Elemente der ersten Beihe 
zur Klasse a variiert und sie hierauf mit 
den Variationen zur Klasse ß aus den Ele- 
menten der zweiten Beihe mit Ausschluss 
der a ähnlichen Elemente zusammen- 
setzt, wobei jede Variation der ersteren 
Gruppe mit jeder der zweiten verbunden 
werden kann. Man hat hiemit: 

Y" ,vß 

Komplexionen. Jede zusammengesetzte Kom- 
plexion kann nun wieder mit jeder Variation 
zur Klasse y aus der dritten Beihe verbunden 
werden, wenn in dieser die Zeiger unter- 
drückt werden, welche schon in den beiden 
ersten Gruppen der zusammengesetzten 
Komplexion vorkommen. 

Die Anzahl der dadurch erhaltenen (aus 
drei Gruppen bestehenden) Komplexionen ist 
nun: 

Offenbar lässt sich dieser Schluss auf jede 
weitere Elementenreihe ausdehnen. 



Frage 126. Wie viele Variationen 
entstehen aus mehreren Elementenreihen, 
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wenn die aus den einzelnen Reihen ge- 
nommenen Elementengruppen nicht bei- 
sammen bleiben müssen, sondern mit 
den Elementen der übrigen Gruppen 
ihre Stellen vertauschen können? 



Erkl. 196. In obigem Beispiel entstehen 
durch Versetzung der Elemente der zwei ver- 
schiedenen Reihen aus jeder Komplexion: 

'■ =6 



z. B.: 



2!2! 

«1&8^4«2 

fcg a, ttg &4 
&3 \ a^ a^ 



Antwort Nach den Bezeichnungen der 
vorhergehenden Frage wird die Anzahl der 
Komplexionen im verlangten Falle: 

a\ß\yl"' ^m' ^n—a' ^p—(a'{'ß)"' 

Denn jede Komplexion besteht aus: 

Elementen, von denen jedoch die der näm- 
lichen Gruppe angehörigen «, ß^ /••• 
Elemente nicht mehr vertauscht werden dür- 
fen, da sie bereits in den vorhandenen Kom- 
plexionen alle möglichen verschiedenen Stel- 
lungen einnehmen. Man muss sie deshalb 
als unter sich gleich betrachten, so dass 
jede einzelne Komplexion nochmals: 

p(a,/?,y..-) _ (« + ^ + yH — )i 

Ma+/?+y-f •••) — a\ß\y\ ... 

Permutationen zulässt. 



Frage 127. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen aus mehreren Ele- 
mentenreihen, wenn auch ähnliche 
-Elemente in die nämliche Komplexion 
aufgenommen werden können? 

Erkl. 197. Sollen z. B. aus den Eeihen: 

&, &2 dg &4 
Variationen so gebildet werden, dass aus jeder 
Reihe je zwei Elemente in jede Komplexion 
aufgenommen und auch ähnliche Elemente 
zugelassen werden, so erhält man folgende 
Komplexionen : 



Antwort. Wenn auch ähnliche Elemente 
in eine Komplexion eintreten können, so wird 
hei derselben Bezeichnung wie üi Frage 125 
die Anzahl der Variationen : 

m n p 

Für die Variationen zur Klasse ß aus den 
Elementen der zweiten Reihe, zur Klasse y 
der dritten Reihe u. s. f. sind nämhch in 
vorliegendem Falle stets sämtliche Zeiger 
der betreffenden Reihen verwendbar. 



1. Gruppe : 



2. Gruppe : 



b,b. 


hh 


^h 


hh 


6,6, 


i>sK 


6,6. 


6,6. 


^\ 


hh 


hh 


hh 



und jede Komplexion der 1. Gruppe kann mit 
jeder aus der 2. Gruppe zusammengesetzt wer- 
den, so dass die Anzahl der entstehenden Va- 
riationen: 

r2.F* = 3.2X4.3 = 72 
wird. 



Erkl. 19S. In Zukunft soll die Au%abe, 
Variationen aus mehreren Reihen zu bilden, 
unter Zulassung von ähnlichen Elementen durch 
das Zeichen: 
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angedeutet werden; die in ErkL197 behandelte 
Aufgabe wird also bezeichnet durch: 



Frage 128. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen in der vorher- 
gehenden Frage, wenn die Elemente . x ^ . ^ i r, j 
der verschiedenen Gruppen auch unter ^ "*??!*•. ,^^ demselben Grunde wie m 
sich ihre Stellen vertauschen können? ^^S^J?^ 1?^'^ vorhegenden FaUe die 



Anzahl der Variationen: 
!/?!v!... 



a\ß\y\ 






Frage 129. In wie vielen Kom- 
plexionen, die in dem Ausdruck: 

r{a, ••• a^; &,•••&„; c, ... c^; . . .)^^^^ ^ . . . 

enthalten sind und in welchen die Ele- 
mente vei^chiedener Reihen auch unter 
sich ihre Stellen vertauschen können, 
befinden sich: 

1) Gruppen von mindestens ^ Ele- 
menten einer Reihe, 

2) Gruppen von genau ^ Elementen 
einer Reihe? 



Erkl. 199. Es seien die Beihen: 

&1 ^2 ^8 K K 
^1 ^2 ^8 ^4 ^5 

gegeben und soll angegeben werden, in wie 
vielen Komplexionen von: 

^'(«l---«4; ^ •••^5; ^1 •••^'5)2»4»8 

von den Elementen b mindestens drei neben- 
einander stehen, wenn die Elemente der ver- 
schiedenen Reihen untereinander beliebig ver- 
tauscht werden. Hier ist: 

m = 4, n = 5, ^ = 5 
femer : 

«:=2, /?=:4, yz=S 
und tritt ß an die Stelle von a in der allge- 
meinen Auflösung; endlich ist: 

ZU nehmen. 

Die Anzahl der Komplexionen, in denen 
mindestens drei Elemente b nebeneinander 
stehen, ist demnach: 

^-^gf^Crfrr (! + „ + ,) 

= 3.4.5.6X4.3X5.4.3.2X5.4.3 

= 31104000 



Antwort Da in die Variationen mit 
ähnlichen Elementen alle Eeihen mit anver- 
minderter Elementenzahl eintreten, so ist es 
für die folgende Ableitung gleiehgiUtig, aus 
welcher Reihe die verlangte Folge von min- 
destens ^ Elementen entnommen ist Ange- 
nommen, dieselben sollten der ersten Reihe 
angehören, so denke man sich aus den 

eine bestimmte herausgenommen und ferner 
alle Komplexionen gebildet, welche aus 
a — ^ Elementen der ersten Reihe 
ß „ „ zweiten „ 

y „ „ dritten ^ 

u. s. w. bestehen (natürlich mit Ansschlass 
jener ^ Elemente, welche in der ausgewähl- 
ten Komplexion der ^ten Klaaee vorkommen; 
deren Anzahl ist nach Frage 128, worin 
a — ^ statt a und tu — ^ statt m gesetzt 
werden muss: 






(«-^)!/J!y!... 

Setzt man die ausgeschiedene Gruppe der 
M' Elemente der ersten Reihe im ganzen an 
alle möglichen Stellen dieser ßämtliclien Kom- 
plexionen, so entstehen aus jeder derselben : 

l + «-^ + /? + y+..- 
Komplexionen, und die Gesamtzahl aller nun 
vorhandenen ist: 



(l + «-u+/J+y-}-...)^ 









_ (l + «-ju4-/»+y+- 
- (a-/.)!/»!y!... 
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Die Anzahl der Eomplexionen , in denen Diese Formel gibt an, wie oft die ans- 

gerade drei Elemente der zweiten Reihe gewählte bestimmte Folge von ^t» Elementen 

nebeneinander stehen, ist sodann: ^^r ersten Reihe sich in sämtlichen Kom- 

(a+ß—fi — l+yV' jraT7ßT7Y/-i I ^_i_.A/^ > ..\ plexionen findet. Da aber ans der ersten 

verschiedene solche Folgen gebildet werden 
können, von denen jede gleich oft vor- 
kommt, so ist die vorhergehende Formel 
noch mit dieser Variationszahl zu multipli- 
zieren. Bemerkt man dabei, dass: 

(m — ^ + l)X(w-^) ...(m — ^ — a + ^ + 1) 



~ 2!1!3! 
= 25920000 



43. 5. 4. 3. 2. 5. 4.3. 6. 5 



tn iw — fA ^ ' 



80 wird die obige Zahl: 



•)1 



F« . F^ . 



n- 



^u + 2^^ + i + 3^^^2 + 



G 



^/4+^^+l + ^^4 2+" 



Da jedoch die Gruppe der ^ti Elemente 
der ersten Reihe in den verschiedenen Kom- 
plexionen auch noch mit anderen Elementen 
derselben Reihe zusammentreffen kann, so 
werden dadurch auch Folgen von /«^ + 1» 
fi 4~ 2, • • • Elementen der ersten Reihe ent- 
stehen. In einer Folge von tJ^-\-\ Elementen 
sind aber zwei Folgen von ^ti Elementen 
enthalten, indem man entweder vom ersten 
bis vorletzten oder vom zweiten bis letzten 
der fJ^ -\-\ Elemente zählen kann ; ebenso 
sind in jeder Folge von it* + 2 Elementen 
der ersten Reihe drei Folgen von je fi Ele- 
menten enthalten u. s. w. 

Bezeichnet man also die Anzahl der Grup- 
pen von gerade fJi' Elementen, die in obiger 
Formel vorkommen, durch (r^, die Anzahl 
der Gruppen von {^ -\-\ Elementen durch 
GfjLJr- 1 u. s. f., so hat man: 

^ (1-4-« — /i + / g + yH y- rray^yy .. 

(/J — /i)!/?!y! ... m n p 

Verwandelt man in dieser Gleichung ^ in 
f* 4" 1 » so wird : 

(tt — ^4-/g + yH V' yayßyY... 

(„_^— 1)!/Jly!... *n n p 

folglich erhält man durch Subtraktion beider 
Gleichungen die Anzahl der Gruppen 
von mindestens .u Elementen der 
ersten Reihe: 

^ (tt — /^+/?+yH — V' F« F/' ry . . . 

(« — ^)!^!y!... ''fn''n''p K^-rp-rr-r ) 

2) Um hieraus die Anzahl der Grup- 
pen von gerade /u Elementen der ersten 
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<'^+. + «, 



f4. 4-2 



+ 0^ . •-! ^ (g — ^ ~ 1 -} 

'^ (« — ZA- 



Reihe za erhalten, ersetzt man in letzter 
Gleichung wieder ^ durch ^+1, wodurch: 









l)!/?!y!.. 
entsteht und subtrahiert beide von einander; 
dann folgt als gesuchte Anzahl: 



(a^fi)\ß\y\ 



Frage 130. Auf wie viele Arten 
lassen sich n gegebene Elemente in 
(mehr als n) Fächer so verteilen, dass 
kein Fach mehr als ein Element ent- 
hält, und nicht nur die Auswahl der 
Fächer, sondern auch die Anordnung 
der Elemente in denselben einen Unter- 
schied in der Verteilung bedingt? 



Antwort Die Anzahl der Verteilungs- 
arten von n Elementen in i?(>n) Fächer 
ist, soweit die Verschiedenheit der besetzten 
Fächer in Frage kommt, schon in Aufgabe 145 
gefunden worden, wobei jedoch die Elemente 
stets in steigender Ordnung der Indices zu 
nehmen waren. Können aber (wie in Frage 130 
verlangt ist) die Elemente auch unter sich 
alle möglichen Vertauschungen erleiden, so 
bestehen sovielmal mehr ioiordnungen, als 
sich die gegebenen Elemente permutieren 
lassen. Man erhält also deren 



Frage 131. Wie viele Anordnungen 
ergeben sich im vorhergehenden Falle, 
wenn von den n gegebenen Elementen 
jeweils nur k solche in die p Fächer 
verteilt werden sollen? 



Erkl. 200. Die in Frage 131 erhaltene 
Formel geht wieder in die speziellere von 
Frage 130 über, sobald man in derselben: 

k := n 

setzt. 

£rkl. 201. In dem FaUe von Frage 131 
kann natürlich auch: 

sein, keinenfalls aber k^ p. 



Antwort. Wenn von n gegebenen Ele- 
menten jedesmal k m p Fächer mit Ver- 
tauschungen verteilt werden sollen, so ist 
die Anzahl der möglichen Verteilungen: 

Denn aus den gegebenen n Elementen 
lassen sich Gruppen von je k solchen auf: 



Arten auswählen und jede Gruppe kann nach 
Frage 130 in die vorhandenen p Fächer auf: 



Arten verteilt werden; im ganzen ergeben 
sich also: 



ciK 



Verteilungen. 



Frage 132. Wie viele Anordnungen 
sind möglich, wenn die Elemente mehre- 
rer Reihen so auf gegebene Fächer 
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Eeihe niid dann die der ersten 


verteilt. 


Man erhält dann: 






C*8. F*«.C*i. 


V'^i 






p — 


h 


Es ist aber: 






^>^^-*-.==-P(^~l)- 


"(P 


-k, + l)X 


(i>-A:,). 


"(P 


^k,-.k, + l) 


= 1^*1 4-*« 
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verteilt werden sollen, dass kein Fach 

mehr als ein Element enthält und Ver- 

teuschungen der Elemente als verschie- Antwort Seien zwei Reihen, die eine 

dene Besetzungen angesehen werden? von m, die andere von n Elementen gegeben 

und sollen ans der ersteren je k^j aas der 
« ._, «^^ X.. t , ^ ., zweiten je k^ Elemente in p gegebene Fächer 

Erkl. 202. Die Anzahl der Verteünngen yerteüt werden, so ist die Anzahl der mög- 

aus nebenstehender Formel bleibt die gleiche, ^^^^^^ Anordnungen: 

wenn man zuvor die Elemente der zweiten ^ & 

m n p 

Zunächst lassen sich nämlich aus den 
m Elementen der ersten Reihe: 

m 

Gruppen bilden, welche nach Frage 131: 

m p 

Verteilungen ermöglichen. Aus den Ele- 
menten der zweiten Reihe entstehen sodann: 
Erkl. 203. Die nämliche Frage lässt sich ^ä-^ 

auch auf folgende Weise beantworten: " 

Aus den/? Fächern wähle man h^-, dies ist Gruppen, welche sich auf die noch vor- 
auf: j. handenen: 

^P P — k^ 

Arten möglich und jede solche Gruppe von leeren Fächer auf: 
Fächern kann aus den Elementen der ersten ^je^^ yh^ 

Reihe auf: »• * jp— *i 

F*i Arten verteilen lassen. Da aber jede Ver- 

Arten besetzt werden. Aus den noch übrigen f^"""^ der erstreihigen Elemente mit jeder 
p-k, Fächern werden nun k, auf: ^ ^er zweitreihigen zusammentreffen kann, so 

, hat man im ganzen: 

P — hl c^i.y^i.c^.jr^i 

Arten gewählt und jede derartige Gruppe mit . m p n p-k^ 

den Elementen der zweiten Reihe auf: Da jedoch: 

Vl^ V^^' Vl^_j,^ =:^(^_1) ... (p_A:,+l)X 

Arten besetzt. Die Gesamtzahl der Besetzungen (P—^i) • * * (p—ki—k^-Y-^) 

ist dann: = t^*i-H*^2 

p 

^p'^p^k^'^ m^ n ist, SO ergibt sich der obige Ausdruck. 

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem in 

der Antwort erhaltenen. Man hat nämlich: 



*i.C*"« . F*'. F*« = -P- iP — ky. 



m ! n ! 



k,Hm—k^)\ k^\(n—k^)\ (p—k,-k^)l 



= C^'C^*' F*»"*"*« 



Frage 133. Was versteht man unter 
absoluten Variationen? Antwort. Absolute Variationen 

nennt man diejenigen Komplexionen, in denen 
keüi Element an derjenigen Stelle steht, die 
sein Index anzeigt. Wir bezeichnen die- 
selben bei Variationen ^ter Klasse aus n Ele- 
menten durch: 



analog wie früher (siehe Frage 27) bereit« 
bei den Permutationen geschah. 
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Frage 134. Was versteht man unter 

„Normalstellen"? Antwort. Normalstellen werden in 

jeder Komplexion diejenigen Stellen genannt, 

£rkl. 204. Sind z. B. fünf Elemente: ^^^^^ Ordnungsnummem mit den Zeigern der 

sie besetzenden Elemente uberemstimmen. 

. .. ^\ ^ ^^^t ^' .. _. . So enthält z. B. die Komplexion: 
gegeben, die zor dritten Klasse variiert werden 
soUen, so können nnr die Elemente: ^2 <»4 «s «1 

a a a ®"*^ Normalstelle (mit a^ besetzt), hingegen 

NormalsteUen einnelinen. In der folgenden ^® Komplexion: 
Entwickelung sind dieselben, wo sie an solchen «i Ö5 «2 <*4 <*8 

auftreten, mit grossen Buchstaben bezeichnet: zwei Normalstellen, mit a, und a^ besetzt. 

ä^a^Aq a^a^Ä^ o, Oj a, a^ a^ a^ »5 «i «s Jede Variation, die keine Normalstelle 
ÄiA^a^ a^ «1 a^ a^ a^ a^ a^ a^A^ o^ a^A^ enthält, z. B.: 

Ä^ ttg a, ttj ag a^ «g-ij ttj a^-^a a^ a^A^ a, ist demnach eine absolute. (Siehe Frage 133). 

^03*4 öjj ag a^ ag^a^ a^A^A^ 05^2^8 Die Anzahl der Komplexionen, welche 

A^B<^b «2 <»8 ^5 «s-^iöö «4^2 0^5 «5 ^2 <»4 NormalsteUeu enthalten, einerseits und die 

^«40, «, a^ a^ ttg «4 ttj a^ ag aj a^ Og a^ Anzahl der absoluten Variationen anderseits 

A,a^A^ a,a^A, a^ a, a^ a^ a, a, a, a, a, ^ganzen 8i(^ demnach zur Gesamtzahl der 

A ^4 ^5 <»2 <*4 <*5 «8 »4 ^5 <»4 <*8 <*5 ^5 «8 »4 

-4, a^ a, a, a^ a^ Og o^ a, a^ o^ Oj a^ a^ a^ 
-^ »5-^3 «2 «5-^ «8 Ö5 «8 »4 «5 »2 «5 <»4 <*2 

^1 «5 O4 «2 «5 Ö4 »8 Ö5 «4 Ö4 »5^8 «5 «4^3 

Die Anzahl der absoluten Variationen ist 
demnach: 

32 
die der Variationen mit NormalsteUen : 

28 



Komplexionen. 



Frage 135. Wie gross ist die An- 
zahl der absoluten Variationen 
von n Elementen zur Aten Klasse? Antwort. Die Anzahl der absoluten 

Variationen von n Elementen zur A;ten 

Klasse ist: 

Erkl. 205. Wendet man das hier gezeigte «F* = F* — C^ F*Z J + C* V^Zl 

Beweisverfahren auf die Entwicklung der ab- r=k 

soluten Variationen m dem Beispiele der vor- • / -.xt^AnrO Ni:?/ ^^rrfr rrk-r 

hergehenden Erkl. 204 an, so erhält man: +(— i) ^je >^n-fc =^C— ^) ^k' ^ n-^r 



1) Gesamtzahl aller Variationen : 



r=0 



F^ = 60 Beweis. Die Anzahl der absoluten 
2) Abzuziehende Komplexionen, die irgend Variationen ergibt sich, w^n von der 
eines der Elemente ttj, a,, ag auf Normalstellen Gesamtzahl der Variationen diejenigen ab- 
enthalten: gezogen werden, welche Normalstellen ent- 
Cj . F^ = 36 halten. Von den gegebenen n Elementen 

TT«*^« j:«««^ «• j j^ TT 1 • 1 1^ können überhaupt nur die k ersten auf 

Unter diesen sind die Komplexionen, welche vr^^^«i«*^ii^„ ^^„«i,^,-«^,, xr;r«««f «*«•, T,/^« 

zwei NormalsteUen (d. h. a,al a,a, oder a,a,) Normalstellen erschemen. Nunmt man von 

enthalten, zweimal gerechnet! die Komplexion ^^^^^^ ^^^"^^ ^"^es heraus, vaniert die 

a^ajOg mit drei Normalstellen aber dreimal. » — 1 übrigen zur (^— l)ten Klasse und 

Die Anzahl der erstgenannten ist: fügt in jede Komplexion das ausgeschlossene 

C^ F^ =: 9 Element auf seiner NormalsteUe ein, so er- 

, , . ^2 geben sich: 

welche wieder addiert werden müssen. Dadurch ;b__i _ , ^fc_i 

wird aber die (hier einzige) Komplexion: ** ^n — i — ^ä; ^w- i 

ö, tta ttg Komplexionen, welche irgend ein Element 
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mit drei Normalstellen dreimal addiert (wegen auf einer Normalstelle enthalten nnd von der 

a, rtj, a^Og und a^Oj) und muss demnach wieder Gesamtzahl der Variationen: 
subtrahiert werden, so dass noch: yk 

1 = CqV^ abgezogen werden müssen. Dabei sind aber 

als negatives Glied hinzutritt. diejenigen Komplexionen, welche zwei 

Man hat demnach im ganzen: Normalstellen enthalten, doppelt abge- 

ay^ __ ^8 _ c^ v^ 4- C^ V^ — C^ V^ zogen worden; deren Anzahl ist: 

5 584'8382 01,0 

= 5.4.3-3.4.3+3.3 — 1=32 ^k^n-2'^ 

denn zwei Normalstellen können ans den 

Erkl. 206. Durch das in nebenstehendem ^ verwendbaren auf: 
Beweise eingehaltene Verfahren werden z. B. C| 

alle Komplexionen, welche ^ Nomalstellen j^^^^j^ ^^^^^ ^^^^^j^ (^^^ l,ej j^^^^^j. 

(i^k) enthalten, zuerst von der Gesamtzahl gtellen kann kein niedrigerer Index auf 

aller Variationen tmal (oder Cj mal) abgezogen, einen höheren folgen) und sind dann mit 

hierauf Cfmal addiert, dann wieder Cfmal den Variationen der übrigen n — 2 Elemente 

subtrahiert u. s. w.; da jedoch nach Frage 51: z»r blasse ^ — 2 zu verbinden. 

^ ^ -1 • Addiert man also diese Anzahl wieder 

^] ~" ^i + ^i ~~ ^» H h (— 1)* CJ = 1 zur vorhergehenden Differenz, so sind damit 

so sind dieselben schliesslich auf diese Weise Jff, Komplexionen, welche drei Normal. 

von Vi nur einmal abgezogen worden, wie '^^fjff^^'^^^^^^ 

. *•,„,,,. %.. . ^ addiert (für a.a^, a.a^, a^a,), während 

es m der That sein muss. Die im Beweise gj^ anfängUch dreifach Subtrahiert 

für 1 , 2 und 3 Normalstellen durchgeführte ,„„„^^„ 7«. ^ ^ „„ ^ ^ x rv:^«« •..«««^« 

Schluss weise bestätigt sich demnach für jede forden (für a„ a^ und a«) Diese müssen 

beliebige Anzahl von solchen. »^so »^^h einmal subtrahiert werden, d. h. 

es muss wieder der negative Summand: 

Erkl. 207« Variiert man die gegebenen , ., * , , ^ .. **,_^ , . ^_, , 

«Elemente zur nten Klasse, so gehen die der ihre Anzahl ausdruckt, beigesetzt werden. 
Variationen in die Permutationen über, und Derselbe Schluss wiederholt sich für die 

die gefundene Formel gibt nun: Komplexionen, welche vier Normalstellen 

ap ^^ p c^ P -A-C^P ... enthalten, deren Zahl: 

n n n »-l~r n n— 2 '*• ^4prjb-4 

, , , ist und welche nun wieder addiert werden 

= n ! — 4^ + -^ — • • • 4- (— l)" -^ müssen u. s. w. bis zu k Normalstellen (siehe 

_1 2 ^ ' n\ Erkl. 206). 

*^'*(_X)'" Durch Zusammenstellung dieser abwech- 

— ^ * ^j ~71 — ^^^^ positiven und negativen Summanden 

r = entsteht offenbar die oben behauptete Formel. 

übereinstimmend mit der Formel, welche in Ueber das Summenzeichen 2 siehe Er- 

Frage 30 auf anderem Wege gefunden wurde, klärung 156. 

Frage 136. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen von n Ele- Antwort. Nach der Schlussbemerkung 

menten zur Aten Klasse ^ in welchen in Antwort zu Frage 134 und der Formel 

überhaupt Normalstellen vorkommen? für die absoluten Variationen in Frage 135 

ist die Anzahl der Komplexionen, die übe^ 
haupt Normalstellen enthalten: 

Erkl. 208. Die Formel (in Frage 136) be- 
stätigt sich an dem Beispiel von Erkl 204; in 
diesem gibt sie für die Anzahl der Komplexionen 
mit Normalstellen überhaupt: 

^3 K—^l K+^l K = 3-4.3 - 3.3 + 1 = 28 



r = l 
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Frage 137. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen von n Ele- 
menten zur iten Klasse, in denen gerade 
i Normalstellen vorkommen {i<^k)? 



Antwort. Die Anzahl deijenigen Varia- 
tionen von n Elementen zur kten Klasse, 
welche genau i Normalstellen enthalten, ist: 



oi- 



rh^i 



oder wenn für letzteres Symbol sein Wert 
ans Frage 135 eingesetzt wird, indem man 
daselbst n — i statt n und k — i statt k 
schreibt: 

c\[vlr,-ci_,.viz:r\+ci_,viz\z\- ••■ +i-if-'ciz\-yu.] 



Erkl. 209. Es lässt sich nunmehr auch die 
Frage beantworten: 

„Wie gross ist die Anzahl der Permuta- 
tionen von n Elementen, in denen genau i 
Normalstellen vorkommen (oder in denen n — i 
Elemente absolut permutiert sind)?" 

Die Lösung besteht einfach darin, dass man 
m der nebenstehenden Formel n statt k setzt, 
wodurch die Variationen A;ter Klasse in Per- 
mntationen von n Elementen übergehen; man 
eriiält demnach als gesuchte Anzahl: 



Drückt man C^ durch Fakultäten aus und 
setzi für "P^.,. den Wert, der aus "P^ (siehe 
Frage 30) folgt, wenn w — » statt n geschrieben 
wird, so gibt der gefundene Ausdruck: 

.! L 11 ^ 2! 3! ^ 



= ^i 2 (- 



V>'-Cl_,-VlZ\Z'-r 



Denn zunächst können die verlangten 
i Normalstellen aus den k möglichen auf: 

Arten angenommen werden. Hat man eine 
bestinmite Wahl getroffen, so dürfen unter 
den k — i noch leeren Stellen keine Normal- 
stellen mehr vorkommen, d. h. die noch 
vorhandenen n — i Elemente müssen zur 
{k — f)ten Klasse absolut variiert werden. 
Man hat also im ganzen: 

Eomplexionen, wie oben behauptet wurde. 



Frage 138. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen von n Ele- 
menten zur Aten Klasse, in welchen 

1) höchstens i Normalstellen, 

2) wenigstens i Normalstellen 
vorkommen? 

Erkl. 210. Analog erhält man die Anzahl der 
Permutationen mit höchstens i Normal- 
stellen (oder mit wenigstens n -— « absolut 
variierten Elementen) wenn man in nebenstehen- 
der Formel h = n setzt, sie lautet dann: 



Antwort. 1) Die verlangte Anzahl der 
Variationen, die höchstens i Normalstellen 
enthalten, setzt sich aus folgenden Summanden 
zusammen : 
Variationen ohne Normalstellen: 



mit 1 

n 2 



arrfc 

H 

h' ^ n — 1 



Ci^aylc-i^ 



+crp, 



— » ^j n 



Setzt man für den beliebig gewählten Buch- 
staben r nach und nach die Werte 0, 1, 2 • • • t, 
so entstehen der Eeihe nach die obigen Sum- 
manden. 



und ist demnach: 

r = t 
»- = 

2) Die Anzahl der Variationen, welche 
wenigstens / Normalstellen enthalten, wird 

.,y....uy Google 
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DieAnzahlderPermntatlonen mit wenig- gefunden, wenn man von der Gesamtzahl 
8 1 e n 8 » Normalstellen (oder : höchstens n — t ab- alf er Variationen diejenigen subtrahiert, welche 
solnt variierten Elementen) folgt ebenso aus höchstens t — 1 Normalstellen enthalten 

iLiT^ "" "' ^"^ ^''^' ^^^' ^^^ ^^^^^ ^^^^^ ^^ 1) angegeben ist mit 

Ausschluss des letzten Summanden. 

^n^^n-i'^^n "-^n— »— iH l~^w*-^o Mau kann auch direkt verfahren, indem 

r=:n-i man die Anzahl der Variationen bestimmt, 

— "^ c*-^*'^P welche i, « + 1» **•» ^ Normalstellen ent- 

'^0 ** '»—»•"♦• halten und diiese Zahlen addiert; in diesem 
Falle entsteht der Ausdruck: 

r = Ö 

Anmerkung 1. üeber Normalstellen bei Variationen aus mehreren Elementenreihen 
siehe Frage 152 ff. 

Ueber Variationen bei beschränkter Stellenbesetzung Frage 169 £ 



b) Gelöste Aufgaben Ober Variationen ohne Wiederholung. 

Aufgabe 309. Die Variationen zu 
bilden, vrelche in folgenden Ausdrücken 

enthalten sind: AunSsung. Nach der in Frage 111 ge- 

1) F* (1, 2, 3, 4); 2) F' (o, t, c, d, e). lehrten Erhöhungsmethode hat man: 



1)123 


213 


312 


412 




124 


214 


314 


413 




132 


231 


321 


421 




134 


234 


324 


423 




142 


241 


341 


431 




143 


243 


^42 


432 




2)ahe 


bac 


cab 


dab 


eai 


abd 


had 


cad 


dac 


tac 


ahe 


bae 


cae 


dae 


ead 


ach 


bea 


eba 


dba 


eha 


acd 


bed 


cbd 


dbe 


ehe 


ace 


bce 


cbe 


dbe 


ehd 


adb 


bda 


cda 


dca 


eea 


ade 


bdc 


edb 


dcb 


ech 


ade 


bde 


cde 


dce 


eei 


aeh 


bea 


cea 


dea 


eda 


aec 


bee 


ceb 


deb 


edb 


aed 


bed 


ced 


dec 


edc 



Anfgabe 310. Wie viele Kom- 
plexionen enthalten die Ausdrücke: 



1) ^?; 2) 



^ 10» 



3) F,\^ 



Aunösung. Nach Frage 113 erhält man: 

1) F? = 7.4.5 = 210 

2) y\^ = 10.9.8.7.6 = 30240 

3) FJ^ = 2»(2n—l)(2n — 2). ..(« + !) 
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Der ausführliche Prospekt und das ausfilhrliche Inhalts* 
rerzeichnis der „Tollständig gelösten Anfgabensanmünng von 
Dr. Ad. Kleyer" kann Ton jeder Bnchliandlang, sowie ^on der 
Jerlagßliandlang gratis und portofrei bezogen werden 

Bemerkt sei hier nar: 

1), Jedes Heft ist aufgeschiütteii and gut brochiert am den iof ortigen aad dauern«^ 
den Gebrauch zu gestatten, 

3). JedeB Kapitel nthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnia, Berichtigatigen 
and Erklärungen am Schlosse desselben. 

S). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden, 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zn dem AbonnementBpreiae von 25 Ffg* pro Heft 

6)* Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver- 
feichniB ist, wie am dem Prospekt ersiöhtliob, ohne jede Bedeutung 
för die Interessenten. 

8). Das Werk enthfilt Ailei^ was sich Qberhanpt auf mathematlscbe Wissenschafteii 
bedehtf alle Lehriätze, Formeln ond Hegeln etc. mit ßeweisen, alle praktischen 
Aufgaben in yoilständig gelöster Form mit AnbäDgen angelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortreSlichen Figuren. 

7). Das Werk Ist ein praktisches Lehrbuch für Sohüler aUer Schulen, das 
bdttd Handbuch für Lehrer und Exanunatoren, das Torsfiglichste Lehrbuch 
sum Selbstitudiumt das Tortre£nichste Naahsohlagebuch für Fachleute und 
Techniker jeder Art, 

8). Alle BacUhandlaBien nehmen Bestellungen entgegen. 



B^^ Das vollständige 

Inhaltsverzeiclmis 

der bis jeimt erschienenen Hefte 

kann durch jede Bachhandlung bezogen werden, 



Halbjährlich arscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 
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Aufgaben- Sanimlurig 



— ^ebst Anhängen ungelöster Aufgabeni für den Sctiuh & Selbstunterricht - 

^ mit 

i^ß% imd EDtwIcUimg der benstzten Sätie, Formeln, Regals, In Fragen nnd intf orten 

erl&ntert düfdi 

Tiele HolzscIiniUe & lithograpli. Tafeln, 

sui allen Zweigen 

der Eeeheukansti der niederen (Algebra^ PU&imetrie, Stereometrie, ebenen n. tph&riiclie& 

Trigonometrie j tynthetiBchen Geometrie €tc,) u. höheren Mathematik (hflheie Analyiia, 

Differential- ii. Integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u» des Eaumei etc*); — 

ans allen Zweiten der Phynlk, Meehaaltc^ Oraphostatihi Chemie, Geedlsle» Nantl^t 

taathemat, Geographien ABtron^mle; des MaBchiiien*^ Stragien*, Elsenhahn-| Wasfler^f 

Brtleken- a* Uoehban^s; der Konstroktfanslehren als: darsteU. I^e<»metriet PolHr* a. 

ParaUel-Perspektire» SchatlenkonstmMlQQen etc. etc. 

fftr 

SchtUer, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, HilitSrs etc* 

zum einzig richtigen ynd erfolgreichen 

Stndiom, zar Foftliülfe bei Schularbeiten nnd zur rstlonellan Verwertung 

der exakten Wissenschaften * 
herauBgef eben von 

I>r# Adolph Kleyer^ 

In Frankfurt ft. M. 
unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 



Kombinatorik 

~ oder 

Die Lehre von den kombinatorischen Operationen. 

(Pertiiiitaticiti, Koitibitiiitioii^ Tarmtion.) 
■ (Nach System Kleyer bearbeitet von Prof- H. Stmidaelier. 

i Fortsetzung v. Heft 1184. ~ Seite 193—208, 
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OelCate und unget^Bto Anfgabtin über difr Yariattoti^in übaa WiederholatiK. — Yi^riatloiifla lalt 

WJiL'dyrboltLnfj, 





Stuttgart 1893. 
Verlag von Julius Maier. 



Das vallstSndige In Naftt Verzeichnis der bis jetzt erschienen«» tteft% kiim 
durch jede Buch Handlung bdzegen werden. 



t^reisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieaea Werk, welchem keiD RhnlJchei zur Seite ateht^ eracheint monatlich in 3—4 
Heften £u dem blUl^n Frelie von 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtii* 
Bten und praktiachaten Aufgraben ans dem Gesatntgebiete der Mathematik ^ Pbjalh| 
JtfeehanJk , matb» Geographie f Aatrouftmie | dea Haaehlnea- ^ Straaaeu^ f Elaenbahii'» 
BrUeken- und Hoehbaaeai des kOfiBtraktlreu Zeichnens etc. etc. und zwar tn TolIatKndi^ 
geldater Farm, mit rillen Pi^rarea, Erklärangeü nebst Angabe nnd EntTriokeluDg der 
bena taten Sätze r Formeini Regeln in Fragen mit Antworten etc. ^ so data die Lfiauni 
jedermann verstdjidlich sein kann, bezw, wird^ wenn eine gröaaere Ansabl der^efte €r- 
BcMeneu iet| da dleaelbeii sieb In Ihrer Geaamtheit ergliiasen und alidann ancb all^ 
Teile der reinen nnd angewandten MatheiP^tik — nach besonderen selbat&ndigen Kapiteln 
angeordnet — fcrliegen. 

Faat jedem Hefte iat ein Anhang von ung^l5aten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studiereadea 
Qberlaaaen bleiben, und Eugleich von den Herren Lehrern fOr den Schulunterricht beniitxt 
werden können * Die L5snngen hierzu werden apäter in beaonderen Heften für die Hand dpi 
Lehren erschein en. Am ächlusae eines jeden Kf^pitels gelangen- Titelblatt, Inhal tsverzeicb^ 
nis BerichtiguDgen und erlftuternde Erkl&rungeL Über daa betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt annächat den Hauptbeatandteil dea mathematiach-natarwissen^ 
ichaft liehen Unterrichtaplanes folgender Schulen; Realach ölen I, und II. Ordn.| glelcli* 
berechtigten h5heren Bilrgerschnleni PrlTatachuIen ^ Gymnasien, Reftlgjninagieiif Fr«- 
gf mnaslen ^ Seh ullehrer - Seminaren ^ rol|^techntken , Techniken , Ray gewerkacbaleUj 
Getrerbeschnlen, Handelsachulen, teehn. Yorhereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
fartbildungsaehiilen, Akademienf Unirer glitten, Land- und Feratwlaaensehaftsscbii]«fii 
llllltftrschnlen , Torberel tu nga - Anstalten aller Arten ala z, B. fflr das EinjAhrig-Fret* 
wlUlge- und Offiziers ^Examen etc. 

Die Schfüer, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischem nnd 
naturwiasenaohaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Sehritt geloatep Aufgaben* 
Sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der L5anngen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche aie bei ihren Prüfungen eu lösen haben, zugleicb aber 
auch die Dberaus groafte Fruchtbarkeit der matbematiachen Wiaiensehaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer aoll mit dfeser AufgabensammluDg eine kräftige Stütze f(lr den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktlsohen Teils der mathematischem 
Disciplinen — aum Auftüsen von Aufgaben — in den meiaten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Bchaler bei aeinen häuslichen Arbeiten eine toU- 
■t&udige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Anf gaben in IdseUi die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätse etc. anzuwenden und praktisch sin verwerten. Lust^ Liebe 
und Versiändüis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Arehltekten, Technikern und Facbgenosaen aller Art, Hllltlr« 
etc. etc. soll diese Sammlung lur AulTrlschnng der erworbenen und vielleicht vergeisessn 
mathematischen Eeontnisse dieneu und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemf^* 
swelgen verlcommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen usd 
•ümit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen gebea. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktiache Auf' 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der NaiäaQ 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen , nimmt der Verfasatr, 
Dr. Elejer, Frankfurt a.M., Fiacherfeldatraaae 16, entgegen, nnd wird deren Eriedigftfll 
Ihnnlichst berüeksicbtigL 
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Bie Verlagshandlung. 
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auszudrücken: 



Gelöste Aufgaben über Variationen ohne Wiederholung. 
Durch Fakultäten 



193 



1) ^2n; 2) v:-l 



Auflösung. Nach Frage 114 wird: 

IX xrn __ (2n)! 

9X TT»-* _ (n + h )\ 



{2k)\ 



Aufgabe 312. Wie viele Zahlen 
gibt es, die mit vier verschiedenen un- 
geraden Ziffern geschrieben werden; 
und wie viele die mit flinf solchen Ziffern 
geschrieben werden? 



Auflösung. Die gesuchte Anzahl ist 
identisch mit der Anzahl der Variationen 



vierter Klasse aus den Elementen 1, 3, 5, 7, 9. 
Erkl. 211. Die Vanationszahlen der beiden Man erhält demnach: 
höchsten Klassen von n Elementen sind immer ,^4 e -i o « -i«^ 

r - = o«4»0'2 = 120 



gleich; denn: 



und 



da: 



" — j^i -- w. 



F" = — - = n ! = P 



Ebenso ist die Anzahl der mit fünf ver- 
schiedenen ungeraden Ziffern geschriebenen 
Zahlen : 

F? = 5.4.3.2.1 = 120 



0! = 1 
gesetzt werden muss. 



Aufgabe 313. Wie viele Kom 
plexionen von: 

V^(ahcdef) 
enthalten wenigstens eines der Elemente: ^^^ f®^ gesuchten Komplexionen: 
a oder e? 



Auflösung. Nach Erkl. 182 ist die An- 



Vt—Vl = 6.5.4.3 — 4.3.2.1 = 336 



Aufgabe 314. Wie viele Kom- 
plexionen von: 

F^ (123456789) 

enthalten: 

1) wenigstens eine gerade Ziffer? 

2) die Ziffern 1 und 9 ? 



Auflösung. 1) Man hat nach Erkl. 182: 



* 9 5—41 ^ • 



15000 



2) Nach Frage 116 lautet die Lösung 
von 2): 

V^'P^^^ =z 7.6.5.|-j- = 4200 



Aufgabe 315. Wie viele Zahlen 
gibt es, die mit 6 verschiedenen Ziffern 
geschrieben werden, und wie viele da- 
runter enthalten: 

1) vier ungerade Ziffern, 

2) drei gerade Ziffern? 



st au da eher, Kombinatorik. 



Auflösung. Die Ziffern bis 9 geben: 



Komplexionen, wovon alle mit beginnenden 
abzuziehen sind. Da jede Ziffer gleich oft 
an der Spitze erscheint, so bleiben: 

F^o — -TK-T^o = 9.9.8.7.6.5 = 136080 
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1) Nimmt man eine bestimmte Gruppe 
von 4 ungeraden Ziffern, z.B. 1357 heraus, 
so gibt es in der 6. Klasse : 



1 175 
5 



Komplexionen, welche diese Ziffern enthalten. 

Erkl. 212. Die zwei zur Ergänzung der Von diesen beginnen mit 0: 
Klasse nötigen Elemente können nur aus den ^ 

geraden Ziffern: ^4 ^ 

0, 2, 4, 6, Komplexionen, je nachdem 01357 noch mit: 
genommen, also auf: 2, 4, 6, 8 

Cl verbunden ist; jede solche Verbindung gibt: 
Arten ausgewählt werden. Jede solche Ver- F^ 

m ung, z. .. ^^^^Q2 Versetzungen, wenn an der Spitze fest- 

muss sodann zur 6. Klasse varüert (oder, was erebalten wird. Man hat demnach: 
hier dasselbe ist, permutiert) werden. Cl V^ — Cl V^ 

Zahlen, welche die ungeraden Ziffern 135 7 
enthalten. Da aber aus den ungeraden Ziffern 
1, 3, 5, 7, 9: 

et 

solcher Gruppen herausgenommen werden 
können, so ist die Gesamtzahl der verlangten 
Zahlen : 



{Cl Vi - C\ vi) cl = (4^-6 ! - 4.5 l) 5 = 33600 

2) Je drei gerade Ziffern werden mit je 
drei ungeraden verbunden und variiert; dies 
kann auf: 

clcl-rl 

Arten geschehen. Von diesen Komplexionen 
beginnen mit 0: 

cl-cl-rl 

SO dass die Anzahl der gesuchten Zahlen ist: 



Aufgabe 316. Von den Farben 

weiss, blau, grün, gelb, rot und schwarz 

sollen je vier auf alle möglichen Arten Auflösung. Die Anzahl aller Verbin- 

verbunden werden; v^ie viele Verbin- düngen ist offenbar: 

düngen gibt es und in v^ie vielen kom- F* = 6.5.4-3 = 360. 

men die Farben weiss und blau vor? Verbindungen, welche weiss und blau in be- 
liebiger Folge enthalten, sind darunter nach 
Frage 116: 

72.p(2) = 4.3.-11 = 144 



Aufgabe 317. Wie kann die Varia- 
tionszahl von 12 Elementen zur 5. Klasse Auflösung. Man kann hierzu die in 
durch eine Summe von Variationszahlen Frage 117 abgeleitete Formel benützen, wo- 
derselben Klasse ausgedrückt werden? nach ist: 
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W Aufgabe 318. Wie kann folgende 

I Summe: 

■ j(2n 

I 



(2n — 1) ! (2n — 2) ! (2n — 3) ! Auflösung. In der Formel von Erkl. 185 

h /yi _ 1) I + (n — 2)\ *' ^*°^ ™^^ setzen: 

^ I 2n statt n und n statt Jk 

+ -X^ + ('*-l)J so wird: 

kurz ausgedrückt werden ?' (211^-1)1 . (2n—2)\ . n\_ 



nln 



Aufgabe 319. Wie kann die Varia- 

tionszahl von 12 Elementen zur 9. Klasse 

durch eine Summe von Variationszahlen . -,.. xr u tt ^..o i.«ix 

aller vorhergehenden Klassen ausge- ^^ ^^^K' bSÄ?^^ 
drückt werden? ™ gegebenen Beispiele. 

+ 11FJ2 + 1=: 78933600 



Aufgabe 320. Wie gross ist fol- 
gende Summe: 

2 3 4 5 Auflösung. Nach Erkl. 187 hat diese 

3 "*" 3.4 ' 3.4.5 "^ 3.4.5-6 "• Summe, wenn man: 

10 , 12 « n = 12 und Ä; = 10 



3.4 ... 11 ' 3.4 ... 12 • nimmt, den Wert 1. 



Aufgabe 321. Die Rangzahl der 
Variation ohne Wiederholung: 

^^^^^ Auflösung. 1) Die erste SteUe ist von 

aus den Elementen bis 9 zu finden: den Elementen: 

1) durch Ausschliessung der niedri- 0, 1, 2, 3, 4, 5 
geren, besetzt, in: 

2) durch Ausschliessung der höheren 
Komplexionen. 





6 Fj = 18144 






Komplexionen, 
mit: 


Hierauf folgen 
60 


sogleich 


die 


beginnenden. 
Elemente : 


Die dritte Stelle 
1, 2, 3, 4, 5, 7, 8 


enthält 


die 


in 


7 F^ = 294 






Komplexionen 


; die vierte enthält 1 in: 






lFi = 6 







Komplexionen. Gesamtzahl der bisherigen 
Komplexionen : 

18444 

also hat die gesuchte Komplexion die Rang- 
zahl: 

18445 
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2) Die Anzahl sämtlicher Komplexionen 
ist: 

r\^ = 30240 

120 nnd 









V\^ = 30240 


Davon werden nach 
ErkL 185 ansgeschlossen : 


Frage 






(10- 


-7)F* = 


9072 






(10- 


-2)r» = 


2688 






(10- 


- 10) r? = 









(10- 


-6)r> = 


30 






(10- 


-5)F« = 


6 



11795 
Demnach ist die Rangzahl der gesuchten 
Komplexion : 

30240 — 11795 = 18446 



Aufgabe 322. Die 3167458467. 
Variation 8. Klasse ohne Wiederholung 

aus den 26 Buchstaben des deutschen Auflösung Nach Frage 121 dividiert 
Alphabetes durch Ausschliessung der ^an die gegebene Rangzahl durch: 
vorhergehenden Komplexionen zu be- ^7 -2422728000 

stimmen. . , „,^ 25 

und erhält: 

g, = 1, r, = 744730467 
wonach die erste Stelle durch den Buch- 
staben: 

h 

zu besetzen ist — Nun gibt: 

r^ : Vl^ = 744730467 : 96909120 

die Werte: 

g, = 7, r, = 66366627 
Die zweite Stelle erhält also den 8. Bach- 
staben (nach Ausschluss von b)^ d. h.: 
i 
Weiter ist: 

rj : F^3 = 66366627 : 4037880 

ZU berechnen, woraus man: 

53 = 16, rg = 1760547 

und als dritte Stelle s erhält. Aus: 

rs : F^2 = 1760547 : 175560 

folgt nun: 

q^ = 10, r^ = 4947 

und an vierter Stelle m. Hierauf gibt: 
r^ : Vl^ = 4947 : 7980 

g, = 0, r, = 4947 
SO dass an die fünfte Stelle der Buchstabe a 
kommt. 

r, : Vl^ = 4947 : 380 

gibt: / 

g, = 13, re = 7 ^ 
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also kommt an die sechste Stelle der BugIl- 
stabe r. 

r,.F|, = 7:19 

gibt: 

<7, = 0, rj = 7 

d. h. auf der siebenten Stelle den nnnmeb* 
rigen ersten Buchstaben c, nnd auf der achten 
Stelle den siebenten Buchstabea k. Die ge- 
suchte Komplexion ist demnach: 
„biamarck" 



Aufgabe 323. Es soll die 75900. 
Variation 6. Klasse ohne Wiederholung 
aus den Elementen bis 9 durch Aus- 
schliessung der späteren Komplexionen 
gefunden werden. 



Auflösung. Es ist: 



V\q = 10-9. 8*7^ 6- 5 = 151200t 

also sind auszuschliessen : 

151200 — 75900 = 75300 
Komplexionen. Man hat nun: 

75300 = 4 F^ + 14820 

14820 = 8 r* + 1380 

1380 = ÖF^ + 120 

120 = 4F^ + 

= OFj + 

= F^ + 

Die Stellenbesetzung ist also folgende: 



SteUe: OrdnuEgazahl des Elem.; 




1. 5 


5 


2. 


a 


3. 7 


Ä 


4. t 


i 


5. .1 


» 


6. i 


8 


Folglich ist die gesuchte Komplexion: 


502498 





Aufgabe 324. Wie heisst die 10410. 
Variation der in dem Worte „HARMO- 
NIE" enthaltenen Buchstaben? 



Auflösnn^. Es handelt sich um eine 
Variation 6. Klasse aus den 8 Elementen: 

Man bildet demnach: 

10410 = 4 F^ + 330 

330 = 0FJ + 330 

330 = 5 F^ + 30 

30 = 2 F^ + 6 

6 = 2FJ + 

und erhält daraus ali gesuchtes Wort: 
„MARINE«, 
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Aufgabe 325. Die wievielste Varia- 
tion des in vorhergehender Aufgabe ge- 
nannten Wortes heisst „RAHMEN"? 

Durch Ausschliessung der Komplexio- 
nen höheren Eanges zu bestimmen. 



Auflösung. Die Gesamtzahl der hierher 
gehörigen Variationen ist: 

Vi = 20160 

da die Zeiger der Bachstaben des gesuchten 
Wortes in der alphabetischen Eeihenfolge 
der gegebenen Buchstaben: 

8, 1, 3, 5, 2, 6 
sind, so werden ausgeschlossen: 

(8 — 8) r^ = KomplexioneÄ 
(8 — 2) Fj = 2160 
(8 — 4) Fj = 240 
(8 _ 6) F^ = 24 
9 
1 



(8-5) Fj = 
(8-7) F^ = 



2434 Eomplexionen 
Die Eangzahl der gegebeneu Komplexion 
ist demnach: 

20160 — 2434 = 17726 



Aufgabe 326. In wie vielen Varia- 
tionen der Elemente: 

j TT-i 'x L ' j« T-ii j. ^^ Auflösunff. Man betrachtet 15 als ein 

zur 4. Klasse stehen die Elemente 15 nntrennbares'^Element a und sucht in Ade 

in dieser oder umgekehrter Ordnung vielen Komplexionen von: 
nebeneinander? r»(a,2,3,4) 

dieses Element vorkommt. Dies ergibt sich, 
wenn man die Anzahl der Variationen, in 
denen a nicht vorkommt, d. h. die Kom- 
plexionen von: 

F^2,3,4) 
deren es: 

32. 1 = 6 

gibt von der Anzahl der in vorhergehendem 
Ausdrucke enthaltenen: 

4.3.2 = 24 
Komplexionen abzieht. Das Doppelelement a 
kommt also: 

24 — 6 = 18 

mal vor, ebenso oft die Verbindung 51; die 
Elemente 1 und 5 stehen demnach 36 mal 
neben einander. 



Aufgabe 327. Die Variationen aus 
den Elementenreihen: 

Ci C, Cj C4 Cj 

^1 ^2 ^a ^4 ^i 



Auflösung. Die Aufgabe wird darge- 
stellt durch die Bezeichnung: 

^(öi«2; ^ihh'> ^i^i "' *»)i, 1,2 
und gibt folgende Variationen: ^ 
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mit Ausschluss ähnlicher Elemente zu <^ih<^sc^ <^ih<^iC4 (^i^Cs^i «2*8<?i«4 

bilden, wenn die Elemente verschiedener «i*a<^8<^& <*ihc%Cb «2^<^8«5 f*%h<^iCb 

Reihen nicht unter einander vertauscht «i&iC4<?3 «i*8^4<?2 «a^<?4<^8 Oa*8<^4<^i 

werden. öi^c^<?5 <^ih<^4<^b «2^<?4<?5 a^^sC^Cr, 

a^h^Cj^Cs a^hCj^c^ «a^^s^^s <»2^8<^ö<^i 

a^h^c^c^ ai&aCftC^ Ö2*i^5<^4 <»2*8^5<^4 



Aufgabe 328. Die Anzahl der in 
folgenden Ausdrücken enthaltenen Varia- 
tionen anzugeben; 

1) r(a, ...a,; 6, ... 5^; c, • ^ Ce)i,2,8 

2) ^(«i«-««; ^•••&9)4,5 Auflösung. Nach Frage 125 und 126 
und zwar a), wenn die Elemente jeder wh'd die gesuchte Anzahl: 

Eeihe beisammen stehen, i\ j^^ v^ -v^ 'V^ = 4x3*2x 3-2-1 = 144 

b) wenn die Elemente, welche ver- gt 

schiedenen Keihen angehören, unter sich ^) -2TJr ^l'^l'^l = ^'^^ = 8^40 

ihre Plätze wechseln können. ^^ ^^ Fj'.y| = 9.8.7.6x5! = 362880 

b) -^^ • ^9 • ^6 = 126 . 362880 =: 45722880 



Aufgabe 329. In vier Gefässen 
befinden sich je sechs Kugeln von ver- 
schiedenen Grössen; in jedem Gefasse 
sind die Kugeln von anderer Farbe, 
während die Grössen überall dieselben 

sind. Auf wie viel Arten kann man Auflösung. Man bezeichne die Grössen 
aus den Gefässen vier Kugeln so heraus- (ab- oder zunehmend) durch die Zeiger 1 
nehmen , dass jede von verschiedener bis 6, ferner die Kugehi des ersten Gefässes 
Farbe und verschiedener Grösse ist? mit a, die des zweiten mit b u. s. f. Man 

hat sodann die Anzahl der Variationen in 

dem Ausdrucke: 

F(ai . • . a^; b^-'-b^; c, • • • c^; rfj • • . d^)^^ j^ ,^ j 

ZU suchen; dieselbe ist: 



Aufgabe 330. Die Variationen aus 
den Elementenreihen: 

,* W , Auflösung. Die Aufgabe, welche nach 

b,ö^b^b,b, ^^^ jg^ ^^^^^ ^^ Symbol: 

zu bilden, wenn auch ähnuche Elemente 

in eine Komplexion eintreten können. («i^s^s» i--- 5)2,1 

bezeichnet wird, enthält folgende Variationen : 

a^a^bi ajag^i 0,0,5, a^a^b^ <'s^ibi Os^a^i 

a^^a^b^ a^a^b^ a^a^b^ 0,^8^2 <»8<*i^2 <^s^2b^ 

a^a^b^ »i«3^8 <»2Öfi&8 ötafls^s «s^i^s «s^^a^a 

Ol ^2 b^ a, 03 b^ a, o, ^4 a, o^ b^ a^ a, b^ a^ a, b^ 

a^a^br, a^a^b^ a^aib^ «2 «3 ^5 «s^i^s «8«2^6 
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Aufgabe 331. Die Anzahl der in 
folgenden Ausdrücken enthaltenen Varia- 
tionen anzugeben: 

1) ^' (öl ' • • «5 ; ^1 • • • ^; «1 • • • ^e)], 2, 1 Auflösung. Nach Frage 128 ergibt sich: 

3.4X5X5-4X6 = 7200 



' ^/ O f '^ 5 '^ 5 '^ 6 



wenn die Elemente verschiedener Keihen _ , 

auch unter sich ihre Rollen vertauschen 2) -jy-Fr ^7 '^s = ^•'^X7.6.5.4X8.7.6 

können. * =9878400 



Aufgabe 332. Die Anzahl der- 
jenigen, in dem Ausdruck: 

F' (aj aj ttg a4 ; &i h^ 1^)^^ ^ Auflösung. Nach Frage 129 ist die An- 
enthaltenen Variationen anzugeben, in zahl der verlangten Komplexionen: 
welchen Gruppen von mindestens zwei (3 — 2 + 2)! ^3 ^^2q i oy 
Elementen a vorkommen. 1^2! 4-3^1 

= 3X4.3.2X3-2X3 = 1296 

Aufgabe 333. Die Anzahl der Varia- 
tionen des Ausdruckes: 

anzugeben, in denen 

1) Gruppen von mindestens 4 Ele- Auflösung. Die in Frage 129 gefundenea 
menten, Formeln geben: 

2) Gruppen von genau 4 Elementen i) (^ + ^ + ^-'^)^' y^^,y^^.y^^^i-^i^2) 
der dritten Reihe enthalten sind. i!2!i! 

= 12.4.6.120.4 = 138240 

2) ^^ \^+'P ^- Fi. F3^Fg (1 + 1 + 2) (1 + 2) 

= 3.4.6.120.4.3 = 103680 



Aufgabe 334. In sieben nummerierte 
Fächer sollen fünf Kugeln von verschie- 
denen Farben so verteüt werden, dass Auflösung. Da sowohl die Fächer als 
in keinem Fache mehr als eine Kugel ^e Kugehi unter einander verschieden sind, 
sich befindet. Auf wie viele Arten ist so ist nach Frage 130 zu verfahren und 
das möglich? die gesuchte Anzahl: 



7.6-5.4.3 = 2520 



Aufgabe 335. Auf wie viele ver- 
schiedene Arten können 10 Personen - «... t^. . i,i ^ r» ^ 
auf 11 nummerierten Stühlen Platz „...^^E^^ff.' ^1.^^^"^ ^'' Besetzungs- 



nehmen? 



arten ist nach Frage 130: 



F}J = 11 ! = 39916800 



Aufgabe 336. Von sieben ver- - 

schiedenfarbigen Kugeln sollen je vier Auflösung. Nach Frage 131 erhält min: 
in fünf Fächer verteilt werden ; auf wie ^ 4 _ 7-6.5 , 

viel Arten ist das möglich? ^7*^5 - t:2:3"*^- - ^^ / 

Verteilungsarten. f 
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Aufgabe 337. Von 16 Knaben und 
10 Mädchen sollen je 3 Knaben und 
2 Mädchen auf 6 Plätze einer Bank 
gesetzt werden; auf wie viele Arten 
kann es geschehen? 



Auflösung. Man hat zwei Reihen von 
15 und 10 Elementen; von den ersteren 
sollen je 3 auf 5 Fächer verteilt werden, 
von den letzteren je 2 auf die noch leeren 
2 Fächer. Folglich ist die gesuchte Zahl 
nach Frage 132: 



^ir^io 



0^ = 2457000 



Dasselbe Resultat gibt die in Erkl. 203 auf- 
gestellte Fölmel: 

5.4 



Ol 



/nr2 Tr3 ^•2 



■X1X1514. 13X10-9 



= 2457000 



Aufgabe 338. Unter 15 Personen 
werden 10 nummerierte Marken verteilt 
und zwar 5 mit schwarzen, 3 mit blauen 
und 2 mit roten Nummern, welche ver- 
schiedene Bedeutung haben. Auf wie 
viele Arten kann die Verteilung gemacht 
werden? Auf wie viele Arten, wenn 
von den schwarzen Nummern 10, von 
den blauen 6 und von den roten 3 vor- 
handen wären? 



Auflösung. Man hat hier drei Reihen mit: 
5, 3, 2 
Elementen, welche sämtlich in 15 Fächer 
verteilt werden; man kann also auch sagen, 
es sollen überhaupt 5 + 3 + 2 = 10 Ele- 
mente in 15 Fächer verteilt werden. Anzahl 
der Verteilungen: 

v\l = 15.14.13.12.11.10.9.8.7.6 

== 10897286400 
Bei der letzteren Angabe hat man nach 
Frage 132 zu verfahren, indem aus den 
10 schwarzen Nummern nur je 5, aus den 
6 blauen nur je 3 und aus den 3 roten je 
2 zur Verteilung gelangen. Die Anzahl 
wäre dann: 



Aufgabe 339. Die Anzahl der ab- 
soluten Variationen der Elemente: 

zur fünften Klasse zu bestimmen. 



X=^'-(^lyt+oivi 



Auflösung. Nach Frage 135 ist die Zahl 
der absoluten Variationen: 

C^7^+CjrJ-C^ = 2520 — 1800+600—120 + 15 — 1 = 1214 



Aufgabe 340. Wie viele Variationen 
vierter Klasse können aus den fünf Vo- 
kalen: 

aetou 

gebüdet werden, in welchen 



Auflösung. 1) Die erste Frage verlangt 
die Komplexionen, welche eine oder zwei 
Normalstellen enthalten. Dieselben folgen aus 
Frage 137 und 138: 
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1) mindestens zwei, a) cj [ F J — c J vi + c^ fJ — cl] = 44 

2) gerade drei derselben b) cl [vi - cj Fj + Cl] = 18 
an der ebensoidelten SteUe stehen, wie Gesamtzahl derselben: 

m der Angabe? 44 + 18 = 62 

2) cl[vl-^c]] = 4. 

Der Vokal u kann hier nie auf seiner Nor- 
malstelle erscheinen. 



Aufgabe 341. Zehn Personen stehen 
an den Ecken eines Zehnecks. Auf wie 
viele Arten können sie ihre Plätze so 
wechsehi, dass: 

1) stets 3 von ihnen, 

2) wenigstens 6 derselben 
auf den anfänglich 
Plätzen sich befinden! 



Auflösung. 1) Es sind hier Permutationen 

eingenommenen von 10 Elementen mit drei Normalstellen 

zu bilden; ihre Anzahl ist nach Erkl. 209: 

rr+4r-^+i-^+-i-T!] = 122060 

2) Nach Erkl. 210 ist die Anzahl der 
Permutation mit wenigstens 6 Normalstellen : 



3! 



r[- 



Q6+r 



. = C% 'P, + 0], 'P, + C\, 'P, + c\, 
= 210-9 + 120-2 + 45-1 + = 2175 



'P, + C 



10 



c) Ungelöste Aufgaben Ober die Variationen ohne Wiederholung. 

Aufgabe 342. Es sollen diejenigen 

Komplexionen von: 

ir^n ci a A K\ Andeutung. Verfahre nach der Er- 

V (1,2,3,4,5) höhungsmethode in Frage 111. 

gebildet werden, welche mit 4 beginnen. 



Aufgabe 343. Wie viele Kom- 
plexionen enthalten die Ausdrücke: 



1) C-f«. 



«4-»» 



3) yü-i^ 



Andeutung. Analog der Aufgabe 310. 



Aufgabe 344. Die in vorhergehen- 
der Aufgabe enthaltenen Ausdrücke 
sollen durch Fakultäten dargestellt 
werden. 



Andeutung. Wie in Aufgabe 311. 



Aufgabe 345. Wie viele Zahlen 
gibt es, die mit lauter verschiedenen Andeutung. Man überlege, in wie vielen 
Ziffern geschrieben werden? Variationsklassen solche Zahlen auftreten 



können. 
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Aufgabe 346. Wie viele Kom- 
plexionen von: 

V^ (er, h, c, d, e, f, g, Ä, t) 

enthalten wenigstens einen Vokal? 



Andeutung. Nach Aufgabe 313. 



Aufgabe 347. Wie viele Kom- 
plexionen des vorhergehenden Aus- 
druckes enthalten: 

1) wenigstens drei Konsonanten, 

2) höchstens drei Konsonanten? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 314. 



Aufgabe 348. Die 26 Buchstaben 
des deutschen Alphabetes sollen zu je 6 
auf alle möglichen Arten verbunden 
sein; in wie vielen Verbindungen 
kommen die 4 Buchstaben a,i,l,m vor? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 316. 



Aufgabe 349. Die Variationszahl 
von 2n Elementen zur (w-|-l)ten Klasse 
durch eine Summe von Variationszahlen 
dieser Klasse auszudrücken. 



Andeutung. Wie Aufgabe 317. 



Aufgabe 350. Die Variationszahl 
von 9 Elementen zur siebenten Klasse 
durch eine Summe von Variationszahlen 
ebensovieler Elemente zu allen vorher- 
gehenden Klassen auszudrücken. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 319. 



Aufgabe 351. Wie gross ist die 
Summe folgender Produkte: 

n(n-l)(n — 2)...3 + 2n(n — l)...4 + 3n(w— 1)...5H [-(n-2)n + (n — 1)? 

Andeutung, ümkehrung der in Auf- 
gabe 319 angewandten Formel. 



Aufgabe 352. Die Permutations- 
zahl: p 

n 

als eine Summe von Produkten darzu- Andeutung. Wie Torhergehende Auf- 
stellen; ebenso: S^^^ ^^ ^ö«^°- 



Aufgabe 353. Die wievielste Varia- 
tion der 26 Buchstaben des deutschen 
Alphabetes heisst: 

aeiou? 

Durch Ausschliessung der niedrigeren 
Komplexionen zu bestimmen. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 321. 
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Aufgabe 354. Man hat je eine 
Kugel in den Farben weiss, schwarz, 
rot, oraDge, gelb, grün, hellblau, dunkel- 
blau, violet. Welche Farbenfolge zeigt 
die 10000. Variation fünfter Klasse, wenn 
von der angegebenen Ordnung ausge- 
gangen wird? 

Durch Ausschliessung der höheren 
Komplexionen zu suchen* 



Andeutung. Analog der Aufgabe 



Aufgabe 355. Die wievielste Varia- 
tion der Farben in der Aufeinander- 
folge von vorhergehender Aufgabe ist 
hellblau- weiss-schwarz*gelb ? 



Andentang. Nach Frage 122 zu lösen. 



Aufgabe 356. Wie heisst die 6143. 
Variation fünfter Klasse der im Worte 
„HARMONIE" enthaltenen Buchstaben? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 324. 



Aufgabe 357. In wie vielen Varia- 
tionen der Farben weiss, rot, orange, 
gelb, grün, blau, violet, schwarz zur 
vierten Klasse sind scliwarz und rot 
neben einander? In wie vielen schwarz- 
weiss-rot in dieser Folge? 



Andeutung. Man verfahre nach der An- 
leitung in Aufgabe 325. 



Aufgabe 358, Die in dem Aus- 
drucke: 

enthaltenen Komplexionen zu bilden. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 337. 



Aufgabe 359. Die Anzahl der Kom- 
plexionen anzugeben, die in den Aus- 
drücken: 

1) r («j * - - a^; 5j ■ - ■ 6^i Cj . . . c,)^^ ^^ ^ 

2) Via, ' ^ ' ffioi b, -^^ &,j; Cj • • • c^^^^^ 

enthalten sind. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 



,6,5 



Aufgabe 360. Von drei Familien 
besteht die erste au3 Vater, Mutter und 
Sohn^ die beiden andern aus Vater, 
Mutter, Sohn und Tochter. Wie oft 
können je drei^ verschiedenen Familien 
angehörige Personen so zusammen- 
kommen, dass niemals zwei von gleicher 
Eigenschaft (2 Väter u. s. w.) dabei sind? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 328. 



Aufgabe 36t Die 36 Blätter einer 
deutschen Kai te sind ihrem Range nach 
so in vier Reihen aufgelegt, dass jede 
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Keihe die Blätter einer Farbe enthält 
Auf wie viele Arten lassen sich aus 
jeder Eeihe zwei Karten so heraus- 
nehmen, dass alle von verschiedenem 
Kange sind? 



Aufgabe 362. Die Anzahl der 
Variationen, welche in den Ausdrücken: 

1) V (ttj «2-, &i &, ^8 ; <^l ^2 <?8)l, 2, 2 

2) r'(a,...a^;5,...5J^ 

enthalten sind, anzugeben. 



m, n — m 



Aufgabe 363. Die Anzahl der- 
jenigen Variationen des Ausdruckes: 

anzugeben; in denen: 

1) wenigstens zwei, 

2) gerade zwei 

Elemente b neben einander stehen. 



Aufgabe 364. Die Anzahl der- 
jenigen Variationen vorhergehender Auf- 
gabe anzugeben, in denen: 

1) die Elemente a, 

2) die Elemente b 
nur einzeln stehen. 



Aufgabe 365. Auf die acht Quer- 
reihen eines Schachbrettes sollen die 
sechs verschiedenen Figuren des Spieles 
so gestellt werden, dass auf jeder be- 
setzten Keihe nur eine Figur steht. 
Auf wie viele Arten kann die Besetzung 
geschehen? 



Aufgabe 366. Ein Wohlthäter gibt 
an 10 Arme Unterstützungen in der Art, 
dass wöchentlich 5 derselben 1 ^, IV» «^j 
2 j:, 2V2 JC, 3 JC (nach ihrer Eeihen- 
folge) erhalten. Wie lange würde es 
dauern, bis alle möglichen Zusammen- 
stellungen der Unterstützten vorge- 
kommen wären und wie viel würde der 
Wohlthäter dabei ausgeben müssen? 



Aufgabe 367. Von acht Konso- 
nanten und fünf Vokalen sollen je vier 
Konsonanten und drei Vokale zu Wörtern 



Andenttmg. Analog der Aufgabe 329. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 330. 



Andeutung. Nach Aufgabe 331 und 332. 



Andeutung. Nach Aufgabe 331 und 332. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 334. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 336. 
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von sieben Buchstaben vereinigt werden. 
Wie viele verschiedene Wörter sind 

möglich? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 337. 



Aufgabe 368. Die Anzahl der abso- 
luten Variationen fünfter Klasse aus den Andeutung. Analog der Aufgabe 339. 
Buchstaben des Wortes „COLUMBIA" Man bezeichne die Buchstaben m der ge- 
anzugeben, gebenen Folge mit a^a^- -- 



Aufgabe 369. In wie vielen Varia- 
tionen fünfter Klasse aus den Buchstaben 
dieses Wortes befinden sich: 

1) höchstens vier, 

2) mindestens vier, 

3) gerade vier 

Buchstaben auf ihren Normalstellen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 340. 



Aufgabe 370. Zwölf Personen sitzen 
um einen runden Tisch. Auf wie viele 
Arten können sie ihre Plätze so ver- 
tauschen, dass höchstens fünf derselben 
ihre anfängliehen Plätze wieder ein- 
nehmen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 341. 



d) Variationen mit Wiederholung. 



Frage 139- Welche Bezeichnungen 
gelten für Variationen mit unbeschränk- 
ter Wiederholung? 



Antwort. Die vollständige Darstellung 
der Variationen Ä:ter Klasse von n Elementen 
mit unbeschränkter Wiederholung bezeichnet 
man durch: 



'^* («1, «2 • • • »n) oder auch "T^Cl, 2, ■ 



'0 



Soll aber nur die Anzahl der hiebei 
entstehenden Komplexionen angegeben wer- 
den, so zeigt man dies durch: 

Wyk 



an 



Frage 140. Wie werden die Varia- 
tionen mit Wiederholung in irgend einer 
Klaase gebildet? 



Erkl. 2i3. Ea aoUen voUständig dargestellt 
werdea : 





•^7^1,2,3,4,) = 




111 


211 


311 


411 


112 


212 


312 


412 


113 


213 


313 


413 


114 


214 


314 


414 


121 


221 


321 


421 



122 222 322 422 



Antwort. Die erste Komplexion besteht 
aus dem niedrigsten Elemente, so oft 
gesetzt, als der Klassenexponent erlaubt. 

Um aus einer bereits gefundenen Kom- 
plexion die nächsthöhere abzuleiten, erhöht 
man in derselben das späteste noch er- 
höhbare Element so wenig als möglich (um 
eine Einheit) und füllt alle etwa noch fol- 
genden Stellen mit dem niedrigsten der 
gegebenen Elemente aus. 

Aus dem in Erkl. 213 vollständig ent- 
wickelten Beispiele ist die Anwendung dieser 
Regel leicht ersichtlich. 
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123 


223 


323 


423 


124 


224 


324 


424 


131 


231 


331 


431 


132 


232 


332 


432 


133 


233 


333 


433 


134 


234 


334 


434 


141 


241 


341 


441 


142 


242 


342 


442 


143 


243 


343 


443 


144 


244 


344 


444 



Die hier gezeigte Bildimgsweise der Eom- 
plexionen heisst das independente Ver- 
fahren, weil dadurch jede Klasse nnabhängig 
von den übrigen sofort gebildet werden kann. 



Frage 141, Wie können die Varia- 
tionen mit Wiederholung in irgend einer 
Klasse rekurrent gebildet werden? 



Erkl. 214« In vorhergehendem Beispiele 
heisst die erste Klasse: 





1, 2, 


3, 4: 




die zweite Klasse demnach : 




11 


12 


13 


14 


21 


22 


23 


24 


31 


32 


33 


34 


41 


42 


43 


44 


and hieraus entsteht die dritte Klasse : 


111 


112 


113 


114 


121 


122 


123 


124 


131 


132 


133 


134 


141 


142 


143 


144 


211 


212 


213 


214 


221 


222 


223 


224 


231 


232 


233 


234 


241 


242 


243 


244 


311 


312 


313 


314 



Antwort. Die erste Klasse besteht ans 
den gegebenen Elementen, einzeln genommen. 

Die zweite Klasse wird erhalten, wenn 
man jeder Komplexion der ersten Klasse 
jedes gegebene Element in natürlicher Ord- 
nung vorsetzt. 

Ebenso entsteht die dritte Klasse, wenn 
man jeder Komplexion zweiter Klasse jedes 
gegebene Element vorsetzt a. s. w. 



u. s. f. 



Frage 142. Wie können die Varia- 
tionen mit Wiederholung aus den Kom- 
binationen gebildet werden? 



Antwort. Um die Variationen von n Ele- 
menten zur A;ten Klasse mit Wiederholung 
zu erhalten, genügt es, die Kombinationen: 

^C*(l,2, ...n) 
zu bilden und die Elemente jeder Komplexion 
zu permutieren, analog wie bei den Varia- 
tionen ohne Wiederholung. Die Anzahl der 
Permutationtn ist aber hier nicht für jede 
Komplexion dieselbe, sondern hängt von der 
Anzahl der gleichen Elemente ab, die in 
derselben vorkommen. 
Um z. B.: 

-r^ (1,2, 3, 4) 
zu entwickeln, bildet man zuerst: 

•^C* (1,2, 3, 4) 
und erhält dadurch 35 Komplexionen (siehe 
Frage 71). 
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Unter diesen kommen folgende Znsammeu- 
setznngen vor, ans welchen die beigesetzten 
Permatationen hervorgehen: 

4! 

1) 4 gleiche Elemente; Anzahl der Permatationen -jy = 1 

2) 3 gleiche „ 

3) 2 nnd 2 gleiche Elemente; 

4) 2 gleiche Elemente ; 

5) nur ungleiche Elemente; 



4! 
3! 


= 


4 


4! 
2! 21 


= 


(( 


4! 
2! 


= 


12 


4! 


= 


24 



Frage 143. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen von n Elementen Antwort Die Anzahl der Variationen 
zur tten Klasse? von n Elementen zur A;ten Klasse ist: 

Beweis. Aus der vorhergehenden re- 
kurrenten Entwicklung folgt unmittelbar, 
dass die erste Klasse: 

Komplexionen enthält, die zweite: 

*'rl = n'Vl=: ff« 
die dritte: 

u. s. f. und allgemein die Arte Klasse: 

Komplexionen. 



Frage 144. Wie viele Variations- 
klassen können von w Elementen ge- Antwort. Da jedes Element so oft wieder- 
bildet werden? holt werden kann, als man will, so ist die 

Anzahl der Variationsklassen eine unbe- 
schränkte. 



Frage 145. Wie wird eine Varia- 
tion von gegebener ßangzahl z durch i . u ^ 
Ausschüessung der Komplexionen nie- Antwort. Da jedes Element gleich oft 
drifferen Bano-ps o-efimden? ^^ der Spitze erscheint, also bei Variationen 
ttrigeren icanges geiunaenc ^^^^ ^^^^^ ^^^ ^ Elementen n*-imal, so 

dividiert man die gegebene Eangzahl z durch 
Erkl. 215. Um z. B. die 10000. Variation fik—i^ Wenn nun: 



so beginnt die gesuchte Komplexion mit dem 



fünfter Klasse aus den Elementen: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ^ ,„^, ^,, .„«.««. ^.^ 

zu bestimmen, dividiert man zunächst die Rang- ?" "7^^ w!l,!**ui«irr«+lT ^*'"e^^^" 

zahl durch 74 = 2401, wodurch man findet: (?i + ^^^^ Elemente; ist femer: 

10000 = 4.74 + 396 r^ =^ q^-n^ ^ + r^ 

396 = 1.73+ 53 so Steht an zweiter Stelle das (q2-\-l)t^ 



53 = 1.72-[- 4 Element. 

4 = 0.7 + 4 ^^ ^^^^ s^ ^^^^^ ^^® endlich: 

Man hat demnach zu besetzen: ^*:— 2 — ^a; —1 '** + *'»: -1 
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Der ausführliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltSTerzeichnis der „vollständig gelösten Aufgabensammlung 
I ?on Dr. Ad. Kleyer*' kann von jeder Buchhandlungj sowie von 
Lder Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden 

^B Bemerkt sei hier nur: 
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Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhingen ungelöster analoger An^ 

gaben ond vielen vortrefflichen Figuren. 
7). Bas Werk ist ein prsktiichefl Leiirbuoh f&r Schüler aUer Schulen, dai 

beste Handbucli für Lehrer und Examinatoren, das Torsügliehste Xietirbue)» 

mm SelbBtstudiuuj, das TortreSlioliBte Hachsolüagebuch für Fachleute und 

Techniker jeder Art* 
6). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



■9* Das voflstfindige 

InhaltsTerzeichnis 

der bia jetzt erschienenen Hette 

ann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



HalbjMhrlich ersebeinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



nrnok TOfi Carl Fl m mm er In Stnttdftrt. 
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~ nebst Anhängen ungelöster Autgaben, für den Schul- & Selbstunterricht — 





mit 
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Angabe und EntflcUniig der bwatiten Satz«, Pomeln, RegalB in Fraütn nnd Intiorteii 

erläatert durch 

viele Holzsclinitte & lithograpli. Tafeln. 

am allen Zveigeo 
der Rachen bnMt, der Biederen (Algebra^ Plammctrie, Btereometrie, ebenen u* ipMrliclieu 
Tngoiiömf>irle j BTuiheti sehen Geometrie etc) u. h5heren Mathematik (höhere Analyiii, 
DiffereDtial- n. tDtegral-Reclmufig, analytische Geometne der Ebene u. dei Baumee etc.); — 
ans allen Ivielgen der Physik, Mechatiik, Graphostatf k » Chemie^ Geodftgte, Kanüle^ 
mathentat« Geographie, ÄstroDonde; des Maachiueu-, 8tral^en*T Kisenbahn-i Wa»seF-| 
Brfloiieit- n. Hachban'i; der Moontraktiansleliren aU; darstell« Geometrie, Polar- iL 
ParalleKFerspeetlTef SehattenkonätmJEtiionen ctc, eia 
fttf 

Scbtler^ Stadiereiider Katimdateii, Lehrer, Techniker jeder Artf UlUt&rs etc. 
zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium» %UT Forthülfe hei SohnlarboiteD nnd znr rationellen Terwertuiig 

der exakten Wissenschaften , 
herausgegehen von 

Itr* Adolpli üleyer^ 

in Frankfurt a, M. 
unter Mitwirkung der he währ testen Kräfte, 
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oder 

Die Lehre von den kombinatoriachen Operationen. 

(Perm u tat] oti^ KoiiiMnation^ Tariation.) 
Nach System Kleyer bearbeitet von Prof* H. fStaiidaclier. 

Fortsetzung v, Heft 1192. — Seite 20ü— 224. 

Inhalt: 

YArt&tioni'U. mit VTle^HThoIiiug. 

X Stuttgart 189S. 
Verlag von Julius Maier. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienefhlm Hefte kann 
duroti jede Buchliandlung bezogen werden. 




Preisgekrönt in FranUnrt a. M. 1881. 

I PROSPEKT. 

Dleiei Werk, welchem lein IlmUehea lur Seite iteht, ersclieiDt miinatlicli in B — i 
Heften xn dem bilUfen Prei§e toü 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten and praktiBchateu AurgTAben ans ütm Gesamtgebiete der Matbematlki Pti|r§lk, 
MecUaiiik, math. Geographie » Adtrouonilei de^ Maschinen-, §tra§Ben^» Ei»enliahii-| 
ßrfteken- ond Hochbaues^ de» kon^truktUen Zel^^hnens etc. etc. and ewar in TOllpit&ndJg 
felSiter Form, loit rielen Figuren^ Erklüruügen nebst Angabe und Entwickelnng der 
benntiten SStxe, Formeln » Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dasa die Löanng 
jedermann verstAndlich sein kann, beaw. wird, wenn eine gr^Süere Anjeahl der Hefte er> 
ichienen iat^ da dieielben sieh tn Ihrer BeHamthelt ergänzen und alsdann aach allt 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen lelbständigeu Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Faat jedem Hefte ist ein Anhang von nngelQftten Aufgaben heigegeben ^ welche det 
eigenen Löaung (in analoger Form, wie die bezüglichen golösten Aufgaben) des Studierenden 
ttberlaBaen bleiben , und aragleich Ton den Herren Lehrern für den Schnlunterricht beuutst 
werden können, — Die TilS&nngen hierzu werden apftter in besonderen Heften für die Hand dei 
Lebrera ertcheinen. Am ScbluBae einea jeden Kapitels gelangen: Titelblatts InhaltgTerzeleh- 
nliy Berichtigungen and erl&ntemde Erklfimngen über das betreffende Kapitel ^urAuagabe. 

Daa Werk behandelt funächat den Hauptbestandteil dea mathematiBch-naturwiaaeii 
achaftlichen tTutenichtsplanes folgender Schulen: Reftlsehulen I, und IX« Ord., ^letcb« 
berechtigen h5heren BUrgerHohuIen, FrfTatschnlen, Ofmnasien, Eealgymnaf^len ^ Pro* 
gjmnasien, 8 chnl lehr er- Bern innren ^ Polytechniken^ Techniken, ßangewerk^ehnlen| 
Gewerbeflehnlen^ HandelsBchulen, techn. Torber et tun gs schulen aller Arten | gewerbliche 
FertbUdnngsHchnlenf Akademien, UniTersl täten ^ Land- ond ForstwIsRenBchaflBSchitlen» 
MUltAreebnlen» Torber«ItangA- Anstalten aUer Arten als a. B, fttr das Einjährig- Frei- 
willige- und OfflzierB^Examen, ete. 

Die Scbnier, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, techniacben und 
üaturwisBenschaftlichen Fächer, weiden dnrch dieae^ Sebrttt fBr Schritt gelO#te> Aufgaben* 
lamminng Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehorten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Ldaungen der«- 
]enlgen Aufgaben gezeigt, welche aie bei ihren Prilfüngen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieaer Aufgabenaammlung eine kräftige Stütze für den Bchu)- 
antemcht geboten werden, indem xor Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Diiziplinen -^ znm Anfl5sen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er^ 
tlbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll« 
ztändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu löseni die ge« 
hnbten Regeln, Formeln, Bätze etc. anzuwenden und prakttseh zu verwerten. Lust, Lieb« 
und Yerständnis für den Schul-Uuterricht wird dadurch erhalten und belebt werden* 

Den Ingenl euren, Architekten, Teehnlkern und Fachgeno«sen aller Art, Milltärt 
etc. etc. loU dieae Sammlung mr Anffrlschnng der erworbenen und vielleicht vergeasenen 
mathcmatiachen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Beruft* 
iwelgen vorkommenden Anwendnngen einem toten Kapitale lebendige Kraft yerleihen und 
Bomit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geber« 

Alle Buchhandlnngeu nehmen Beateüuugen entgegen» Wichtige und praktische AqI- 
gaben werden mit Dank von der Eedaktion entgegengenommen ond mit Angabe der Namen 
verbreitet — WfUische, Fragen etc., welche die Eedaktiaii betreteni nimmt der Yerfmaier, 
Dr. Kiefer^ Frankfurt a* M. FiicherfeldstraAie 16, entgegen imd wird der«a £rledigm| 
thcmUchit berflckiichtif L f^ ^^ -v q l p 

Stattgart Die Terlagsbandlaiig;. 
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die 1. Stelle mit dem Elemente 5 



» ^' r » n w 

» ^« » >» « n 

und die gesuchte Komplexion lautet: 
52214 



sich ergibt, wonach die vorletzte Stelle mit 
dem (qj^_^-{-l)teii, die letzte mit dem 
r^__jten Element zu besetzen ist. (Siehe 
Erkl. 215.) 



Frage 146. Wie wird eine Varia- 
tion von gegebener Eangzahl z durch 
Ausschliessung der Komplexionen höhe- 
ren Ranges gefunden? 



Antwort. Das Verfahren unterscheidet 
sich nicht vom vorhergehenden. Im Beispiel 
von ErkL 215 ist die verlangte Eomplexion 
die 

•^r^ — 9999 = 6808 te. 
vom Ende der Eeihe gerechnet. 

Mit dieser Zahl macht man dieselbe Zer- 
legung wie vorher, nämlich: 

6808 = 2.74 + 2006 

2006 = 5.78+ 291 

291 = 5.72+ 46 

46 = 6.7 4- 4 

Die Stellen smd also der Keihe nach zu 
besetzen mit dem 3., 6., 6., 7., 4. Element, 
wobei aber letztere von rückwärts ge- 
zählt werden müssen. 



Frage 147. Wie wird die einer 
gegebenen Variation zugehörige Eang- 
zaU gefuuden durch Ausschliessung der 
niedrigeren Komplexionen? 

Erkl. 216. Die Bangzahl der Variation: 
defcd 
ans den Elementen: 

a, h, c, d, e, / 

ergibt sich der Anleitung gemäss auf folgende 
Art: 

Vorausgehende Xomplexionen : 

für die 1. SteUe 3 • F J = 3-6* = 



2. 
3. 
4. 
5. 



4*^7^ = 4.68= 864 

5*^7^ = 5.62= 180 

2.Fj = 2.6 = 12 

3.7^ = 3.1 = 3 



Summe 4947 
Die gegebene Variation ist demnach die 
4948 te. 



Antwort. Es seien n Elemente vorhanden 
und die gegehene Variation von der ^ tenKlasse 
und laute : 

Da jedes Element gleich oft an jeder 
Stelle steht, so sind hereits: 

(Ä — 1).^F*~^ = (Ä — 1)«*-^ 

Komplexionen vorausgegangen, ehe af^ an die 
Spitze tritt. Hält man dieses Element hier 
fest, so folgen wieder: 

(i-l)«'F*-^ = (» — l)n*-2 

Eomplexionen , his a^ an der zweiten Stelle 
erscheint. 

Man fährt so fort his zur letzten Stelle 
und addiert alle gefundenen Zahlen. (Siehe 
Erk. 216.) 



Frage 148. Wie wird die einer 
gegebenen Variation zugehörige Rang- 
zahl gefunden durch Ausschliessung der 
höheren Komplexionen? 



Antwort. 



Ist wieder: 
a. a, . • . a 



St and ach er, Kombinatorik. 
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£rkl. 217. Das Beispiel in vorhergehender die gegebene Variation kter Elassei so 

von der Gesamtzahl: 



Erklärung stellt sich nun folgendermassen 

Gesamtzahl der Variationen : 

«T^ = 7776 

Anzahl der abzuziehenden Komplexionen: 

1. Stelle (6 — 4)«^* = 2592 



sind 



2. 
3. 
4. 
5. 



(6 — 5)"^^ = 216 

(6 — 6)*^r|=: 

(6-3)F^= 18 

(6-4)r?= 2 



Summe 2828 
Folglich die Eangzahl: 

z z= 7776 — 2828 = 4948 
wie oben. 



folgende Summanden abzuziehen: 
Nachfolgende Kömplexionen 
für die 1. Stelle (n — h)'^ V^ ' ^ 
, , 2. , (n-0"^*~' 

für die ifcte SteUe (n — w)'^r2 
Die gesuchte Eangzahl ist demnach: 
z = fi" — {n — h)n^-^ — {n — t^n^-^ - 

-(n- 



Frage 149. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen von n Ele- 
menten zur iten Klasse, welche p be- 
stimmte Elemente enthalten? 



Erkl. 21S. Die Ausführung der neben- 
stehenden Anleitung erhellt am besten aus 
einem Beispiele. Es soll angegeben werden, 
wie viele in 

•^r^(l,2,3) 
enthaltenen Komplexionen die Elemente 1, 3 
führen. Man erhält: 

•^0^(1,2,3) = 11, 12, 13, 22, 23, 33 
Ergänzt man jede Komplexion durch Bei- 
setzung der gegebenen Elemente 1 3 zur vierten 
Klasse, so entstehen folgende Komplexionen mit 
den nachstehenden Permutationszahlen: 



1113 


Permutationszahl 


Pf = 4 


1213 


n 


Pf = 12 


1313 


r 


P<«.«>= 6 


2213 


n 


Pt^' = 12 


2313 


r 


Pf = 12 


3313 


r 


Pf = 4 
Summe = 50 



Antwort. Man bildet die Kombina- 
tionen mit Wiederholung zur {k—p)t^ 
Klasse: 

•^C*^--P(l,2,...n) 

ergänzt jede Komplexion durch Hinzufägong 
der^ bestimmten Elemente auf die A;te Klasse, 
sucht die Permutationszahl ihrer ^Ele- 
mente und addiert sämtliche Permutations- 
zahlen: die Summe ist die verlangte Anzahl. 
Da die einzelnen Komplexionen eine ver- 
schiedene Anzahl gleicher Elemente oder 
auch mehrere Gruppen solcher enthalten 
köimen, so lässt sich keine allgemeine For- 
mel angeben. Aehnlich zusanunengesetzte 
Komplexionen haben natürlich gleiche Per- 
mutationszahlen. In der fünften Klasse 
können z. B. vorkommen : 



a) Komplexionen mit 5 gleichen Elem. -rj 



Unter den 81 Variationen von *^r*(l,2,3) 
befinden sich also 50, welche die Elemente 1 
und 3 enthalten. 



b) 

c) „ „ 3u.2 

d) 

e) „ ,, 2u.2 

g) „ „ nur ungleichen EL 

und zwar alle genannten Arten nur dann, 

wenn die Anzahl der gegebenen Elemente 



Perm- 
Zahl 

iL 

5! 

4! 

IL 
3!3! 

11 
3! 

2!2! 

11 
2! 

5! 
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mindestens 5 beträgt. (Vergl. das Beispiel 
in Erkl. 218). 



Frage 150. Wie findet man die 
AnzaM derjenigen Variationen von w Ele- 
menten zur iten Klasse, welche p be- 
stimmte Elemente nicht gleichzeitig 
enthalten? 



Antwort. Man sacht nach vorhergehender 
Frage 149 die Anzahl der Variationen, welche 
die p bestimmten Elemente gleichzeitig ent- 
halten, und subtrahiert dieselbe von der Ge- 
samtzahl aller Variationen. 



Frage 151. Wie findet man die 
Anzahl derjenigen Variationen von n Ele- 
menten zur iten Klasse, welche über- 
haupt irgend eines oder mehrere 
von p bestimmten Elementen enthalten? 



Antwort. Man sacht die Anzahl der 
Variationen, in welchen die gegebenen p Ele- 
mente überhaupt nicht vorkommen; dieselbe 
ist: 

ioyh 
' n—p 

Zieht man diese Zahl von der Gesamtzahl 
aller Variationen ab, so bleiben die verlang- 
ten übrig, deren also: 

Wyk 1 

n 

vorhanden sind. 



vyk 
n—p 



Frage 152. Auf wie viele Arten 
können in den Variationen ohne Wieder- 
holung aus r Elementenreihen i Nor- 
malstellen besetzt werden? 



Erkl. 219« Die Variationen aus den ge- 
gebenen Reihen sind hier in anderer Weise auf- 
gefasst als in Frage 124. Während nämlich 
dort ans jeder Reihe nur eine bestimmte An- 
zahl von Elementen in die Eomplexionen ein- 
trat nnd sich der Klassenexponent hiemach 
bestimmte, ist im gegenwärtigen Falle der 
Elassenexponent gegeben nnd folgen 
daraus die möglichen Variationstyp en 
analog wie bei den Kombinationen in den 
Fragen 82 u. ff. So sind z. B. bei zwei Reihen 
in der 3. Klasse die Typen: 

3, d. h. 3 Elemente aus einer Reihe, 

^A» ?> »» ^ »» j> »» »j 

1 Element aus der andern 
zu variieren. 

Ebenso sind für drei Reihen in der 2. Klasse 
die Typen zu bilden: 

2 d. h. 2 Elemente einer Reihe, 
11 „ „ je 1 Element aus zwei Reihen. 
Die Anzahl der jedem Typus entsprechenden 
Komplexionen ist leicht zu bestimmen, obwohl 



Antwort. Aus den Elementen von r ver- 
schiedenen Reihen können i Normalstellen 
einer Eomplexion auf: 

r 

Arten besetzt werden. 

Beweis. Auf den Normalstellen können 
nur die ersten i Elemente jeder Reihe stehen, 
d. h. die Elemente: 



öl «2 

c, Co 



ai 
hi 

Ci 



und es ist offenbar gleichgültig, ob auf einer 
dieser Stellen das entsprechende Element 
der ersten oder irgend einer andern Reihe 
steht. 

Wären z. B. zwei Reihen gegeben und 
sollen drei Normalstellen besetzt sein , so 
wären folgende Fälle möglich: 

»l«a<*8 &1Ö2<*S 



öl «2^8 

Ö1&2Ö3 



&1&2Ö3 



öl h h h h h 
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hier eigentlicli nimötig. So werden diese Zahlen 
für die beiden Typen des ersten Beispiels: 

Cj.|[ = 2 nnd Cjc}.^ = 6; Summe = 8. 

Für die beiden Typen des zweiten Beispiels: 

^* 3 nnd C^.2! = 6; Snmme = 9. 



o\ 



2! 



Oder bei drei Reihen und zwei Nonnal- 
stellen : 

^1^2 ^1^2 ^1^2 

«1*2 ^1^2 ^\\ 

«1 Cg &i ^2 ^1 ^2 

Die Anzahl dieser Besetzongsarten ist 
leicht anzugeben. Man kann nämlich im 
ersten Beispiele die erste Stelle auf zweierlei 
Art besetzen (mit a^ oder &]), ebenso die 
zweite (mit a^ oder ^2) ^^^ <^^ dritte (mit 
ag oder h^^ so dass: 

2.2.2 = 2» 
verschiedene Besetzungen sich ergeben. Im 
zweiten Beispiele kann sowohl die erste als 
die zweite Stelle auf je drei Arten besetzt 
werden, wodurch: 

3.3 = 32 

Besetzungen entstehen. 

Die Anzahl der Besetzungen ist also in 
jedem Falle gleich der Anzahl der Varia- 
tionen mit Wiederholung aus so viel Ele- 
menten, als Reihen vorhanden, zu einer Klasse, 
die der Anzahl der Normalstellen gleich ist 
(im ersten Falle ist ihre Anzahl V\ = 8, 
im zweiten Vl = 9). Da das Bildungsge- 
setz der Komplexionen stets dasselbe bleibt, 
so ist bei r Elementenreihen die Anzahl der 
Komplexionen mit i Normalstellen: 



wie behauptet. 



Frage 153. Wie gross ist die An- 
zahl der absoluten Variationen aus 
r Eeihen von je n Elementen zur kten 
Klasse? 



Erkl. 220. Die Anzahl der absoluten Varia- 
tionen aus den drei Beihen: 



Antwort. Die Anzahl der absoluten Varia- 
tionen aus r Reihen von je n Elementen zur 
Arten Klasse ist: 

iv yl 






^ rn — l 



«1 «2 «8 • • • ^7 
&1 &2 ^8 • • • ^7 
^1 *^2 ^8 * * * ^7 

zur 4. Klasse setzt sich nach nebenstehender 
Auflösung wie folgt zusammen: 

1) Anzahl der Variationen überhaupt: 

2) Variationen, in denen irgend eines der 
Elemente : 

«1 «2 «8 Ö4 

&i ^2 *8 h 

Cj Cj ^8 ^4 

seine Normalstelle einnimmt: 
4.3. V^ 



+(-l)*c^ 



rn — 2 

r rn—le 



Beweis. Man erhält die Anzahl der 
absoluten Variationen, wenn man von der 
Gesamtzahl aller Komplexionen diejenigen 
subtrahiert, welche überhaupt NormalsteUen 
enthalten. 

Nun können hier von jeder Eeihe die 
ersten k Elemente Normalstellen besetzen. 
Um also die Anzahl der Komplexionen zu 
finden, in denen irgend ein Element auf 
seiner Normalstelle steht, hat man die rn — 1 
andern Elemente zur {k — l)ten Klasse zu 
variieren und jedesmal das betreffende aus- 
geschiedene Element an seiner Normalstelle 
einzufügen. Dadurch entstehen: 
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3) Variationen, in denen irgend zwei Ele- 
mente auf ihren Normalstellen stehen: 



'^ ^ ^ rn-l 



0\' 



^ 19 



4) Variationen mit drei Elementen auf ihren 
Normalstellen: 



c\. 



•^3 *^ 18 



5) Variationen mit vier Elementen auf ihren 
Normalstellen: 

^4 *^3 *^17 

Folglich ist die Anzahl der absoluten Varia- 
tionen : 



*F*(1, 2 



— F* 



■cl-' 



9y\ , 

* 8 



. F^ — r 



3 w 



20 
F3. 



*^18 



's 



n 

+ c\ 

= 21.20.19.18 — 4. 3. 20. 19. 18 
+ 6. 32. 19. 18 + 34 
= 143640 - 82080 + 18468 
— 1944 + 81 = 78165 



oder, was dasselbe ist: 

/Tri w-trl -irh—l 

Eomplexionen, welche von der Gesamtzahl: 

rn 

aller Variationen in Abzug zu bringen sind. 
Dadurch wurden aber diejenigenKomplexionen, 
welche zwei Elemente auf Normalstellen 
besitzen, doppelt abgezogen, müssen also 
wieder einmal addiert werden. Die Anzahl 
dieser Eomplexionen ist: 



>2 «>i72 



TrÄ;-2 

' rn — i 



denn erstens können aus k Normalelementen 
je zwei auf: 

^2 

Arten herausgewählt werden, zweitens können 
bei r Eeihen die zwei gewählten Indices 
ihre Normalstellen auf: 



Arten besetzen (s. Frage 152) und drittens 
ist jede solche Besetzung in jede Variation 
aus den rn — 2 anderen Elementen zur 
(k — 2)ten Klasse an den entsprechenden 
Stellen einzufügen. 

Damit wurden aber auch wieder alle jene 
Komplexionen addiert, welche drei Normal- 
stellen entlialten; diese sind also wieder zu 
subtrahieren und ihre Anzahl ist: 

/^3 ufT/S yk—S 
^k' ^r'^rn^S 

ganz analog wie vorher bei zwei Normal- 
stellen. So fährt man fort, bis zu den Kom- 
plexionen mit lauter (k) Normalstellen, welche 
nach Frage 152 auf: 



9yk __ ^k ,wy'k , 



yo 



Arten besetzt werden können. Vereinigt 
man alle diese Zahlen mit ihren abwechseln- 
den Vorzeichen, so entsteht die Behauptung. 



Frage 154. Wie gross ist die An- 
zahl derjenigen Variationen aus r Reihen 
von je wElementen zur i tenKlasse, welche 

gerade i Normalstellen enthalten? Antwort Die Anzahl der Variationen, 

welche gerade i Normalstellen enthalten, ist: 

Diese Variationen entstehen nämlich, an a- 
log wie in Frage 152 dadurch, dass man 
i Indices aus den k Normalelementen auf 
alle möglichen (Cj.) Arten auswählt, welche 
sodann (wegen der r Eeihen) *^F^ ver- 
schiedene Besetzungen der Normalstellen 
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liefern (s. Fra^e 152), und jede solche Be- 
setzung mit den absoluten Variationen 
der rn — i übrigen Elemente zur ijc — 1). 
Klasse verbindet, denn die übrigen Elemente 
dürfen nicht mehr auf Normalstellen er- 
scheinen. Die Anzahl dieser absoluten Varia- 
tionen ist aber der eingeklammerten Summe 
in der Behauptung gleich; denn sie geht 
aus der Formel in Frage 153 hervor, wenn 
man rn — i statt rn und k — i statt h in 
derselben setzt. 



Frage 155. Wie werden die Varia- 
tionen mit Wiederholung aus meh- 
reren Elementenreihen gebildet? 





*^^(«1Ö2«8 


*1 *2)2, 2 




folgende Variationen: 






a^a^W 


a^\}>^\ 


a^a^W 


«1 «1*2*2 


a^a^W 


a^a^W 


a.a^h^h. 


«1 «2*2*2 


«103^^1 


a^a^W 


«108*2*1 


«1 «8*2*2 


a^a^W 


Ö2«1^^2 


«2 «1*2*1 


aaa» &2&2 


a^HW 


«2 «2^*2 


«2 «2*2*1 


«2 «2*2*2 


«2 08^1^1 


a^a^W 


«2«8*2*1 


«2 «8*2*2 


a^a^W 


a^a^W 


«3 «1*2*1 


«8 «1*2*2 


«8 02^1^1 


«3 «2*1*2 


«3 «2*2*1 


«3 «2*2*2 


agag&i&i 


«3 03*1*2 


«3 «8*2*1 


«3 «8*2*2 



Sollen auch noch die Elemente verschiedener 
Reihen ihre Stellen vertauschen können, so ent- 
stehen z. B. aus der Komplexion a^ a^ \ h^ 
folgende : 

«8 «2*1*2 
«3*1 «2*2 
«8*1*2 «2 
*1«3«2*2 
*1«3*2«2 
*1*2«««2 

Dieselben Vertauschungen sind mit jeder der 
oben gefundenen Xomplexionen vorzunehmen. 



Antwort. Es seien gegeben die Reihen: 



Erkl. 221. Der Anleitung gemäss gibt die 
Entwicklung von: 



\h 



Cp 



und solle jede Eomplexion aus der ersten 
Eeihe a Elemente, aus der zweiten ß, aus 
der dritten y-- enthalten, so daas der 
Elassenexponent: 

sei. Diese Aufgabe wird dann analog wie 
in Erkl. 194 bezeichnet durch: 

Man bildet aus jeder Beihe für sich die 
Variationen zu den entsprechenden Klassen 
a,ßjy " ' und verbindet jede Komplexion der 
ersten Eeihe mit jeder aus der zweiten, jede 
solche Verbindung wieder mit jeder Kom- 
plexion aus der dritten Reihe u. s. w. Die 
Anordnung der Reihen ist hier gleichgültig. 
Die Ausführung einer solchen Entwicklung 
siehe in Erkl. 221. 

Es kann ausserdem noch verlangt sein, 
dass in jeder Komplexion die Elemente ver- 
schiedener Reihen unter sich vertauscht 
werden sollen; dabei müssen jedoch die In- 
dices der Elemente, die einer und derselben 
Reihe angehören, stets ihre urprünghche 
Ordnung beibehalten. 



Fra^e 156. Wie wird die Anzahl 
der Variationen aus mehreren Elementen- 
reihen gefunden? 



Antwort, 
drucke: 



Die Anzahl der in dem Ans- 



•). 



«.Ay.- 



^V(ai "- am\ &i • • • hn; Cj • • • Cj,; 
enthaltenen Komplexionen ist: 

Die Richtigkeit dieser Formel geht aus der 
Zusammensetzung der Komplexionen, wie sie 
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Erkl. 222. In vorhergehendem Beispiele in voriger Antwort gezeigt wurde, unmittel- 

hat man demnach als Anzahl der Komplexionen: bar hervor. 

'^Vl'^'Vl = 32.2* = 36 Werden auch noch die Elemente, welche 

und bei nochmaliger Vertauschung innerhalb verschiedenen Reihen angehören, vertauscht, 

jeder einzelnen Komplexion im ganzen: so erhöht sich diese Anzahl auf: 

^- W1/2 iei;2 _ o^« (« + ^ + ^"1 )• u>ya u>yß wrry _, 

■2T2T 3* ^2 — -^10 a!/j!y!... »» »• i> 

ans demselben Grunde wie in Frage 126. 

Frage 157. Was wird aus den 
Variationen, wenn die gegebenen Eeihen 

identisch sind? Antwort. Sind die gegebenen Eeihen 

identisch und werden aus jeder gleich 

«. 1.1 A<>A T> ••:..• 1. T. .1. ... viele Elemente in jede Komplexion auf- 

Erkl. 228. Bei identwchen Reihen wird in genommen, so geht cfie Entwicklung über in 

den Anwenduuffen häufiir verlanßrt, dass die 5. v/ . ^. vi \ iT « ^_x ttt. j 

einzelnen Komplfxionen^s Produkte an- ^^ VanaUonen mit unbeschränkter Wieder- 

gesehen werden und sämtUch addiert werden holung aus einer Elementenreihe zur näm- 

sollen. liehen Klasse ; z. B. wird die Entwicklung von: 

Bei dieser Anschauung sind natürlich alle ^V(a a a ' a a a ' a a a) 

diejenigen Komplexionen als gleich zu betrach- ^ ^ Vi2s>i28>i2 b/j, 1, 1 

ten, welche die nämlichen Elemente in ver- identisch mit: 
schiedener Ordnung enthalten. Man bildet ^V^(a a a^ 

deshalb nur die Kombinationen mit Wieder- ^ i^%^i)\ 

holung und permutiert jede; die Permutations- oder wenn aus jeder Eeihe zwei Elemente 

zahl gibt dann an, wie oft die betreffende Kom- genommen werden sollen, identisch mit : 
bination als Summand gesetzt werden muss. ^ ^ 

Auch bei nicht identischen Reihen wird ^ (ö^iös^s) 

manchmal die obige Anschauung der Variationen i. s. w. 
vorausgesetzt; z. B. bei der Multiplikation 
von Polynomen (s. Angabe 390), während 
identische Keihen bei der Potenzierung 
von Polynomen auftreten (s. Aufgabe 392 u. f.). 



Frage 158. In wie vielen Kom- 
plexionen des Ausdruckes: 

*^r (oj • . . am; &i • • • &«; Cj • • • cp; • • •)«, ^, y,. . . Antwort. Die Beantwortung dieser Frage 

befinden sich : stimmt genau mit deijenigen tiberein, welche 

-. ^ ' . j X -ni in Frage 129 über die Variationen ohne 

1) Gruppen von mindestens ^ Ele- Wiederholung gegeben wurde. Der Unter- 
menten einer Reine, schied besteht nur darin, dass hier die ^ 

2) Gruppen von gerade ^Elementen Elemente der anfangs ausgeschiedenen Varia- 
einer Reihe, wenn die Elemente, welche tion bei Büdung der folgenden nicht weg- 
gleichen Reihen angehören, unter sich gelassen werden dürfen, so dass man anstatt 
vertauscht werden? ^^^ dortigen: ^_^ 

nun setzen muss: 

wya — f4, 
m 

Hiedur ch erhält man das Produkt: 

tn tn 

wya 

m 

und die schliesslich entstehenden Formeln 
lauten deshalb 

1) für Gruppen von mindestens ^ Ele- 



menten: 
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2) für Gruppen von gerade fi Elementen: 

Frage 159, Wie findet man die An- 
zahl der Variationen bei beschränkter Antwort. Zur Aufsuchung der Varia- 
Wiederholung der Elemente? tionen mit beschränkter Wiederholung kann 

man die bei den Kombinationen mit be- 
schränkter Wiederholung erhaltenen Resul- 
tate hertibemehmen. Man findet daraus die 
Ertl, 224. Die hier und im Folgenden ge- Variationen selbst, wenn man die Ele- 
braucbten Bezeichnungen sind ganz analog den- nieut^ i^^^j. Komplexion auf alle möglichen 
ienigen welche bei den Kombmationen mit ^^en permutiert, und die Anzahl derselben, 
bescbiäiikter Wiederholung bereits vorgekommen * ^" L^'ilTl tl^l^w«^ ^^f* L^ pIL« 
und erklärt sind ^®^ °^*^ J®^® Komplexion mit der Permn- 

Efl bedeutet also z. B.: tationszahl ihrer Elemente multipUziert 

die Variationen, in welchen n^ Elemente nur 
einmal, n^ Kiemente zweimal u. s. w. wieder- 
holt eracheiuen dürfen und zwar so, dass von 
der ersten Grappe k^, von der zweiten k^ u. s. w. 
Elemente in jede Komplexion eingehen. 



Frage 160. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen aus n^ Elementen, 

die einmal vorkommen dürfen, aus WgEle- Antwort. Da in jeder Komplexion 

menten, die zweimal vorkommen dürfen ^j.^ Elemente einfach vorkommen, k^ Ele- 

u. s. f., wenn von der ersten Art k^ Ele- mente doppelt u. s. w. bis k^ Elemente rfach, 

mentCj von der zweiten k^ Elemente so ist die Permutationszahl für jede Kom- 

IL Sp f. in jede Eomplexion eintreten plexion die gleiche; und zwar, da der 

sollen ? Klassenexponent : 

kz=lki+2k^ + Sks'] \-rk^ 

ist, wird dieselbe: 

k\ 

Unter Berücksichtigung der zu Frage 82 b 
gefundenen Lösung hat man also: 

ErkL 235« Es ist nicht nötig, dass die 
WiederhoIuDgsexponenten die aufeinander fol- 
genden Zßhleii 1, 2, 3 • • • seien; dieselben können 
auch beliebig angenommen werden, ohne dass 
die Formel eine wesentliche Aenderung erleidet. 
Man erhält z. B.: 

wenn di^mal: 

h =1 a^k^-\- a^k^-\- " * 
getetätt wurde. 
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Frage 161. Wie erhält man die 
Anzahl der Variationen einer gegebenen 
Elementenzahl znr A;ten Klasse, wenn 

Wi Elemente höchstens fcmal, n^^^i Ele- . , ^ „ -^ ,. ^ 

mente höchstens (Ä:-l)mal...,n,Ele- ,,.,/f*^^'*- Zar Beantwortung dieser Frage 
«.n«^/. 1 «,oi ^rr^^i^^^r^/^ Aü^^^r.^ bildet mdu zuerst die Kombinationszahlen 

mente Imal vorkommen dürfen? ^^ alle vorkommenden T^en mich Frage 85 

und multipliziert jede derselben mit der Permu- 

Erkl. 226. Im Beispiel 1) der nebenstehen- tationszabl, die dem betreffenden Typus zuge- 

den Antwort kommen nach Frage 85 die Typen hört Addiert man sodann sämtliche Pro- 

^^^' dukte, so ist die Summe die gesuchte Anzahl 

2, mit der Kombinationszahl n^ von Variationen. 

tt nin—l) So wird z. B. die Anzahl der in dem 

' " '^ " 1-2 Ausdrucke: 

Der erste Typus besteht nur aus einem jx ^^2 /^2 , _ ^2 ^ . . . a "i 

iweifachen Element, hat also die Permutations- ^ 1 * n« «8+ 1 " " n^J 

zahl: enthaltenen Eomplexionen: 

P^'^ = l n2 + w,(n,-l) 

Der zweite Typus besteht aus zwei ver- Analog gibt der Ausdruck; 

schiedenen Elementen mit der Permutations- q\ f^/^s /.^ «2 ^2 ^ ^ ^ 

zahl: "^^ ^ ^^1 ' " %%+! • • • ^n,^n, • • • V 

Pg = 2 die Komplexionszahlen: 

Folglich wird die Zahl der Variationen: »'s + 3», (»1 — 1) + «1 (n, — 1) (n^ — 2) 

, . n(n- l) ^, , , ,, (Siehe Erkl. 226.) 

In Beispiel 2) sind die Typen enthalten: 
3 Eombinationszahl ng 
21 , n^K-l) 

m ^1(^1 — l)(>»i— 2) 

^ ^ 1:2:3 

Die entsprechenden PermutationszaUen sind: 
Pf = l 

Pf = 3 

P3 =3! 

Folglich ist die Zahl der Variationen die 
in der Antwort angegebene. 



Frage 162. Wie erhält man die 
Variationszahl einer gegebenen Ele- 
mentenzahl znr Aten Klasse, wenn ge- 
wisse Elemente wenigstens einmal, . , ^ ,, ^.,, , ,. ^. ,. 

andere wenigstens zweimal n. s. w ^ Antwort. Man bddet auch hier die 
unoiin^i^^u ^J^niZz^^^o ^ o ^ Kombinationszahlen genau nach Frage 86, 

Wiederholt erscheinen? multipliziert jede mit der entsprechenden 

Permutationszahl und addiert die Produkte. 
Analog wie in Frage 159 können z. B. 

in dem Ausdrucke: 

^'K •••%< + !••• <' < + !•••<' <+!•-<) 

Irkl. 227. Hier sind die Typen zu be- ^1 Elemente einmal 

rechnen: Wj „ zweimal 

Uli KombinationszaM »(n-l)(n-2)(n-3) «, „ dreimal 

l«2-3.4 «4 „ viermal 

112 Wt(n~l) __ vorkommen und sind die entsprechenden 

I, 1.2 ^«2 ^) rpypgQ ^ grjjl^ 227 angegeben. 



..y Google 



218 



Kombinatorik. 



22 Kombinationszahl ^'^^' ^^ 
13 „ w,(«3~l) 

denen folgende Pennutationszahlen entsprechen: 
P, =4! 

Pf =12 

Pf =4 
Pi^) =1 
Daraus folgt nebenstehende Anzahl. 



Die Variationszahlen lauten sodann: 
w,K-l)K-2)K-3) + 6n,(«,-l)(n,— S 
+ 3w2(n2-l)+4ni(n8-l) + n. 



Frage 163. Wie erhält man die 
AnzaM der Variationen von n Elementen 
zur iten Klasse, in denen irgend ein 
Element wenigstens ^timal wiederholt 
erscheint? 



Erkl« 228. Wenn nur irgend ein Ele- 
ment fimaX vorkommen soll, so ist erlaubt, 
dass andere Elemente auch in beliebig niedri- 
gerer Wiederholung oder nur einmal vorkommen. 



Antwort. Man verfährt wie bei den 
Kombinationen in Frage 87, indem man 
die Typen so aufgestellt, dass mindestens 
ein jitfaches Element darin vorkommt; 
die Kombinationszahl jedes Typus multi- 
pliziere man mit der entsprechenden Permu- 
tationszahl (der Ä;ten Klasse) und addiere 
sämtliche Produkte. 



Frage 164. Wie erhält man die 
Anzahl der Variationen von n Elementen 

Her Klasse in denen irgend ein Antwort. Analog den Kombinationen in 
Mement höchstens jumal erschemtr* Frage 88 sind alle Typen zu büden, in 

denen wenigstens ein Element nicht öfter 
als jitmal erscheint, während die übrigen 
Elemente auch öfter vorkommen dürfen; 
das weitere wie in vorhergehender Antwort. 



Frage 165. Wie erhält man die 
Anzahl der Variationen von n Elementen 
zur iten Klasse, in denen irgend ein 
Element gerade jumal vorkonunt? 



Antwort. Man sucht die Anzahl der 
Variationen, in denen irgend ein Element 
höchstens ^ mal wiederholt erscheint, und 
subtrahiert davon die Anzahl der Variationen, 
in welchen dasselbe höchstens (it^ — l)mal 
vorkommen darf; — oder man bestinunt, in 
wie vielen Komplexionen irgend ein Element 
wenigstens f^mal erscheinen kann, und zieht 
die ZsM der Komplexionen davon ab, in denen 
ein Element wenigstens (/^ + l)mal auftritt. 



Frage 166. Wie findet man die 
Anzahl der Variationen von n Elementen 
zur iten Klasse, in denen jedes Ele- 
ment wenigstens jumal auftritt? 



Antwort Man bUdet nur diejenigen 
Typen, welche gar keii^e niedrigere Zahl 
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Erkl. 228a. Soll jedes Element hoch- als ^ti enthalten und verfährt mit den ent- 
stens ^mal vorkommen, oder, was dasselbe sprechenden Eombinationszahlen wie in den 
heisst, kein Element öfter als /^mal, so gelten vorhergehenden Fragen, 
nnr jene Typen, in denen keine Zahl vor- ^ 

kommt, die grösser als ^ ist. 



Frage 167. Auf me viele Arten 
lassen sich von n gegebenen Elementen 
je k ia p Fächer verteilen CP>*), so 
dass kein Fach mehr als ein Element 
enthält, wemi Vertauschungen der Ele- 
mente unter sich als verschiedene Be- 
setzungen der Fächer angesehen und 
Wiederholungen unbeschränkt zugelassen 
werden? 



Antwort. Werden von n Elementen je 
k anf p Fächer einzeln verteilt, wobei 
die Vertauschnngen der Elemente berück- 
sichtigt und Wiederholungen derselben zu- 
gelassen werden, so ist die Anzahl der mög- 
lichen Besetzungen: 



Erkl« 229. Werden jedesmal alle gegebenen 
Elemente in die p Fächer verteilt, so hat man: 

n =z k 
zu setzen und erhält als Anzahl der Besetzungen: 



^;' 



^yn 



Dem aus p Fächern lassen sich Gruppen 
von je k Fächern auf: 



Arten auswählen und jede solche Gruppe 
kann aus den n gegebenen Elementen auf: 

wrrk 
n 

Arten in der verlangten Weise besetzt wer- 
den. Die Gesamtzahl der Besetzungen ist 
also die oben behauptete. 



Frage 168. Wie viele Besetzungen 
sind unter den Bedingungen der Frage 167 
möglich, wenn mehrere Reihen von 
Elementen dazu verfügbar sind? 






Erkl. 230. Es ist leicht zu sehen, dass die 
Antwort in ganz analoger Weise auf drei Eeihen 
u. 8. £ ausgedehnt werden kann, immer unter 
der Bedingung, dass: 

K + h + h-i <li> 

sei 



Antwort. Seien (analog wie in Frage 132) 
zwei Eeihen, die eine von m, die andere 
von n Elementen, gegeben und sollen von 
der ersteren k^ Elemente, von der letzteren 
k2 in die gegebenen p Fächer verteilt werden, 
wobei: 

sein muss, so ist die Anzahl der möglichen 
Besetzungen: 



Es können nämlich (wie in Erkl. 203) 
aus den p Fächern deren k^^ auf: 

p 
Arten ausgewählt und jedes mit: 

wyki 

' m 

verschiedenen Komplexionen aus den Ele- 
menten der ersten Beihe besetzt werden. 
Aus den p — k^ noch leeren Fächern lassen 
sich nun abermals k^ auf: 



'p-k, 
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Arten wählen und jedes mit: 

' H 

verschiedenen Eomplexionen ans den Ele- 
menten der zweiten Reihe besetzen. Da 
femer jede Besetzmig der letzteren Arg Fächer 
mit jeder Besetzung der k^ erstgewählten 
zusammentreffen kann, so ist die Anzahl 
aller möglichen Fälle das Produkt: 

^ki Qh^ w yki w yh^ 
p p — kl m n 



Frage 169. Wie werden die Varia- 
tionen bei beschränkter Stellen- 
besetzung ohne und mit Wiederholung 
gebüdet? 



Erkl. 231. Die Variationen mit Wieder- 
holung aus den drei in der Antwort ge- 
gebenen Beihen sind (wenn bloss die Zeiger 
geschrieben werden): 



a, a, a, 



13 2 

3 3 

3 4 

3 5 

3 6 

4 1 
4 2 
4 3 
4 4 
4 5 
4 6 



2 2 
2 2 
2 2 
2 2 
2 2 
2 2 



«2 «8^1 

2 3 2 
2 3 3 
2 3 4 
2 3 5 
2 3 6 
2 4 1 
2 4 2 
2 4 3 
2 4 4 
2 4 5 
2 4 6 



Antwort Die Variationen aus mehreren 
Elementenreihen werden bei beschränkter 
Stellenbesetzung so gebildet, dass die n^ Zeiger 
der ersten Eeihe auf allen Stellen variiert 
erscheinen dürfen, die 

nj — «1 = Tj (siehe Frage 91) 
Zeiger, um welche die zweite Reihe mehr 
enthält als die erste, nur von der zweiten 
Stelle an, die 

^8 ^2 ^= ^2 

Zeiger, die erst in der dritten Reihe auf- 
treten, von der dritten Stelle ab u. s. w. 
Es sind also z. B. die Variationen dieser 
Art aus den Reihen : 

«1«J«8«4 
«l«2^8<*4<*5<*6 

ohne Wiederholung die folgenden: 



«1«2ÖS 
^!^2^4 

«lös «2 

a, a« a. 



»1«8»5 
«lös «6 
«1 »4 «2 

0104 «8 
«J«4«5 
«104 «6 



«2 «1^3 
«2«! «4 
02 0105 
«2 «1^6 
02 08«! 
»2 «8 «4 



02 08 «6 

«2 «4 «3 
«2 «4 «5 
«2<'4Öf6 



Dieselben mit Wiederholung siehe in 
Erkl. 231. 



Frage 170. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen Ater Klasse 
bei beschränkter Stellenbesetzung: 

1) ohne Wiederholung, 

2) mit Wiederholung? 



Antwort. 1) Die Anzahl der Variationen 
Ä; ter Klasse mit beschränkter Stellenbesetzung 
ohne Wiederholung ist, wenn k Reihen 
mit n^ffi^i " - nje Elementen gegeben sind: 
n,(w2-l)(n3-2)...K-Ä: + l) 

denn jedes der n^ Elemente der ersten 
Reihe kann gleich oft die erste Stelle em- 
nehmen, während auf der zweiten jedes der 
ng Elemente der zweiten Reihe, mit Ausnahme 
des bereits an erster Stelle befindlichen, er- 
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scheinen kann; ebenso kann auf der dritten 
Stelle jedes Element der dritten Reihe stehen, 
ausgenommen zwei, die bereits auf den vorher- 
gehenden Stellen sich befinden u. s. w. Die 
Gesamtzahl der Eomplexionen ist deshalb : 
WiK~l)K~2)...(w;fc-Ä: + l) 
2) Die Anzahl der Variationen k ter 
Klasse bei beschränkter Stellenbesetzong 
mit Wiederholung ist: 

n^'n^'fiQ • • • fik 
denn bei Zulassung von Wiederholungen fällt 
die in 1) gemachte Ausnahme der nicht mehr 
erscheinenden 1, 2, • • -»ä; — 1 Elemente weg, 
indem jedes Element der nächsten Reihe 
an der folgenden Stelle wieder erscheinen 
kann. Hiedurch geht die in 1) gefundene 
AnzaM über in: 

w.'Wj'n« • • • wjb 



Frage 171. Was versteht man unter 
Variationen mit beschränkter 

Wiederholung bei beschränkter ^^t^^^. Wemi mehrere Reihen von 

btellenbesetzung? ni,«^.^--- Elementen gegeben sind, die 

so variiert werden sollen, dass eine gewisse 

Erkl. 232« £s sind nach nebenstehender Zahl von Elementen einmal, eine andre zwei- 

Definition die Variationen aus drei Reihen: mal, eine dritte dreimal u. s. w. in jeder 

a^a^ Komplexion vorkommen darf und dass zu- 

«i«2«8«4 gleich die n^ Elemente der ersten Reihe an 

a, a^a^a a^a allen Stellen erscheinen können, die Wg — n^ 

wenn 1 Element zweim\l*und\ Element einmal Elemente der zweiten Reihe (die sie mit der 

gesetzt werden darf, also nach dem Typus 21, ersten nicht gemeinschaftlich hat) erst von 

der nach der ersten Komplexion auch der zweiten Stelle an, die Wg — Wg Ele- 

durch a\ a^ ausgedrückt werden kann, folgende: ii^ente der dritten Reihe (die mit der zweiten 

nicht gemeinschaftlich sind), von der drit- 

^^^'^^ "2«i«i ten Stelle an u. s. w., so heissen diese Kom- 

"i^i^s «2fli»2 plexionen Variationen mit beschränk- 

«10110^4 02^2^1 ter Wiederholung bei beschränkter 

«löitts «2«2«3 Stellenbesetzung. Da aus jeder Reihe 

a^a^a^ a^a^a^ ein Element genommen wird, so ist der 

aj aa a^ a^ a^ a^ Klassenexponent gleich der Anzahl der Reihen. 

ai«2<»2 a2«2<*6 

«1«8Ö1 «2 «8 «2 

«1»8«8 «2 «8 «8 

^1^4**! «2*4*2 

«104^4 «2*4*4 



Frage 172. Wie wird die Anzahl 
der in vorhergeh^der Antwort definier- Antwort. Es seien die Variationen nach 

ten Variationen für irgend einen ge- Frage 172 und dem Typus: 
gebenen Typus gefunden? «i ^«2 /s _ ^«m 

12 3 m 

« ^, ««« rr 1. TT X« :. . :. vcrlaugt. Die Klasse dieser Variationen 

Erkl. 233. Zum besseren Verständmsse der -gx j^^ . 
in der Antwort enthaltenen allgemeinen Dar- _i_ i i _i_ _ ^ . 

Stellung soU hier ein bestimmtes Beispiel nach *i + "2 + «s + * ' * + "»» — *^ > 
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demselben Entwicklungsgänge vollständig durch- 
geredmet werden. 

Es seien gegeben die Eeihen: 



«1 »2 «8 «*4 
»1 «8 «8 ^4 *5 

und die Variationen mit beschränkter 
Stellenbesetzung nach dem Typus: 

zu bilden, beziehungsweise ihre Anzahl zu 
bestimmen. 

Hier dürfen erscheinen: 

an der 1. Stelle die Zeiger 1, 2 



3. 



>» 11 



11 11 



11 11 



, 1, 2, 3 
1 1, 2, 3, 4 

, 1, 2, 3, 4, 5 

Die Klasse der Variationen ist: 

und in jede Komplexion dürfen: 

w = 2 
verschiedene Elemente eintreten. 

Die (zunächst unvollständige) Besetzung der 
vier Stellen durch zwei verschiedene Elemente 
ist auf 

Arten m($glich und liefert folgende Komplexio- 
nen, in welcher die noch leeren Stellen durch 
Punkte angedeutet sind: 

Groppienmg: I II m 

12. . 1.2. 1. .2 
13. . 1.3. 1 . .3 
21. . 1.4. 1.4 
23. . 2. 1 . 1.5 

2.3. 2. . 1 

2.4. 2. . 3 
2.4 
2. .5 

Die Anzahl der Komplexionen folgt aus 
Formel 1), Frage 170, nämlich, da: 

Wj = 2, nj = 3, n^ = 4:, n^ = 5 
ist, 
für Gruppierung I: ni (n^ — 1) = 2-2 = 4 
II: ni(n3-l) = 2.3 = 6 
III: n,(n,-l) = 2.4 = 8 
Zur Ausfüllung der leeren Stellen hat man 
hier: 
in Gruppierung I: für die 1. leere Stelle n\ = 2EL 



I 
II 

n 
in 
ni 



11 11 ^* 11 11 ** 2 ~~ " 

11 11 I* 11 yi ^ i -^ ■*• 11 

11 11 ^' 11 5? ^ 2 ~~ " 

11 11 ■*-. JJ •» ^ I ^ ■*• »J 

11 11 ^* 11 »» ** 2 "~" " 



ebenso gross muss die Anzahl der gegebenen 
Beihen sein, von denen die erste n^, die 
zweite Wg • • •, die letzte % Elemente ent- 
halten soll. In jede Komplexion A;ter Klasse 
treten jedoch nur m verschiedene Ele- 
mente ein. 

Mit letzteren denke man sich zunächst 
m Stellen jeder Komplexion besetzt, unter 
denen stets die erste sein soll, so dass 
noch: 

Besetzungsarten möglich sind, welche im 
folgenden „Gruppierungen" genannt 
werden sollen. 

V7egen der ungleichen Elemente, ans 
denen sie bestehen, sind diese (unvollstän- 
digen) Komplexionen jeder Gruppierung Va- 
riationen ohne Wiederholung mit 
beschränkter Stellenbesetzung. 

Man lässt nämlich an jede Stelle nur die- 
jenigen Elemente treten, die dort stehen 
dürfen (siehe Frage 171), d. h.: 

n^ Elemente der ersten Reihe an alle Stellen, 
»2 — nj Elemente der zweiten Reihe von der 

2. Stelle an, 

ng — ^2 Elemente der dritten Reihe von der 

3. SteUe an, 
u. s, w. 

Die Anzahl der Komplexionen folgt dem- 
nach für jede Gruppierung aus der Formel 1), 
Frage 170. (Siehe das Beispiel in ErkL 233.) 

Jede Komplexion enthält nun noch h—m 
leere Stellen, zu deren Besetzung die 
bereits in ihr enthaltenen Elemente verwendet 
werden müssen, und zwar ein Element noeh 
«1 — 1 mal, ein Element «2 — 1 "^^-l u. s. w., 
endlich ein Element a^ — 1 maL 

Da nun aber nach dem Grundgesetze der 
Variationen auf alle Stellen die möglichst 
niedrigen Elemente zu setzen sind, so 
darf man für jede leere Stelle nur die- 
jenigen Elemente verwenden, welche 
derselben bereits vorausgehen, aber 
niemals höhere, indem sonst die nämliche 
Komplexion mehrfach entstehen könnte. 

Die Anzahl der Elemente, welche diese 
Bedingung erfüllen, sei: 

für die erste leerfe Stelle = n\ 



zweite 



= n\ 



u. s. w., Zahlen, die für jede Gruppierung 
eigens bestimmt werden müssen. Diese Be- 
stimmung ist sehr leicht, wenn die Zosam- 
mensetzung einer Gruppierung bekannt ist 
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denn in Gruppierung I gehen sowohl der ersten Am einfachsten geschieht dieselbe mechanisch 

als der zweiten leeren Stelle je 2 Elemente auf folgende Weise : 

voraus, in II der ersten leeren Stelle 1 Ele- ^ wi^of. 

ment, der zweiten 2, in III geht der ersten ^^ ouaei. 

und zweiten leeren Stelle nur je 1 Element C^"^ (2,S, " * k) 

^^^x?^V AI-* j A * «* T,x««+« «« wnd schreibt daneben hin die Komplexionen 
Nach Anleitung der Antwort könnte man *^ 

die Werte von n\ , n'« auf folgende Weise ' wj^k—m /i o n 

finden: C (l,2,...m) 

„ , .,, nach den in Frage 41 und 70 gelehrten 

*^ ^ ® * Methoden, so geben die Zahlen, aus denen 

C^ (2, 3, 4) = 2 die Komplexionen des ersteren Ausdruckes 

3 bestehen, an, welche Stellen in den 

4 (ebensovielen) Gruppierungen besetzt 
und sind (mit Ausnahme der stets besetzten 

"'C^ (1,2) = 11 ersten Stelle), wobei die letzte Komplexion 

12 der Gruppierung I, die vorletzte der Grup- 

22 pierung II u. s. w. entspricht. Hingegen 

^. , . , sagen die Zahlen, aus denen die Komplexio- 

Die ersteren zeigen an, dass (ausser der ^^^ ^^g letzteren Ausdruckes sich zu- 
ersten Stelle) bereits besetzt sind: «ammensetzen, aus, wie viele Elemente 

in Gruppierung I: die 2. Stelle, jeder einzelnen der k — m freien 

„ „ II: „ 3. „ Stellen vorausgehen, wobei: 

»» T» ni: „ 4. „ die erste Komplexion der letzten. 

Die letzteren geben an, dass diesen Stellen die zweite Komplexion der vorletzten, 
vorausgehen: die letzte Komplexion der ersten 

in Gruppierung I: 2 Elemente jeder freien Stelle, Gruppierung entspricht. 
» » n: Ibezw. 2 Elemente, Die Zahlen der Komplexionen von: 

„ „ III: 1 Element jeder freien Stelle. «'rr*— »« ri 2 . . . ^ 

Dies sind die Werte, welche schon oben für gj^d also für jede Gruppierung die oben mit 
die drei Gruppierungen gefunden und für jede 

mit n\ und n'g bezeichnet wurden. ^ i » ** 2 » ' * ' 

Die vollständige Besetzung der leeren Stellen bezeichneten Grössen und zwar entspricht 

kommt nun darauf zurück, die Variationen mit jede Komplexion der ebenso vielsten Grup- 

beschränkter Stellenbesetzung nach dem Typus: pierung. 

^1^2 In der That ist die Anzahl der Grup- 

zu bilden, aus zwei Eeihen, deren Elementen- pierungen: 

zahlen n\ und n'^ sind. Da die Elemente des C***~^(2 S - -- k) = C^~^ = C^~*** 

Typus ungleich sind, so findet man die An- ' ' *~^ ^""^ 

zahl der Komplexionen desselben nach Formel 1) (siehe Frage 43) 

m Frage 170: und die Anzahl der Komplexionen von: 

Z = w'i K - 1) u^c^ -»» (1, 2, . . . m) r= •^C*-'^ 

und zwar ergibt sich nach obigen Werten von 
n'j und n'g: — ^m+k-m-i — ^k—i 

für die Gruppienuig I: ^. = 2 (2 _ 1) = 2 ^^'^^ ^^' ''^^ ^- ^'^^"> 

II- Z = 1 (2 — 1) = 1 d. h. es gibt ebenso viele Komplexionen als 
l " l III i Z« = 1 (1 - 1) = Gruppierungen. 

Nachdem nun die Grössen n\, n'^ gefun- 
d. h aus jeder Komplexion der Gruppierung I ^^^ gj^^ ^;^^^^^ an die leeren SteUen Va- 
entstehen durch Besetzung der leeren Stellen Nationen mit beschränkter Stellen- 
zwei Vanationen, aus jeder Komplexion der j^*«"*""^" ^^^ u^o^ixxa,uii.i>^i 
Gruppierung n nur eine Variation, während Besetzung vom Typus: 
die Komplexionen der Gruppierung III mit den a"*""^ a"*~"^ ... a""*'~^ 

vorhandenen Elementen nicht besetzt werden ^ 2 "' m 

können, also ganz wegfallen. treten, wodurch die Aufgabe auf die 

Mit den Werten Z multipliziert man nun Lösung einer ähnlichen, aber von 
die oben bereits gefundene Anzahl der Korn- niedrigerem Typus zurückgeführt 
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plexionen jeder Gruppiening und erhält 
Smnme dieser Produkte: 



2wi(n2 — 1) + Wi(n3— 1) 
oder für die gegebenen speziellen Werte 

2-4 + 6 = 14 
Variationen der verlangten Art. 
Dieselben sind: 


Gruppierung I: 


Gruppierung II: 


«1 «2 «1 «2 


«1 «1 «2 «2 


»1 «2 «2 »1 


«i^iflafls 


«1 «3 «1 «8 


ttj a^ a^ a^ 


«1 «3 «8 «1 


«2 «2 «1 ö^i 


«2 »1 »1 »2 


«2 »2 «8 «8 


Oa Ol ttg tti 


«2 «2 «4 «4 


«2 »8 «2 «3 




«2 «8 »8 «2 





als ist. Bei dieser neuen Aufgabe sind die 
Elementenzahlen der verschiedenen Reihen 
nicht mehr wie vorher w^, Wg, • • •, sondern 

^^'u ^'21 ' * ' i^<^ ^^^ Elassenexponent nur 
noch k — m. 

Kennt man nun bereits die allgemeine 
Formel für die Anzahl der Variationen des 
neuen Typus, so setzt man in diese nach 
und nach die zusammengehörigen Vierte von 
n\f ^2 » ' * ' 6^ ^^d findet dadurch jedesmal 
eine Zahl (Z)^ welche angibt, wie viele neue 
Variationen aus jeder Komplexion derjenigen 
Gruppierung entstehen, welcher die gebrauch- 
ten Werte von n\, n'2 , • • • angehören. 

Die Anzahl der Komplexionen jeder an- 
fangs erhaltenen Gruppierung ist demnach 
mit dem zugehörigen Werte von Z zu multi- 
plizieren und die Summe aller dieser 
Produkte ist die Anzahl der ver- 
langten Variationen. 

Wäre aber die allgemeine Lösung für 
die Anzahl der Variationen des niedrigeren 
Typus, auf den die Aufgabe zurückgeführt 
wurde, noch nicht bekannt, so hätte man 
erst für diesen^ die nämliche Aufgabe zu 
lösen, wodurch man abermals auf einen 
niedrigeren Typus geführt wird. Im folgen- 
den sollen deshalb noch diese Formeln für 
die niedrigsten Klassen (bis zur dritten) 
angegeben werden. 



Frage 173. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen mit beschränkter 
Stellenbesetzung für folgende Klassen 
und Typen: 

a) 1. Klasse, Typus: a^ 

b) 2. Klasse, Typen: af und a^^a^ 



c) 3. Klasse, Typen: aj, a^a^ 



«1 »2 % ^ 



Erkl. 284. Die Variationen des Typus af a^ 
können auch bereits nach der allgemeinen Methode 
der vorhergehenden Frage gesucht werden. 

Es ist hier: 

k = S, m = 2 
die Zahl der Gruppierungen: 

C> = 2 
nämlich: 

12. 1.2 

Die Anzahl der Komplexionen ist demnach 
(Formel 1, Frage 170 ff.): 

in Gruppierung I: n^in^ — l) 
„ „ II: Wi(w8 — 1) 



Antwort. Die Elementenzahlen der ge- 
gebenen Reihen seien wieder n^, 7^2' *h' 
Dann hat man unmittelbar: 

1. Klasse: 

Typus «j : Anzahl der Variationen = nj 

2. Klasse: 

Typus af: „ „ „ = ni 

Typusa^ttg: „ „ „ z= n^(n^ — iy, 

denn bei ungleichen Elementen gilt [Formel 1) 
in Frage 170]: 

3. Klasse: 

Typus oj: Anzahl der Variationen = n^ 

Typus al a^ : Die hieher gehörigen Variationen 
entstehen: 

1) wenn man dem Typus a\ auf der dritten 
Stelle die Elemente der dritten Eeihe (mit 
Ausnahme des schon an den vorhergehen- 
den Stellen befindlichen) beisetzt, 'wodurch: 



Wi (»3 — 1) 



/ 



Komplexionen erhalten werden; / 
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Preisgekrönt in Frankfnrt a. M. 1881., 
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Der auBfUhrliche Prostpekt und das ausführllclie Inhalte- 
ferzeiclmiB der ,,vollständig gelöBten ÄnfgabensaimiLlung tob 
Dr. Ad, Kleyer" kann von jeder Buchliandlang, sowie von der 
VerlagBhandlnng gratis und portofrei bezogen werden 



Bemerkt sei hier nur: 

l), Jedes Heft ist aufgeBcbiütteD and gut broühieri am den sofortisen oüd dauern» 
den G^ebranch za gestatten 

2), Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, InhaltsTer^eichnlB, Bericbtigongen 
und Erklärongen am Schlnsse desselben, 

8)« Aaf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

i). Monatlich erscheinen S — 4 Hefte zn dem Abennementspreiae von 25 Pfg. pro Heft 

6), J>ie Beihenfolge der Hefte im nachetehenden, kurz angedeuteten iBhaltaver- 
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt erBlehtUoh, ohne jede Bedeutung 
fdr die Interessenten. 

d), Bas Werk enthält Ailes, ^as sich Hherhanpt auf matbematiBche Wissenschaften 
begebt, alle Lehrs^tze^ Formeln nnd Eegeln etc, mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben and vielen vortrefflichen Fignren. 

1), Das Werk ist ein praküfchea Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, das 
beite Handbuch fttr Lehrer und Examinatoren, das Torsügüchste Iiehrbuok 
«um Selbatatudium, das vortreffllohst© Kaühschlagebuoh für Fachleute uud 
Techniker jeder Art* 

ä). Alle Bacbhaadlnngen nehmen Bestelinngen entgegen. 



S^^ Das vollttändigi 

Inhaltsverzeiclinis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

Ion durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erseheiren Nachträge über die Inzwischen neu erichienenen Hefte. 
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VoHstaaä^g gelöste 



}llsta;ii| 

Aufgaben - Sammlung 

- nebat Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul^ & Selbstunterricht — 



mU 



lo^abfl and EatilcUnng der benntitan Sätze, Fameln, Regeln In Ftagen ond Antiorten 

erläutert durch 

Tiele Holzsclmitte & lithograpli. Tafeln, 

aui allen Zweigen 

der Reohenkmiit^ der niederen (Algebra, Planim^triö, Btereometrie, ebeneu n, ipU&riiclieik 

Trigonometrie, Byuthe tischen Geometrie etc.) u, li5hereii Mathemütik Ihöhere Änalymi, 

DifferGntial- u. Integral-Eechnung, analytiache Geametrie der Ebene u. dea Raumes etc,); — 

auj alleu Zweigen der PUygJk, Me^^banik, Graphüötatlk , Cbeoile, fteodlsie, Sautlk, 

mathetnat. eeog^raphje, Aatronomie; des Ma§diiueri-^ i^frar^en-, ElMeubabn-, Wasser*, 

BrUeken* u. Hochöaa'sj der KonatriiktlouHlehreu als: darettell. Geometrie, Polar- n. 

ParaUel^Feripectlre, 8chattenkoji.itruktioneu etc. etc. 

fftr 

Schüler, 8todiereiide> Kanaidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, MiUt&rB etc* 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, aar FarthOlfie bei Schularbeiten und zar rationellen V«rw©rttmg 

der exakteu WisäüiiBch alten, 
heransgegeben von 

lir. Adolph itleyer^ 

iD Frankfurt a. M, 
nnter Mitwirkuug der bt^währtesten Kräfte. 
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I Die Lehre von den kombinatorischen Operationen. 
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Foitsetzung v. Heft 1103. — Seitti 225—240. 
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Das voltständige Inhaltsverzeichms der bis jetzt erschienenen Hefte kaf»^ 
durch iede Buchhandlung bezogen werden. 



^ PreUge krÖnt in yramkfnrt a> M. 1881 " ^| 

^ PROSPEKT. I 

Dietei Werk, velcbem kein IhtiUctaei sur Seite itekt^ ersckemt mgnAtlich In K— i| 
Hfiften lu dem blUlgen Frel»e roo 25 ,^ pro Heft üik! bringt eine Sammltuig der wichti|^ 
nten und praktischsten Aofg'aben üna dem Qesauitgelblet^ der Mfttheniatlk^ Fhj?itl| 
Mechanik} wath« Geographie i Astronomie » de^ Ha&chlneB-i StraHBen*, Eisenbahn«« | 
Brücken- nnd Hoehbanes, de» konEtrnktlren Kelelineuii etc. etc. and awar in folhlUnilff 
gelJtiler Form, mit rielen Ftgnren, Crklärnngeu mhut Angabe and Entwlekelong ilcr 
beontsten Bätzei Formeln t Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Loenfi 
j et ermann vere tandlich sein kann^ besw« wird, wenn eine gr^fjsere Anzahl der Hefte er- 
•ehienen ist^ da dieselben sieb Sa Ihrer Qesamtheit ergftnien und aledann atich alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbstlndigea Sipi-i 
teln angeordnet — ?orliegen. 1 

Fast jedem Mefte ist ein Anhang von angel Osten Aufgaben beigegeben, velcht^ der 
eigenen LGBUng (in analoger Form, wie die bezügUcheo golöeten Aufgaben) df^s Btudiersodet^ 
dberlasBen bleiben, und ungleich von den Herren Lehrern für den Schnl untern cht hentflit j 
werden können. — Die Losungen hierzu werden später in besonderen HeffceD für die Hsi^d ilei ' 
Lehrers erscheinen. Am SehlusBe eines jeden Kapitels gelange □ r Tltelblatt| Inhalts? erxelek« 
nlBj Berieh tlgün gen und eriSuternde Erklämngen Über das betreffende Kapitel ssur AoBgab«« 

Das Werk behandelt MtnEchat den Hauptbeitandtdl des mathematlsch-natoririBsea 
ichaftlichen Unterrichtsplanei folgender Bcbolen: Kealsehnien t. und tl. Ord., gleiish' 
berechtigten höheren Btirgersehaleni FrlTataehaten^ Qjinnasten, Realgjmnaiten, Pro* 
f ^nasien , Sehallebrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Bangewerksf^bnlf D| 
€kwerbe§ehnleni Handelaschnlen, teehn^ TorbereltungHschnlen aller Arten « gewerhllehi« 
Fortbndnngssehuien, Akademien, Uni rerül tüten, Land* nnd ForstwisseuiehaTtHiichiii««. 
HUttärschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als a. B. ror das Ei i^ ährig* Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen^ etc. 

Die Seh Hier, Studierenden nnd Kandidaten der mathematiBchen, technischen iM 
ilatarwisBeQSchaftUchen Fächer^ werden durch diesem S^^hrltt für Schritt geiüstef Aaf gaben- 
tammlnng InimenrUhrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etr« | 
erinnert nnd wird ihnen hiermit der Weg cum unfehlbaren ÄufEnden der Löenngen Um* ' 
Jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zn lOBen haben, ungleich aber aackj 
die ttbersna grosse Fruchtbarkelt der mathematischen WisBenschafteu irorgeführt» 

Dem Lehrer soll mit dieaer AufgabenBammlung eine kräftige Sttltxe ftir den Schal f^ 
anterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischea^ 
Disziplinen — zum Auflösen TOn A[if gaben — In den meisten Schulen oft keine ^elt ex- 
Qbrigt werden kann, hiermit aber dem Bchlüer bei seinen hänsUchen Arbeiten eine foU- 
it&ndige Anleitung in die Binde geg^eben wird, entsprechende Aufgaben zn I^aeiif die ge- 
habten Hegeln, FermelUy Sitze etc. anzuwenden und praktisch mu Terwerten^ Lnit] LIehi 
and Terstfittdnls far den Schnl-Ünterricht wird dadurch erhalten nnd belebt werden. 

Den TngenJenren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mllltlr» 
etc. etc, soll dJese Sammlung zur Anlfrlgchitng der erworbenen und vielleicht Tergesaen^c 
math^natischen KenntniBse dienen und zugleich dnrcb ihre praktlHchen in allen Bemfi« 
zweigen Terkenunenden Anwendnngen einem toten Kapitale lebendige Kralt verleihen nwim 
somit den Antrieb £u weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forsehungen geb«F J 

AUe Buchhandlungen nehmen Bestell ongeu entgegen. Wichtige nnd praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Eedaktjon entgegengenommen nnd mit Angabe der Ifamea 
Terbreilet. — Wünsche» Fragen etc., welche die Redaktion betreffen^ nimmt der YerfiiMert 
Dr. Klejerp Frankfurt a. M. Fizcherfelditraise Id, entgegen und wird dat«n KtiedfgiiDf 
thnnJicbst berüekilebtiit* ^ t 

Stattgurt Die TeriHg^ääidfifflf, 
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Zur Bestimmung der Grössen n* hat man: 

C*(2,3) = 2 •^0^(1,2) = 1 
3 2 

d. h. es existiert nnr n/ = 2 für Gruppierung I 

< = 1 „ « n 

Die Aufgabe ist nun auf den Typus der 
ersten Klasse (a,) zurückgeführt, für welchen 
die Anzahl der Variationen: 

wird ; demnach in Gruppierung \\ Z^-=.2 

II:Z, = 1 
Die Gesamtzahl der Variationen des Typus: 



«7«« 



wird also: 



2ni(n2 — l) + ni(n3~l) 



2) wenn man den Komplezionen des 

Typus a^a^ entweder das erste oder das 

zweite schon darin befindliche Element zu- 
setzt, wodurch also: 

Komplexionen erhalten werden. Die Anzahl 
der Variationen des Typus ajaa ist dem- 
nach: 

2n,(n,-l) + ni(n3 — 1) 
Typus a<^a.^a^\ Anzahl der Variationen: 

= n,(na-l)(n3-2) 
[Formel 1), siehe Frage 161]. 



Frilgel74. Was versteht man unter 
Permutationen mit beschränkter 
Stellenbesetzung? 

Erkl. 285. Unter sechs ungleichen Ele- 
menten sollen z. B. die Elemente: 
1 und 2 auf allen Stellen 

3 von der zweiten Stelle an 

4 von der dritten Stelle an 

5 und 6 auf den zwei letzten Stellen 
stehen dürfen. Die Permutationen sind folgende 
sechzehn : 

123456 213456 

123465 213465 

124356 214356 

124365 214365 

132456 231456 

132465 231465 

134256 234156 

134265 234165 

Sind jedoch z. B. die Elemente: 
1123334 
gegehen, von denen das Element: 

1 auf allen Stellen 

2 von der zweiten an 

3 von der dritten an 

4 von der sechsten an 

stehen darf, so ergeben sich folgende Permu- 
tationen: 



1123334 
1123343 
1132334 
1132343 
1133234 
1133243 
1133324 
1133342 



1213334 
1213343 
1231334 
1231343 
1233134 
1233143 
1233314 
1233341 



Antwort. Wenn eine beliebige Anzahl 
(n) Elemente permutiert werden sollen, bei 
denen jedoch die Bedingung besteht, dass 
von diesen Elementen: 
n^ auf allen SteUen 
ti, erst von der zweiten Stelle an 
«8 « » » dritten „ „ 

stehen können, so heissen die derartig ge- 
bildeten Eomplexionen „Permutationen mit 
beschränkter Stellenbesetzung". 

Es sind dabei zwei Fälle zu unterscheiden, 
indem: 

1) nur ungleiche 

2) auch gleiche Elemente 
gegeben sein können; im ersteren Falle ent- 
stehen Permutationen ohne Wiederholung, 
im letzteren Permutationen mit Wiederholung. 



ft^a ad acher, Kombinatorik. 
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Frage 175. Wie findet man die An- 
zahl der Permutationen ahne Wieder- 
holung beibeschränkterSteUenbesetzung;? 

Urlcli 2H%t E$ seien gegeben die Elemente 
1, 2, 3, die auf allen Stellen stellen können, 
4, 5| „ von der 2. SteHe an stehen können, 
6i daa „ ^ 3. „ „ „ kaiuii 

* 1 Vf rt Ti^* n Ji n B 

Dann sind zu yem'enden: 

für die 1. Stellen 1^2,3, 

^ „ 3. „ 1,2,3,4,6,6 
r jT 4- n 1,2,3,4,5,6 
, , 5. „ 1,2,3,4,5,6 
„ „ 6. „ 1,2,3,4,5,6,7 
„ ,, 7. „ 1,2,3,4,5,6,7 
also i3t: 
n^ ^3, n^ ^:: 5, «3 = 6, «^ zzr 6, n^ ^ ß 
n, ^ 7, «^ ^ 7 
2^unächBt bildet mau die P^, = 6 Fermutatienen : 
123 213 312 

132 231 321 

zu jeder kann jetzt daa Element 4 an drei 
Stellen gesetgt werden z. B. bei 123: 
1234 
1243 
1423 
nnd ebenso bei den übrigen. Zu jeder nenen 
Permutati<>u kann man das Element 5 nun anf 
vier Stellen setzen und erhält z. B, ans 1234; 
12345 
12354 
12534 
15234 
Die Anzahl der Komplexionen ist nun; 

3!^3-4 — '"^ ^'* 
Pernjutationen. 

Nun kann das Element 6 an alte Stellen 
gesetzt werden mit Ansnahme der zwei ersten; 
z, B. in 12345; 

123456 
123465 
123645 
126345 
Die Anzahl der Komplexionen vervierfacht sich 
Medurch nnd man hat im ganzen i 

a 1 X3.4X4 - v'l . F^ y\ = r,;H f;;.i ^. r---' 

Ftlr «^ und «^ wächst die Anzahl der Kom- 
pleiionen nicht, weil die Faktoren: 

werden, 

Znletzt ergibt sieh demnach als Gesamtzahl : 

r^ r^ f;< Yl^ r^. Fi- 1^ - 3! 12.4.2 - 576 



y^. r' — 






I», 



Antwort. Wenn H^ Elemente anf allen 
Stellen! 

n^ Elemente von der zweiten Stelle an, 

nk fl n TT Arten „ „ 

stehen dürfen, ist die Anzahl der Permii- 
tationen : 

r"i. r*'*" ^u Y^i — "5 . » . T7"i~~'*jt— 1 

Eöweis. Man per mutiere zunächst die 
n^ Elemente, wodurch: 

^«_ 

Komplexionen entstehen, 

Ansser diesen n^ können von der zwei teil 
Stelle an noch: 

n^ — rt, 
Elemente in diese Komplexionen eintreteo. 
Das erste von diesen kann ihnen auf alkn 
Stellen mit Ausnahme der ersten » d. L aof 
«1 Stellen, beigesetzt werden, so dass aoi 
jeder Komplexion n^ neue folgen. 

Wird diesen das nächste der n^ — n^ Ele- 
mente beigefügt j so kann es anf ^i + l Stellftn 
gesetzt werden, so dass wieder jede Eom* 
plexion «^ -]- 1 neue liefert. Man fährt ^^ 
fort und kann das letzte dieser Elemente an; 

'*t + ("i — ^i) — ^ = % — 1 
Stellen setzen , so dass abermals je n^ ■ 
neue Komplexionen entstehen. Ina ganzen 
sind also ntm: 

i'^/«:(«t+i)(«.+2).<(n,-i)^F:M'::;i:' 

Komplexionen aus je ri^ Elementen vor 
banden. 

Ausser den bereits 'gesetzten Elementea 
können von der dritten Stelle an noch; 

"a — Wj 

neue verwendet werden. Setzt man eines" 
derselben den bisherigen Komplexionen bei, 
so darf es auf allen Stellen mit Ausnahm* J 
der zwei ersten, also auf: 

»5 — 1 

Stellen stehen, wodurch sich die Anzahl derl 
Komplexionen wieder ebenso vielmal vö^ f 
mehrt. Das folgende Element kann nun auf ' 
Wg Stellen gesetzt werden, das dritte auf 
«2 + 1 u, s* f., das letzte dieser Grappe auf^ 

«s + (W5 - «3) — 2 z= «3 - 2 
Stellen. Die Zahl der nun vorhandenen Kam- 
plexionen ans n^ Elementen Ist also: 



F^' F! 



f-i 



1 «a— «a 



In dieser Weise bis zu den; 
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Elementen fortfahrend, welche ansser den 
bereits vorhandenen von der Ä;ten Stelle an 
stehen dürfen, erhält man schliesslich als 
Gesamtzahl der Permntationen ans 
allen n^ Elementen: 



Frage 176. Wie findet man die 
Anzahl der Permutationen mit Wieder- 
holung bei beschränkter Stellenbesetzung? 



unter den 



Antwort. Es werde angenommen, dass 
sich unter den gegebenen Elementen ver- 
schiedene Gruppen gleicher Elemente be- 
finden und zwar: 



nj Elementen «j gleiche, ßi gleiche. 



Hj — ni 



ft 



njfc- 



-w*— r 



ak 



ßk 



Erkl. 287« Um das Zusammenfallen von 
ce^! Eomplexionen durch Beisetzung von a^ glei- 
chen Elementen besser übersehen zu können, 
diene folgendes Beispiel. Es sei n^ = 1 und 
enthalte Wo — n^ drei gleiche Elemente 2,2,2. 
Man betrachtet sie zuerst als ungleich und 
unterscheidet sie durch Accente: 

2, 2', 2". 
Fügt man nun das Element 2 der bisherigen 
einzigen Komplexion P„^ = 1 bei, so entsteht: 

12 
Hiezu wird nun 2' an zwei Stellen gesetzt, 
wodurch man erhält: 

122' 
12'2 
Zu diesen kommt 2" an drei Stellön und gibt: 
122'2" 12'22" 

122"2' 12'2"2 

12^22' 12"2'2 

Durch Weglassung der Accente gehen offenbar 
sämtliche 6 Eomplexionen in die einzige: 

1222 
über, d. h. die Anzahl derselben wird: 



die zuerst permatierten n^ Elemente geben 
dann nur: 



Komplexionen. Setzt man die «2 gleichen 
Elemente, die in ng — n^ enthsäten smd, 
vorerst als ungleich voraus und fügt sie wie 
vorher den vorhandenen bei, so fallen, so- 
bald sie als gleich angesehen werden, je ag! 
Komplexionen in eine zusammen (s. Erkl. 237) 
und ebenso je ß^l, wenn die nächste Gruppe 
von gleichen Elementen beigesetzt wird u. s. w. 
Die Gesamtzahl der verbleibenden Kom- 
plexionen ist also in diesem Falle: 

**k—(k—i) 









xrns — «2 



«,!/?,|... «s!/?^!... a,\ß,\^ 



7*8 — »h 



'^ 4 — 1 

3! 



= 1, 



wie in der Antwort behauptet wurde. 



e) Gelöste Aufgaben über die Variationen mit Wiederholung. 
Aufgabe 371. Die in dem Ausdrucke: 

enthaltenen Komplexionen vollständig Auflösung. Nach der in Frage 140 ge- 
darzustellen. ^ zeigten Methode erhält man: 

Digitized by ViiOOQIC 



228 



KümbinatoriJk. 






aaaaa 


ahaaa 


hamaa 


bhaaa 


aaaab 


ahaah 


haaab 


bbaah 


auaha 


abaha 


baaba 


bbaba 


aaabb 


abahh 


battbh 


bbabh 


aahaa 


ahbaa 


babaa 


bbbaa 


aahab 


abbab 


babab 


bbbah 


aahha 


abbba 


babba 


bbbha 


aahhb 


ahbbb 


bahbh 


bbbbb 



Aufgabe 372, Wie gross sind fol- 
gende Variationszahlen : 



1) «^F? 



2) «'Ki^? 



Nact Frage 143 hat mani 



AmfLöBUng. 

1) 

2) "^Fi^^ 2^2 = 4096 



'V^ = 79 ~ 343 



Aufgabe 373. Die 216607, Varia- 
tion vierter Klasse aus den 26 Buch- 
staben des deutschen Alphabetes anzu- 
geben. 



ÄuflÖaunif, Mittels Ausschliessung der 
KomplexioneH medrigereE Grades erhält man^ 
nach Fra^e 145: 

216607 = 12-263 + 5095 
5095:^ 8.2fi2 + 287 
287 = 11-26 +1 
Es steht demnach in der gesuchten Koe^_ 
plexion an: 

1, Stelle da3 13. Element m 

3. ,, „ la. „ i 

Die 216607, Variation ist also: 



Aufgabe 374. Die wievielste Varia- 
tion der Buchstaben: 

a, b, c, d, e, /*, ^, h, i 

heisst „EICHE"? Die Rangzahl ist: 

1) diurch Ausschliessung der niedri- 
geren ^ 

2) dui^ch Ausschliessung der höheren 
Komplexionen zu berechnen. 



Auflösung. I) Nach Frage 147 ist die 
Anzalil der vorausgehenden (niedri^ereD) 
Komplexionen : 

Yt =4-9^ = 26244 



Für die 1. Steüe: 

17 JT ^' IJ 

IT »T *• JT 

1t II "■ »1 



B'^Vl = 8-93= 5832 



2*"F^ = 

7*"Fi = 7^9 = 



F^ = 2'9s= leS 



•^3 



— 4 



5uzDme Bä30& 
Die EaDgzahl des gegebenen Wortes i^t: 

32306 
2) ,GeBamt2ahl der Variationen; 
«'Fj = 59049 
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Anzahl der abzuzieb enden Komplexioneni 



1. 


Steile: 


(9 — 5)«'r* = 26244 


2. 


?T 


(9'"9)*''r^= 


3. 


TT 


^9_3)*^F^^ 486 


4. 


r 


(9_8)"Kj=^ 9 


5. 


1* 


(9-5)''Fj= 4 



Simmie 26743 
Demnach die geauchte Katigzahb 
;» = 59049 -^ 267tö = 32306 (Frage 148), 



Aufgabe 375. Die Anzahl derjenigen 
Komplexionen von: 

'""V^iahcdef) Auflösung. Man bildet nach Frage 149 

anzugeben, welche die Elemente b und zunächst: 
d enthalten. ^c-i^^cdef) 

fügt jeder Komplexion noch die Elemente 
b und d hei und permatiert ihre nmiin ehrigen 
Elemente. Unter den Kombinationen, deren 
Anzahl: 

"C^ = 21 

ist, kommen 6 Komplex ionen mit zwei glei- 
chen Elementen vor, unter denen bb und dd 
hervorzuheben sind, weil sie nach der £r< 
gänzung drei gleiche Elemente CDtbalten, 
die übrigen 4 nur zwei gleiche. Ausserdem 
entstehen 15 Komplexionen mit ungleichen 
Elementen, woranter bd nach der Ergänzung 
zweimal zwei gleiche Elemente enthält, 
hiegegen ah^ ad, ic, be, bf\ cd^ de^ df 
nur zwei gleiche , die 7 übrigen vier un- 
gleiche Elemente. Die Anzahl der ge- 
suchten Komplexionen ist demnach (in ge- 
nannter EeÜienfolge) geschrieben: 

^ 8 + 48 + 6 -j- 96 4- 168 = 326 



Aufgabe 376. Neun Sorten nume- 
rierter Kugeln, unter denen sich drei 
Sorten schwarze befinden, von jeder 
Nummer mindestens fünf Stück, sind 
gegeben und sollen zu je fünf auf alle 
möglichen Arten gezogen werden. Wie Auflösung. Man bezeichne die drei 

vielß vprsohipdftnft Ziphiino-pn sind möff- schwarzen Kugeln mit 1, 2, 3, die übngen 
vieie verscmeaene zdenungen sina mog . ^ ^^^ 

lieh, bei welchen drei verschieden ' ' ' ' ^^ 

numerierte schwarze Kugeln erschei- "^ü 

nen? und ergänzt jede Komplexion durch Bei- 

fügung von: 

123 

zur fünften Klasse. Zur Bestimmung der 
entsprechenden Permutationszahlen hat nu 



^r S9Q Kombinatorik. ^| 




bei obigen Kombinationen folgende Grappia J 




zu imterscheiden: ^M 




1) die Gruppe der gleichen Elemente: ^M 




11, 23, 33 1 


^H ErU* 288. Die Kompleiionen der eraten 


2) die Grappe der ungleichen Elementer ^B 


^H Gruppe dnd gebildet nach dem Muater: 


12, 13, 2 3 ^M 


^m 


3) die Gruppe der gleichen Elemente: ^M 


^H die der zweiten Qruppe nach: 


44, -', 99, Anzahl -^6 ^| 


^1 1212B, 


und der ungleichen: ^M 


^H die der driUen Gruppe nachi 


14, ■^., 39, Anzahl 3^6 = 18 T 


^H 14128 und 44123, 


4) die Gruppe der ungleichen Elemeüte: 1 


^H die der nerten Gruppe nach: 


45, -^, 89, Aüzahl C| =^ 15 1 


^1 451B5, 

^H woTSQS aicb die Penoutationssahlen in der Ant- 


Die PermutatiooBzahlen werden nnni 1 


^H Wort leicht ergeben* 


für Gruppe 1): Pf =20 M 




2): Pfi^> = 30 ■ 




8); Pf =60 1 




4): Pj. = 120 1 




Folglich ist dfe Anzahl der verlangt«D ■ 




Kompiexionen : ^ä 




3-20 + 3^ 30 + 24- 60 +16-120-: 3390 | 


^m Aufgalje 377. Die Anzahl der Kom- 


fl 


^H plexionen yoe: 


^1 


H «'FVai^jrfe/) 


Auflösung, Nach Aufgabe 375 ist die ^| 


^H anzugeben, in denen die Elemente & 


Zahl der Komplexionen, welche bmäd eot- H 


^M und c^ nicht zugleich vorkommen. 


enthalten; ■ 




326 ^1 




Die Anzahl aller Vanationen ist: ^M 




''F* = 1296 H 




folglich sind b und d nicht gleichzeitig ^| 




enthalten in: ^1 




1296 — 326 = 970 ^M 




Kompiexionen. ^| 


H Aufgabe 378* Die Anzahl derjenigen 


■ 


^H Ziehungen in Aufgabe 376 anzugeben ^ 


^1 


^H welche überhaupt eine oder mehrere 




^1 schwarze Kugeln enthalten. 


ÄuHösung. SoMiesst mau die Nammm: 
1 ^ a 




der schwarzen Kugehi ganz aus, so sind nocb; 




"7^ = 7776 




2:iehuDgen möglich; da aber die Gesamtzahl 




aller möghchen Fälle: h 




"'^^^ 59049 ^^M 




ist, so gibt es: ^ 




59049 — 7776 = 51273 1 


^M 


Ziehungen, die wenigstens eine sciiwar^ J 




Kugel enthalten. ^H 
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Aufgabe 379. Wie gross ist die 
Anzahl der vierzifferigen Zahlen: 

a) überhaupt, 

b) mit vier ungeraden Ziffern, 

c) mit vier geraden Ziffern? 



AnflSsiini^. Die vierzifferigen Zahlen sind 
die Variationen vierter Klasse mit Wieder- 
holung aus den Elementen: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
mit Ausschluss derjenigen Eomplexionen, die 
mit beginnen. Man erhält demniach: 

a) «'F^o — '^^Jo^ 10000 ---1000=: 9000 

b) •*'Fj = 625 



c) •^F*-*'F^ = 626 — 125 = 500 



Aufgabe 380. Die Anzahl der fünf- 
zdfrigen Zahlen anzugeben, die mit den 
Ziffern: 

1) 1,9 

2) 0, 1, 9 
geschrieben werden können. 



AnflSsang. 1) Mit 1, 9 können geschrie- 
ben werden: 

•^F^ = äÖ Zahlen. 
2) Mit 0, 1, 9 können geschrieben werden: 
u,y5 _ t^F* = 248 — 81 = 162 Zahlen. 



Aufgabe 381. Wie vielerlei Würfe 
können mit drei Würfeln gemacht 
werden: 

1) überhaupt, Auflösung. Die Aufgabe gehört zu den 

2) mit einem Pasch (d.h. zwei gleichen Variationen, wenn ein Unterschied darin ge 
Nununern), ^^ ~~^ --^-^ ^- j— ^ ^xr^-^-^- 

3) mit drei gleichen Nummern? 



macht wird, welcher von den drei Würfeln 
eine gewisse Zahl zeigt. In diesem Falle ist 
die Anzahl der Würfe: 



C2.FJ = 6.3.5 = 90 



1) ^^7^ = 216 

2) • 

Es gibt nämlich sechs verschiedene Pasche, 
die mit irgend zwei von den drei Würfeln 
geworfen werden können; der dritte Würfel 
muss dann eine der fünf andern Nummern 
zeigen. 

3) Fi = 6 



Aufgabe 382. Durch die Elemente 
dreier verschiedenen Reihen sollen drei 
NormalsteUen besetzt werden. Auf wie 
viele Arten ist das möglich und wie 
heissen die entsprechenden Variationen? 



Auflösung. Es seien: 



h^ 6, 63 

Cj Cj Cj 

die in Betracht kommenden Elemente der 
drei Eeihen, so ist die Anzsd4. der Varia- 



Mm 



Kombinatorik. 



tionen, welche die gestellte Bedingfimg' er- 
füUen: 



EfH, t89. Die Variationstypen (s. Erkl. 219) 
mit ihren PermuUtionszahlen sind hier folgende : 
3! 



3 

21 
111 



Anzahl : 



Ol 



Ol 



3! 
Ol 



C; . 3 ! 



3! 



= 3 



= 18 



= 6 



Summe =r 27 





«Tj = 27 




heissen: 






öl«2»8 


^«2«8 


c^a^a^ 


«l»»^8 


&iaj&. 


^l«2^8 


«1««<?8 


h^a^c^ 


c,a,C3 


a^h^a^ 


\\a. 


c,6,a3 


a,h,h. 


6,6.63 


c,\h. 


a^h^c^ 


6,6,c, 


e^\c^ 


a^c^a^ 


6iC,a8 


e,€^a^ 


a^c^h^ 


\c,h. 


c^c^h^ 


«iCjCj 


\c^c^ 


c^c^c^ 



Aufgabe 383. Die Anzahl der ab- 
soluten Variationen fünfter Klasse 
aas den vier Reihen: 

«1 «a • • • «6 
&! 62 • . . 6e 
Cj Cj • • • Cg 

anzugehen. 



Auflösung. Nach Frage 153 findet man: 



arrb 


= 


yL-cV 


-n-K+cfvl-rl, 






-cl 


"n-yli+ct-^yt-r^io 






-cl 


9»rrb rrO 
•^4 • '^IS 




= 


5100480- 


.5.4.212520 + 10.42.9240 






— 


■10.43.420 + 5.44.20 — 46 




= 


2084256 





Aufgabe 384. Es soll angegeben 
werden j wie viele Variationen ftofter 
Klasse aus den Reihen der vorher- 
gehenden Aufgabe: 

1) eine Normalstelle, 

2) zwei 



Normalstellen 



3) drei 

4) vier 

5) fünf 
enthalten- 



Erkl« 240. Addiert man zu sämtlichen 
hier gefundenen Variationen noch die absoluten 
aua vorhergehender Angabe, so findet sich: 

Absolute Variationen . . 2084256 

Varlat. mit 1 Normalstelle 2002720 

,, ,, 2 Normalstellen 815360 

„ „ 3 „ 176640 

.. 4 „ 20480 

„ 5 „ 1024 

Summe: 5100480= F^, 



Auflösung. Mittels der in Frage 154 
erhaltenen Formel findet man: 

+ C^-F^^|^-CJ-FJF^, + -FJ] 
= 5.4 [212620 — 4.4.9240 + 6.42.420 
— 4.43.20 + 44] =: 2002720 



2)Cj.-Fj[F,\-Cj.-F 



F* 

'^21 



= 10. 42 [9240- 
= 816360 



+ C|-F2.F^,--Fa 
-3.4.420 + 3.42.20 — 48] 



d)Cl 



^)Ci 



^)cl 



.-Fj[F|,-Cj-Fi.F^, + -Fy 
= 10.48 [420 — 2.4.20 + 42] =: 176640 

.•^Fj[F^--Fi]=: 6.44 [20-4] 
= 20480 



^^Fj = 45 = 1024 
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Anfgabe 385. Achtzehn Personen 
sind in drei ßeihen aufgestellt und die 
Personen jeder Reihe von 1 bis 6 nume- 
riert Wie oft können je sechs von ihnen 
sich so aufstellen, dass jede Person die- 
selbe Stellennummer behält, die sie an- AnflSsung. Die Aufgabe stimmt ihrem 
£angs hatte: Wesen nach überein mit Aufgabe 382; es 

1) überhaupt ^^^ nämlich jedesmal sechs Normalstellen 
J ' • j T> •!. . Ti aus drei Reihen von je sechs Elementen zu 

2) wenn aus jeder Reihe zwei Per- besetzen. Man findet demnach: 
sonen genommen werden sollen, ^^e ^^^^ 729 

3) wenn aus einer Reihe drei, aus ^. „. , ^ ,. ^ 

einer andern zwei und aus der , 2)3er gelten nur die Besetzungen nach 

übrig bleibenden eine Person ge- ^^^ ^^"^^ 222 

wählt werden, ^^^^^ ^^^ ^^. 

4) wenn nur jedesmal zwei Reihen . 6! __ 
mit je drei Personen zu einer ^s 2!2!2!" "" 
Anordnung verwendet werden? denn die Reihen können nur auf eine Art 

gewählt werden, und von den sechs Ele- 
menten müssen die der nämlichen Reihe an- 
gehörenden auf ihren Plätzen bleiben. 

3) Hier ist der Typus: 

821 
zu Grunde zu legen, also die Anzahl der 
Besetzungen: 

denn man kann zunächst drei Elemente ans 
irgend einer der drei Reihen, dann zwei 
Elemente aus einer der zwei übrigen Reihen 
nehmen. 

4) Die Besetzungen sind nach dem Typus: 

33 
auszuführen, wonach ihre Anzahl: 

ist, denn ans den drei Reihen werden je zwei 
auf Cl Arten ausgewählt. 



Aufgabe 386. In einer Karte von 
32 Blättern ist die Rangordnung der- 
selben : 

Siebener, Achter, Neuner, Zehner, . ^.. ,, ^, 

Bube, Dame, König, Ass. . /^^T*^- ^^ bezeichne die Blätter 

xrr* xj.\ ^ T>i j« jeder Farbe ihrer Rangordnung nach mit 

Wie oft kann man acht Blätter dieser fortlaufendem Zeiger 1 bis 8, so hat man 

Karte so nebeneinander legen, dass: vier Reihen von je acht Elementen, die auf 

1) vier Blätter, alle möglichen Arten zu je 8 so angeordnet 

2) wenigstens fünf Blätter werden sollen, dass: 

«•. :i. -o X n T n 1) Vier Normalstellen, 

an ihren Rangstellen hegen? J^ , ^ x« 4? xt ix« 

^ ^ 2) wenigstens fünf Normalstellen 

in jeder Anordnung auftreten. ^^ 

.,y,u...uy Google 
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€i^Vt[y^,-C\'-Vl^Vl, + C 



1) Nach dar Farmel von Frage 154 kt 
man: 






f'« +"''!] 



<?^ 



= 70.4't[491400 — 4.4a7550H-6.4£- 650 — 4.43-25 + 4*] 

= 4782059520 

2) Die verlangten Anordnungen sind die 
Summe derjenigeü, welche 5, 6^ 7 odei 
8 Kormalstellen enthalten; es gfiht aber: 

a) Anordnungen mit fünf NoimalsteUen: 

= Ö6-4^[17550 — 3-4.650 + 3<16'25-'64] = 624246784 

b) Anordnungen mit eeehs NormaLBteUen; 
l'^^ll^L-^l'^K' C^is + 'T^] — 28<4e [650 — 2-4^95 + ie] 

= 53444608 

c) Anordnungen mit iieben NormalBtelleQ; 

' " Kj [ 74 — '' ^'4] = Ö^-*' [^^ -^ ^] = 2752612 

d) Anordnungen mit acht Normalstelleii: 

''Vi = 65536 

Die Sunune aller Anordnungen iit dem- 
naah; 

680509440 



Aufgabe 387, Die Variationen mit 
Wiederholung zu entwickeln j die in fol- 
gendem Ausdrucke enthalten sind: 



Auilösung. Nach Frage 155 entstelieD 
zunächst die Komplexionen r 



a,b,h, 




a^ b, h. 


a^ &j &, 


a, b, b^ 




a,hih. 


^^hh 


«. K h 




«s &1 h 


^.h,h 


«1 ^1 \ 




a,b,h. 


a,b,h, 


a, \ &, 




Ä2 63 K 


^^Kh 


<*i h h 




^.Kh 


a.h^b^ 


a,b,b. 




a,b,h. 


^.hh 


a, &3 ^^ 




^.\b. 


fl,6«N 


^1 h h 




aj, &3 6, 


^^hh 


Aus jeder 


dieser Komplexionen geben 


drei hervor, 


wenn die Elemente der beiden 


Eeihen unter sieb vertauscht werden dörfen; 


z. B.: 








a,h. 


K 


«j 


KK 


\a. 


K 


oder 6„ 


a^ b^ n. 3. f. 


KK 


«1 


hl 


h<^^ 



Aufgabe 388, Wie gross ist die 
Anzahl der in folgenden Ansdi^icken 

enthaltenen Variationen: Atinösan^. Nach Frage 156 werden die 

gesnehten Variationen^ 

^f! . '"F! = 53. 58 = 15625 






■^ü>3,3 






'^J 



1) '5- '5 



' '* 2) Unter der Annahme » dass die ver* 

^i*'**a)^,2,i,i schiedenen Eeihen angehörenden Eleiaeite 
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auch noch vertauscht werden sollen (Biehe 
Frage 156) hat man: ^ 

7! «'F^.^'F^ ^«^7^ = 6300000 



2!3!2! 



3) -^""Vt ' ""y] • •^'^i ' "f^i = 4080761400 
Eomplexionen. 



Anfgabe 389. Die Anzahl der fünf- 
ziffrigen Ziffern: 

1) mit vier geraden und einer un- 
geraden Ziffer, 

2) mit drei geraden und zwei un- 
geraden Ziffern, 

■ V . , . j j j . Auflösung. Man sondert die Ziffern 

3) mit zwei geraden und drei un- ^^^ g ^ ^ie zwei Reihen: 
geraden Ziffern, o, 2, 4, e, 8 

4) mit einer geraden und vier un- i, 3, 5, 7, 9 
geraden Ziffern und hat nun zu suchen: 

zu bestimmen. i) -F?..,, =4|«Fj. -fJ = 15625 

Hievon sind abzuziehen die mit be- 
Erkl. 241. Berechnet man noch die Anzahl ginnenden Zahlen, nämlich: 
der fünfziffirigen Zahlen : «,^4 =lL«F3,«yi__ 3500 

a) aus 5 geraden Ziffern: •*'F^ — "^ F* = 2500 ^^' ^^ 1 3 ! ^ ' s 

,, i< , •«Tr5 o^ftc Von den verlangten Zahlen gibt es also: 

b) aus 5 ungeraden „ : «F» = 3125 ^^^^ _ ^^^ ^ ^^^^5 

und addiert hiezu die in der Auflösung «x a « i tt^ * j l i^ 

unter 1) his 4) gefondenen Zahlen: 13125 2) Auf analoge Weise werden erhalten; 

27500 «,«5 WT7^ ^ ° ■ wyZ Vfy% 

28750 <5; %,2 (5; 5)g^2 — 3 ! 2 1 ^ &' ^ ^ 

-i^^ _ Jll^-^V^ . «7^ - 27500 

so wird die Summe 90000 2! 2! ^ i^—^*^^^ 

d. h. gleich der Anzahl aller mögüchen fünf- ^ . 5* « a 

ziffrigen Zahlen von 10000 bis 99999 ein- 3) «'Ff^.jj^ ^ — «'Ff . = -^y^"F| ^ «'F^ 
schlüssüch. ^ ^'^ j ^^^ ^'*'^ 

--ll'^F^ . «'F^ = 2S7B0 

j\ 10175 «ri^4 " ' »t/l wr?4 



(5; 5),, 4 W5;%^4 ^ 41 



Aufgabe 390. Welche Glieder gibt 
das Produkt der Polynome: 

ra4-a-l-a4-aU6 -4-6-4-6-1-64-6^? Auflöiung. Die Glieder des verlangten 

(«X + «a + a, + aj (6, -I- 6, + 63 + 6, -^- 6,) r- p^^^^j^^^ ^.^6 identisch mit den Eomplexionen 

von: 

wobei dieselben als Produkte anzusehen und 
zu addieren sind. 
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Aufgabe 391. Welche und wie viele 
Glieder gibt das Produkt der Polynome: Auflöaung, Das Produkt der ge^ebeoea 
{»i+<''j'faß)(^i+M(<^i+^a+'^3+<^4)K+rf,+dr,)? Polynome enthält als Glieder sämtliche in 

dem Ausdrucke: 

enthaltenen Eomplexionen, deren Anzahl: 



Vi 



ist. 






y\' 



Fj:=^ 3.2^4-2 = 72 



Aufgabe 392. Die Grlieder anzu- 
geben, ans deuen: 

(öl + «iä + «s)* 

sich zusanunensetzt 



Er kl. 24S» Man erhUlt die Kombinations* 
formen : 



Ctj <lj Öj n^ 
Cti Oj d] Qt^ 
»1 ^1 «^ ff 8 



^i öf'j ^3 »8 
fr, «a «n «» 






Auflösung, Die gesnehten Glieder diese. 
Potenz ergeben sich aus den Variationefl 
von vier identischen Reiben , ans denea je 
ein Element in jede Eomplexion eintritt. 
Nach Frage 157 erhält man dieselben aua: 

Da die Komplexionen jedoch als Produkte' 
anznsehen sind, so werden alle diejemgeo 
gleich, welche dieselben Elemente in ver- 
schiedener Ordnung enthalten* Man bildet 
deshalb : ~ 

» » ,. . j o 1 M ^ ^ \ \ ^"^^ multipliziert jede Komplexion mit ihrer 

Biahe Sif 6?'' ^'^'''^^'*'' "^ ^'' ^^'^^^ PermutationsEahlj diese gibt an, .vie mle 
^ ' Variationen (als Produkte betracbtet) der 

betreffenden Kömbinationsform ifleich werdea, 
bildet also den Koeffizienten dieses Produktes, 
Die erhaltenen Kombinationen kdauen im 
gegebenen Falle eine der folgenden Za- 
sammensetzungen haben; 

1) 4 gleiche Elemente . . » , Permntationszahl ^ 

2) 3 „ „ . . . . 

3) 2tt.2„ „ .... 

(b, Erkl, 242). Die Entwicklung der ve 
langten Potenz lautet demnach; 

+ 12 a, a^2 a^ ^I2a, % 0^2 + 4oti 0/ + a^* + 4.a^^aj, + ^ »a^ t^s^ + 4ff,ö/ + «r,* 



41 


1 


4! 


-4 i 


3! 


1 


4! 


■ ^6 


2!2! 


4! 


.^li^ 



Aufgabe 393. Die Glieder der Potenz : 
zu entwickeln. 



AnfläiUBg, Man denkt steh acht iden- 
tische Eeihen, jede bestehend aus den Ele- 
menten ; 

a, h 

Die dnrch Variation entstehenden Eon 
plexionen sind identisch mit: 
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Bildet man wieder zuerst die Kombina- 
tionen nnd multipliziert jede mit ihrer Per- 
mutationszahl, so gibt diese wieder die An* 
ErkL 248. Die aus "^C^iab) entstehenden zahl der gleich werdenden Produkte an und 

bildet in der Summe den Koeffizienten der 
betreffenden Kombination (siehe Erkl. 223). 



Eomplexionen sind: 
a«62 
Ihre Zusammensetzungen sind folgende 



a8fe5 

a 67 
68 



Man erhält schliesslich: 
(a + 6)8 = a» + 8 a7fe + 28a« 6« + öGa^fta 
+ 70a464 -|- 56a865 -|_ 28a26ß 



Permutationszahl 



1) 8 gleiche Elemente 

2) 7 „ 

3) 6u.2 „ 

4) 5u.3 „ 

5) 4u.4„ 



Erkl« 244. Diese und die vorhergehende 
Angabe bilden besondere Fälle des sogenannten 
binomischen und polynomischen Lehr- 
satzes, der in einem andern Teil dieser Ency- 
klopädie ausführlich behandelt wird. Es wird 
deshalb an dieser Stelle nicht weiter darauf 
eingegangen. 



8! 



8! 

8! 

7! 

8! 
6!2! 

8! 
5!3! 

8! 
4! 5! 



= 1 



= 8 



= 28 



= 66 



70 



Aufgabe 394. Wie viele Variationen 
geben 4 Elemente, von denen 2 einmal, 
3 zweimal, 4 dreimal vorkommen dürfen, 
wenn von den einfachen Elementen 2, 
von den andern je eines in jede Kom- 
plexion anfzunehmen sind? 



Auflösung. Die Aufgabe ist enthalten 
in dem Symbol: 

Der Elassenexponent wird: 

k=z 1.2 + 2.1 + 3.1 = 7 

und die Anzahl der Eomplexionen nach 

Frage 160: 

7! 

# ' , 



(1!)2.2!3! 



'Che 



-2-^U 



420 



Aufgabe 395. Die Anzahl der Varia- 
tionen ans 10 Elementen anzugeben, 
von denen 3 fünfmal, 5 dreimal und 10 
einmal vorkommen dürfen, wenn von 
den fünffachen Elementen je 1 , von 
den dreifachen je 3, von den einfachen 
je 4 in jede Eomplexion aufgenommen 
werden sollen. 



Auflösung. Nach Erkl. 224 ist die Auf- 
gabe folgendermassen darzustellen: 

Der Elassenexponent ist in diesem Falle: 
A; = 1.5 + 3.3 + 4.1 = 18 
und die Anzahl der Variationen nach Fr. 160: 

6!(3!y.'(l!)4 <« = 44««»28612000 
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Aufgabe 396. Auf wie viel Arten 
ist es möglich, mit 10 Würfeln von je 

sechs Flächen eine Zahl dreimal , zwei Auflösimg. Von den sechs Zahlen jedes 
Zahlen je zweimal und drei Zahlen je Würfels dürfen 3 einmal vorkommen, 2 zwei- 
einmal zu werfen? mal und l dreunal; der Klassenexponent ist: 

1.3 + 2.2 + 3.1 = 10 
und die Eomplexionen sind enthalten in dem 
Ausdrucke: 

Die Anzahl derselben ist demnach: 



10! 



(1!)».(2!)«.3! 



"d'Cl'C] = 9072000 



Die Aufgrabe entspricht der 



Aufgabe 397. Auf wie viele Arten 
kann mit drei Würfeln ein Pasch (d. h. Auflösung, 
zwei gleiche Nummern) geworfen werden ? Bezeichnung : ' 

F»(0; a,2a,2...ae2) 
und zwar gelten nur die Typen: 
12, 3 
Die entsprechenden Variationszablen sind: 
3! 



CK~ + '^1 



3! 



= 96 (s. Frage 162) 



Aufgabe 398. Auf wie viele Arten 
können mit sechs Würfeln wenigstens 
zwei gleiche Zahlen geworfen wer- 
den? 



Erkl. 245. Kürzer wird die Angabe ge- 
löst, wenn man beachtet, dass die verlangten 
Würfe alle möglichen Fälle der Wiederholungen 
in sich begreifen mit Ausnahme derjenigen, bei 
welchen Wiederholungen ganz ausgeschlossen 
sind (Typus 111111). Die gesuchte Anzahl 
ist demnach einfach: 

•'Fj — F* = 6« — 6! = 46656 — 720 = 45936 

Aehnliches gilt von der vorhergehenden Auf- 
gabe. 



Auflösung. Die Aufgabe wird dargestellt 
durch den Ausdruck: 

Die zu addierenden Variationszahlen ent- 
sprechen den beistehenden Typen und lauten: 
4^1 6! 



11112 
1113 



123 
15 

222 

24 

33 

6 






1122 Ci'C 
114 



8 3! 
2 6! 



* 2!2! 
6! 






= 10800 
= 7200 
= 16200 
= 1800 



6! 



= 180 



Cl'C 



1 li 
5' 5! 

*' 2! 2! 2! 
1 ^1 6! 



C 

c 



5 2!4! 
6! 



^2 

6 3!3! 
'6' 6! 



1800 

450 

300 

6 



Summe = 45936 
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Anfgabe 399. Von sieben Elementen 
sollen 3 höchstens dreimal; 2 höch- 
stens zweimal und 2 nur einmal ge- 
nommen werden dürfen : wie viele Varia- 
tionen vierter Klasse sind möglich? Auflösung. Die Aufgabe wird durch die 

Bezeichnung : 

V'(a\alal; alal; a^a,) 

dargestellt und man hat dabei (Frage 161): 
fig = 3 Elemente, die dreimal vorkommen dürfen 
na = 5 „ „ zweimal „ „ 

n, = 7 „ „ einmal „ „ 

Die hier möglichen Typen sind: 
31, 22, 211, 1111 
denen die Kombinationszahlen: 
^:.-^i,-i= n3(n,-l) = 3.6 =18 

A>2 _ »la (n, — 1) _ 5.4 _ 

^««- 1:2 - 172" -^" 

Ci c^ _ (n,-l)(n,-2) _ 5.6.6 _ 

_ n.(n,-l)(n , -2)(n,-3) __ 7.6.5 _ 

^^i iT2T37i T2:3" - ^^ 

entsprechen. 

Diese sind noch bezüglich mit den Per- 
mutaüonszalilen : 
41 4t 41 

^ = *' 2iir = «'^ = i2'* = 2* 

ZU multiplizieren: 

Die Gesamtzahl der möglichen Variationen 
ist also: 

18.4 + 10.6-1-75.12 + 36.24= 1872 



> 

Aufgabe 400. Wie viele sechs- 
ziffirige Zahlen gibt es, in denen die 
ungeraden Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 höchstens 

je dreimal, die ereraden Ziffern 2, 4, 6, 8 « -,0 tn. , ^ rr 1.1 . j 

W„s äj zwLal, die Nd. M'dit^. ^ ^^0*?;' '""^ "^ """ 
emmal vorkommt? 

F* (18 33 53 78 93; 2*42 62 82; Ol) 
enthalten, wovon diejenigen weggelassen wer- 
den müssen, welche mit heginnen. Der 
Ausdruck enthält die Typen: 
33, 321, 3111, 222, 2211, 21111, 111111 
Da hier n^ = 5, w^ = 9, n^ = 10 ist, so 
werden die entsprechenden Eomhinations- 
zahlen, multipliziert mit den zugehörigen Per- 
mutationszahlen, folgende: 

0!.-r?^= 10.20 = 200 



ö 3!3! 
'8'"8*3!2! 



Cri.cl.Cj.-r?ir= 320.60 = 19200 



19400 
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Uebertrag: 19400 
Cl'Cl~=: 420.120= 50400 

^^ ^' = 84-90 = 7560 



® 2!2!2! 



^^*^8' 2T¥r ~ I^Ö-IÖ^ = 181440 

Cj.Cj— = 1134.360 = 408240 

Cjo-6! = 352.720 = 181440 



848480 
Da die Nnll nnr einmal steht, so erhält 
man die Anzahl der abzuziehenden Eom- 
plexionen, wenn man die Nnll ansschliesst 
nnd die übrigen Elemente znr fünften Klasse 
variiert nach dem Ausdracke: 

V^ (18 38 68 78 98; 2« 42 6« 82) ; 
die darin enthaltenen Typen werden: 
32, 311, 221, 2111. lim. 
Die permntierten Kombinationen geben die 
Zahlen: 

5! 



^5 ^8 3!2! 


= 400 


''s *'« 31 


= 2800 


'-9-^7 2!2! 


= 7660 




= 30240 


cl-b] 


= 15120 



56120 
Di^Anzahl der verlangten Zahlen ist demnach: 
848480 - 56120 = 792360 



Aufgabe 401. Man hat weisse, 
schwarze, rote, gelbe, grüne und blaue 
nummerierte Kugeln, aus denen je fünf 
ausgewählt werden sollen, so dass die 
weissen und schwarzen wenigstens 

einmal, die gelben und grünen wenig- Auflösung. Die Aufgabe wird dargestellt 
stens zweimal, die blauen und roten ^^^^ ^^« Symbol: 
wenigstens dreimal genommen werden. V^ («i «2 4 ^l 4 4) 

Auf wie viele Arten kann die Auswahl worin a^ a^ die weissen und schwarzen, aj, a^ 
geschehen? die gelben und grünen, a^, a^ die roten mid 

blauen Kugeln bedeuten. Man hat hier nach 

Frage 162: 

ni = 2, n^ == 4, n^ = 6, n^ = 6, tig = 6 
da die Wiederholung bis zum Klassen- 
exponenten fortgesetzt werden kann. 
Es sind die Typen: 

113, 122, 23, 14, 6 
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^^^^ ^eiegekrönt in Frankfurt a. M. 1881. ^^^^B 

^ PROSPEKT. I 

Dieaes Werk, weleheiik kein ähiiHeheg zur Seite atebt, erichciDt monatlieli m ^—4 
HefteQ EU detn Mlltgen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig 
«teti und praktiachBten Aufgaben an» dem 6esanitgebiete d«f Matheiuatlk, FhfBili 
Mectian]ky math. Oeograplile, Astr«nanile | des HaichineE- , 8trftBiea-| EJgenbaLn-f 
Brtloken- und Hoch bau es, <te« konstraktiven SSeiclinens etc. ete. nnd rwar in TOllBtiud)| 
feigster Fornii mit TieJen Fi gare» ^ Erklärangea uabit Angabe tind Entwlckdaag der 
benutzten Sätze« Formeln^ Ret^eln in Fragen mit Autworten etc, , so dass die Loeusg 
jedermann verständlich leiu kann, bezw* wird, wenn eine grössere Äusalil der Hefte er- 
«chieDen ist, du dieselben »leb In ihrer Ge»anithelt ergangen and alsdann mneb äWt 
Teile der retnen und angewandten Matbeu^atik — nach beionderen Belbitändigen KapitelD 
angeordoet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anbang von nngel5äten Aufgaben beigegeben, welche d€f 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die beÄüglichen gelösten Aufgaben) des StudiereodfiB 
nberl&BSen bleiben, und ^ngleicb von den Herren Lekrern für den Schulnnt erriebt benntit 
werden können« Die Lfisiiogen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand d' ■ 
Lehrers erscbeinen. Ära Schluste eines jeden Ki^pitela gelangen: Titelblatt, InbaltsverÄeicl- 
nii Berichtigungen und erläuternde ErklftrungeL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des matbematiscb-naiurwi&Bei* 
schaftlicben ünterricbtsplanes folgender Schulen r ftealaebnlen L und LL Ordn«, glelch- 
bereebtigteu hOberen Bürgersebnlen, Prifatscbiilen, Gymnasien, Eealgymmasien , Pra* 
gyrnuasien, 8 cbuUebrer- Seminnren, Polytechniken, Techniken, BangewerkHeknIenf 
QewerbeBcbulen, HandelRicbnient tccbn. VorbereitungsftcbHlen aller Arten, gewerbllchf^ 
Fortblldnngiiti^ebulen, Akademien, UnlfersilEteu^ Land^ und ForstwlssengcUaftischiikn« 
AltlltärBCbBlen » Yorberelt^ngtt-AnRtalten aller Arten als z, B> fiir da» EtiJllbfig*Frd* 
willige- und Oftlzlers-Examen etc. 

Die Sohttler^ Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischer und 
uaturwiBsenscbaftllclien Fächer werden durch diese, Schritt nir äehrltt gelQstep Aufgabcn- 
«ammlung immerwälirend an ihre in der Scbule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Aufflnden der Lösungen der* 
Jeujgen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich iber 
auch die überans groane Fruchtbarkeit der matbematidchen WiasenBehaften YorgefQbrt* 

Dem Lelirer soll mit dmser ÄufgabenBammluQg eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematisches; 
Di&ciplinen — »um Auflösen Ton Anfgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er» 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seineu häuBÜcheu Arbeiten eine vell' 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entspreobeude Anfgaben wn IDsen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch sa Terwerten. Lust, Liebe 
and YerständniB für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebi werden. 

Den Ingenieuren, Arohltekteu, Technikern und Fachgenossen aller Art, MÜJtir» 
ete* etc« boH diese äamnüung zur Anffrischnug der erworbenen und vielleicht vergefsetieo 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugtelcb durch ihre praktischen in allen ßerufb- 
gwelgen Tarkentmenden Anwendungen einem ti^ten Kapltut lebendige Kraft verleiben ttni^ 
tomit den Antrieb zu weiteren pnikti^eben Terwertungen und weiteren Forsehnng^eo gebeo. 

Alle Bucbhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktK ' 
gaben werden mit Dank von der Eedaktion entgegengenommen und mit Angabe di 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc*, welche die Redaktion betreffen» nimmt der Verftsierp 
Dr. Elejeri Frankfurt a. M,, Fite her feldstraiBe 16, entgegen, und wird deren Erledigüor 
th u nl j chst be rücka i ch ti g* . j^ ^ ^ ^ 
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herzastellen, (da nur zwei einfache Elemente 
vorhanden sind), woraus als Variationszahlen 
sich folgende ergehen: 



3! 
2 ^3 2!2! 

^^^5 ■2!3r 
2-^5*4T 



180 



cl 



5! 



= 200 



= 50 



= 6 



Summe aller Anordnungen: 516 



Aufgabe 402, Wie gross ist die 
Anzahl derjenigen Glieder der Potenz- 
entwicklung: 

(«i + öaH l-ögA 

in denen irgend ein Element wenigstens 
in der dritten Potenz erscheint? 



Auflösung. Die verlangten Glieder sind 
diejenigen Variationen sechster Klasse der 
Elemente «j • • • «g, welche den Typen: 
1113, 123, 33, 114, 24, 16, 6 
entsprechen. Hier ist: 

Wj = Wj = • • • = /lg = 3 
folglich ergehen sich folgende Variations- 
zahlen : 



Erkl« 246« Die Anzahl der wirklich ver- 
schiedenen Glieder wird durch die Kom- 
binationszahlen vorgestellt, beträgt also: 
280 + 336 + 28 + 168 -f 56 + 56 + 8 = 932 





33600 


rii M />1 ^' _ 
^8^7^6'2!3! 


20160 


^8 3!3! - 


560 


^2 ^1 6! _ 


5040 




840 




336 


8 6! " 


8 



60544 



Aufgabe 403. Die Anzahl der Glie- 
der des vorgenannten Polynoms anzu- 
geben, in denen irgend ein Element 
höchstens in der 3. Potenz erscheint. 



Staudacher, Kombinatorik. 



Auflösung. Die hieher gehörigen Typen 
sind: 

111111, 11112, 1113, 1122, 122, 222,33 
und die entsprechenden Variationszahlen: 
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Cj.6! = 20160 
Cj.Cj.|f = 100800 

^8-^J-|f= 33600 
6! 



« 2! 2! 


= 75600 


•^6'2!3! 


= 20160 


3 6! 
8 2!2!2! 


= 5040 


^2 6! 
8 3!3! 


= 560 



255920 



Aufgabe 404. Wie viele Glieder 
enthält das Polynom: 

(»i + aa + ^s)"' AuflÖHnng. Die Anzahl der Glieder, in 

in denen irgend ein Element gerade in denen irgend ein Element wenigstens in 
der yierten Potenz erscheint? der vierten Potenz erscheint, folgt aas 

den Typen: 

115, 124, 34, 25, 16, 7 

deren Variationszahlen sind: 





= 


126 


^2 ^r2!4! 


= 


630 


3^2 3!4! 


= 


210 


8 2- 215! 


= 


126 


^3'^2'6T 


= 


42 


^1 71 

»'TT 


= 


3 



1137 
Die Anzahl der Glieder, welche ein Ele- 
ment wenigstens in der 5. Potenz 
enthalten, ist femer aus den Typen: 

115, 25, 16, 7 
nach vorstehender Berechnung: 

126 + 126 + 42 + 3 =2 297. 

Die Anzahl der verlangten Glieder demnach : 

1137 — 297 = 840 



Aofgabe 405. Wie viele Wörter 
lassen sicli aus 21 Konsonanten und 5 Vo- 
kalen bilden, wenn jedes Wort 4 Kon- 
sonanten und 2 Vokale enthalten soll Auflösimg. Nach Frage 156 ist zu be- 
und solche Wörter, in denen mindestens rechnen wie viele Komplexionen des Aus- 
3 Konsonanten aufeinander folgen, aus- ^^®^®s* 
geschlossen werden ? '" ^^^ («i • • • »21 ; K"- K\ 2 
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Gruppen von mindestens 3 Elementen a ent- 
halten, und sind diese von der Gesamtzahl 
der Variationen des vorstehenden Ausdruckes 
zu subtrahieren. 

Letztere Anzahl ist: 

,_6^«,p,'4^. «.j/3 _ 364051875 
Erstere hingegen: 

^^""/,^^^' "F^2r"^"a + ^) ^ 218791125 

Folglich die Anzahl der gesuchten Wörter: 
364651875 — 218791125 = 145860750 



Aufgabe 406. Wie viele fünfziff- 
rige Zahlen gibt es, welche: 

1) lauter gleiche Ziffern; 

2) zwei verschiedene Ziffern, 

3) drei 

4) vier „ 

4) fünf „ „ 

enthalten? 



Erkl. 247« Das Verbalten der Null ist das 
eines Elementes, welches in verschiedene Fächer 
gebracht werden kann und zwar stehen bei 
einer (n+l)ziifirigen Zahl n Stellen als solche 
Fächer zur Verft^^ung, in welche eine, oder 
zwei • • • bis n Nullen verteilt werden können. 
Soll die (n-f-l)ziffrige Zahl nur eine Null 
enthalten, so bildet man die Variationszahl der 
übrigen Ziffern (1 • • • 9) zur nten Klasse (nach 
dem för ihre Zusammensetzung vorgeschriebenen 
Typus) und multipliziert dieselbe mit der An- 
zahl der Verteilungen, welche mit der Null 
stattfinden können, d. h. hier (nach Aufgabe 145) 
mit: ^1 . 

sollen zwei Nullen in die Zahl eintreten, so 
vermehrt sich die Anzahl, der Komplexionen der 
tlbrigen Ziffern dadurch (Aufgabe 145): 



mal u. s. w., endlich für n Nullen: 

mal. 

Hienach sind die Variationszahlen in der 
Auflösung für jeden einzelnen Typus berechnet. 

Erkl« 248« Die Summe aller gefundenen 
Variationszahlen beträgt: 

90000 = *^^^^ — «^^^^ 

d. h. gleich der Anzahl aller fünfziffrigen Zahlen, 
wodurch die Probe für die fiichtigkeit er- 
bracht ist. 



Auflösung« Die fanfziffngen Zahlen 
können nach folgenden Typen gebOdet sein: 
1) 5 d. h. gleiche Ziffern, 

2)41, 32 d. h. zwei verschiedene Ziffern, 
3) 311, 221 d.h. drei „ „ 

4)2111 d. kvier „ „ 

5)11111 d. k fünf „ „ 

Femer ist zu beachten, dass nar die Ziffern 
1 bis 9 an allen Stellen stehen, die aber 
nur von der zweiten Stelle ab vorkommen 
kann, lieber denEinfioss derselben auf die 
Zahl der Variationen siehe nebenstehende 
Erklärung 247. 

1) Zahlen mit gleichen Ziffern: 

Cl= 9 

2) Zahlen mit zwei verschiedenen Ziftem: 
a. Typus 41 : 



ohne Nullen: 

mit 1 Null: 

„ 4 Nullen; 
. Typus 32 : 
ohne Nullen 



Ca'Ca 



• c'c 



Ai — 



5! 



9 s 3 !2I 



mit 2 Nullen: 

«3 n '• 






360 

9 

720 

54 
36 



3) Zahlen mit drei verschiedenen Ziffern; 
a. Typus 311 : 



ohne Nullen: 



1.^^.11- 



C'^C 



s 3! 



= &040 



mit 1 Null: 



3 Nullen: 



s 



1152 



Cl-^-Cl= 288 
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Typus 221 : 


■ 


■ 




■a 






ohne Nullen; 


"!■ 


<■ 


51 


^7560 1 



mit 1 NuU: 



41 



^ri^fkr^l — ^ 



9 2!21 



2 Nullen: Ü^C^-^C;^ 



1296 



Brkl. 249, Mau koucte den Variatlons- 
znhlen der verBchiedeneu Typen auch nach der 
Methode in Frage 172 beatiramen (siehe Auf- 
gabe 415), doeh ist die hier gezeigte Kethode 
im aUgem einen viel einfacher und kürzer. 



4) Zahlen mit vier ver&cMe denen Ziffern: 
TjpuB 3111: 



ohne Nullen: 

mit 1 NnU; 
„ aNnlleni 






Cl-3\Cl= 3034 
5) Wahlen mit fünf Terachiedeneu Zifeni; 
Tjpus Ulli: 

ohne Nullen: Cl-6\ — 1B120 j 



mit 1 Null: 



0*.4!CJ== 120% 



Aufgabe 407. Die AnzaM der zehn- 
zifirigen Zahlen anzugeben, in denen 
zw&i yerschiedene Ziffern je einmal, zwei 
andere Ziffern je zweimal und noch eine 
andere vieimal vorkommt 



Anflöauttg. Die verlangten Zahlen müsBen 
nach dem TjpQs; 

11224 

gebildet sein. Mit Atisschluse der Null sind 
die hieher gehörigen Zahlen in dem Aas- 
drncke: 



va^ 



-9; V 



■9^ l* 



-9*) 



enthalten und ist Ihre Anzahl: 



g,g,] 



clcl^cl^ 



101 



112884000 



* 2I2141 

Femei' gibt es Zahlen der verlangtes 
Art, in denen die Nnll einmalt zweimal oder 
viermal vorkommen kann: 

Mit 1 NnU: 



jnfi /T^ ^1 

Mit 2 Nullen: 



Cl'ClC^ 



tI 



8! 



Ci — 51438240 



■ Cl = 45722880 



'»^7 "6 2!4! 
Mit 4 NuKen: 

folglich die Anzahl aller verlangten 
Zahlen: 

227191200 



Aufgabe 408* Auf wie viele Arten 
lassen sieh weisse, gelbe, rote, grüne, 
blane, schwarze Kngeln so in fünf Fächer 
verteilen, dass stets nnr drei Fächer mit 
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je einer Kugel besetzt werden und Wieder- 
holungen der Farben zugelassen sind? 
Wie viele Verteilungen gibt es, wenn 
acht Fächer vorhanden sind und jedes- 
mal sechs davon besetzt werden? 



Aufiösung. Von 6 Elementen sollen hier 
je 3 in fünf Fächer verteilt werden. Nach 
Frage 167 ist also die Anzahl der Ver- 
teilangen (mit Wiederholung): 

Cj.«'F^ = 10.6^ = 2160 

Sind acht Fächer vorhanden, von denen 
je sechs mit je einer Kugel besetzt werden, 
80 wird die Anzahl der Verteilungen: 

C| . «Tj = 28.6^ = 1306368 



Aufgabe 409. Acht schwarze Num- 
mern und fünf rote sollen auf 9 Fächer 
so verteilt werden, dass jedesmal 4 mit 
schwarzen und 3 mit roten Nummern 
besetzt seien; die gleichen Nummern 
sind in genügender Zahl vorhanden, 
um so oft als möglich wiederholt werden 
zu können. Wie viele Besetzungen gibt 
es, wenn kein Fach mehr als eine Num- 
mer enthalten darf? 



Auflösung. Nach Frage 168 hat man 
zwei Eeihen von 8 und 5 Elementen und 
sollen von der ersteren 4, von der letzteren 
3 Elemente in 9 Fächer mit Wiederholung 
verteilt werden. 

Die Anzahl der Verteilungen ist dann: 



OK- 



'r*. 



pttS 

'^ 6 — 



4 ! 3 ! 2 ! 



8*.5' 



= 645120000 



Aufgabe 410. Die Variationen ohne 
Wiederholung bei beschränkter Stellen- 
besetzung aus folgenden Keihen zu bilden : 



a.a^a. 



a.a^a^a.a. 



Auflösung. Hier dürfen die Zeiger 1, 2 
auf allen Stellen erscheinen, der Zeiger 3 
erst von der zweiten an, 4 von der dritten 
an, 5 nur in der vierten Stelle. 

Die Komplexionen sind also: 
a^a^a^a^ a^a^a^a^ a^a^a^a^ a^a^a^a^ 

a^a^a^a^ a^a^a^a^ a^a^a^a^ a^a^a^a^ 



Aufgabe 411. Die Variation mit 
Wiederholung bei beschränkter Stellen- 
besetzung aus den Elementenreihen: 

12 

123 

12345 

zu bilden. 



Auflösung. Die Komplexionen sind zur 
dritten Klasse zu büden, so dass die Zeiger 
1, 2 auf allen Stellen, 3 von der zweiten an, 
4 und 5 nur auf der letzten Stelle stehen; 
sie sind demnach: 



111 


121 


131 


211 


221 


231 


112 


122 


132 


212 


222 


232 


113 


123 


133 


213 


223 


233 


114 


124 


134 


214 


224 


234 


115 


125 


135 


215 


^25 


235 

o\c> 



^1 246 Eombmatorlk. J 


V Anfgabe 412» Wie gross ist 


die 




Anzahl der Variationen aus fünf Keihen 




von 3, 5 j 6, 9, 10 Elementen bei 


be- 




schränkter Stellenbesetzung: 




Aufloanng, Nach Frage 170 hat mq 
aus dort entwickelter Formel: 


a) ohne Wiederhol iing, 




a) ohne Wiederholung: 


b) mit Wiederholnng? 




3 (5 — 1) (6-2) (9-3> (10-4) = 3-4-4.6 6 

Komplexionen j 

b) mit Wiederkolimg: 

3^5^6^9*10 = 8100 
Kompkxionen. 


Anfgabe 413. Die Variationen mit 




beschränkter Stellenbesetzung aus 


den 




Reihen : 




Auflösung. Nach Frage 171 werden die 


ÄiOgffs 




gesuchten Variationen folgende: 


a^a^a^a^ 




u^a^a^a.^ a^a^a^a^ a.,a^a^a^ a^a^a^a^ 


fl,a,fl,a. 




öj a, ßf^ ög ff j a^ a^ a^ a, a^ a^ «^ (ha^dtO^ 


a^a^a^a^u^ 




^,^i<^i(^t «,#iÄ^Ol fifoUgö^a^ <?ji»1I»D«2 


ZU bilden, wenn zwei Elemente je zwei- 


u^a^a^a^ a^a^a^a.^ a^a^a^a^ a^ß^a^a^ 


mal gesetzt werden dürfen. 




dl »B ö, ÖS »2 «1 «3 ^l ^2 «4 0^4 «IS 0* »3 ^iH 

a^a^a.a^ a.^a,^a,ai öfa^ti^i^ ^a»4%«4 
a^a^ü^a^ a^^a^a^a^ ä^a^^i&i 


Aufgabe 414* Die ^ nzahl der Varia- 




tionen bei beschränkter Stellenbesetzuna: 




aus den Reihen: 




Auflösung, Nach dem allgemeinen Ver- 
fahren in Frage 172 ist hier: 


**iö.>--% 




k i^B, m = 3 


^1^3 % 




folgUch die Anzahl der Gruppierangen: 






Die besetzten Stellen folgen an»: 


^i^i ^rt^ 


"t^^ ' % 




€^ (2, 3, 4, 5) = 93, 24, 25, 34, 35, 45 


für die Form: 




WOZU Überall nocli die Stelle 1 gehört, folg- 


zu finden. 




üch ist die Anzahl der Komplexionen in den 




sechs Gruppiernngeu: 






1. n,(n,-l)in^-2} 






lLn,(n,-l)(n,-2) 






llhn,(n,-l){n,-2) 






IY.n,{n,-l){n,^2) 






V. n,in,^l)in,-2) 






YLnAn,~l)(n, -3) 






Da ferner: 


Erklp 250. Für die EeibeE, m ienent 






Hj =^2t n^ — 2, n^ :— ??^ — fi^ — 4 




•^^^(1,2,3) — 11, 12, 13, 22, 23, 38 


ist, beträgt also die Auzalil der Variationen 


so sind die Grössen n' für die beiden freien 


des Tjpns: 




Stellen: 


a]a^a^ 


>4 


Gruppiernng 


2{3^2-|-S^2+2^9 + 3.2 + 3-2 + 3v2) = i 


I; lli m. IV- V: \U 


Dieselben lauten (wenn nur die Zeiger 


ge- 


< = 3 2 2 1 1 1 


schrieben werden): 




n/ = 3 3 2 3 2 1 
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11123 
11124 
11132 
11134 
11142 
11143 
11213 
11214 

21113 
21114 
21131 
21141 
21311 
21411 
21223 
21224 



11231 
11241 
11312 
11314 
11321 
11341 
11412 
11413 

21232 
21242 
21322 
21422 
21333 
21444 
22123 
22124 



11421 
11431 
12113 
12114 
12131 
12141 
12311 
12411 

22132 
22142 
22213 
22214 
22231 
22241 
22234 
22243 



12223 
12224 
12232 
12242 
12322 
42422 
12333 
12444 

22312 
22314 
22321 
22324 
22341 
22342 
22412 
22421 



wJ3(n2~l)(/i3 



-2) + 2(n, 



Die noch freien Stellen mtissen nach der 
Form: 

af (Typus 2) 
besetzt werden; für diese Form ist nach 
Frage 173 (2. Klasse) die Anzahl der Varia^ 
tionen: 

Demnach wird: 

Z = n^* («2' fällt ganz aus) 
also: 

Z, = l, Z, = l, Z,^l 

Mit diesen Koeffizienten eind die ftir die 
einzelnen Gruppierungen oben angegebenen 
VariationszahlcD zu mnltipli zieren/ Die Ge- 
samtzahl aller Variationen nach dem Typus: 

ist also: 
-l)K-2) + 2(n,-l)Cn,-2) 
1) (n,-2) + (n3-lJ (,»,_2) + K-1) (^,^2)] 



Aufgabe 415. Die Anzahl der fünf- 
zifirigen Zahlen nach dem Typus 2 21 
(s. Aufgabe 406) oder: 

ZU finden. 



Anflösung. Man setzt hier als gegebene 
Reihen voraus: 

«1 O3 - ■ a^ öjp 



«1*^2 






Erkl« 261. Der allgemeine Ausdruck 
für die Anzahl der Variationen des Typus 
a^ala^ ist dann: 
nJ6(n,-l)(n3-2) + 4(n2-l)(n,-2) 

+ 2(n2~l)(n,-2) + 2(n3-l)(n,-2) 

+ (w3-l)(n,-2)] 



Hier bedeuten die Elemente a^^^ -a^ die 
Ziffern 1 bis 9, welche auf allen Stellen 
stehen können, ^j^ bedeutet die Null, welche 
erst von der zweiten Stelle an erseheinen 
darf. Man hat also: 

ni = 9 , n^ = n^ c= «^ — ?>^ — 10 
k^5, w = 3 

Die Gruppierungen und die Anzahl der 
ihnen zugehörigen Komplexionen sind wieder 
dieselben wie in der vorig:en Anfg-abe und 
auch Wj' und n^ haben wieder dieselben näm- 
lichen Werte. 

Die noch freien Stellen müssen aber jetzt 
nach dem Typus: 

besetzt werden, lür welchen nach Frage 173 
(2. Klasse) die Anzahh 

Z = «/«-l) 
wird. Dadurch ergibt sich: 
Z, = 6, Z, = 4, Z, = 2. Z,^2, Z,^h Z^=Q 
und die Anzahl der gesachten Zahlen: 
6.9.9.8-1-4.9.9.8 + 2.9.9.8-f 2.9.9.8-f9-9-8 ^ 15-9^9-8 = 9720 
ebenso in Aufgabe 406. 
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Aufgabe 416. Jemand wirft mit 
drei Klötzchen (im erweiterten Sinne 
auch „Würfel" genannt). Das erste hat 
2 numerierte Flächen, das zweite 3, 

das dritte 4 solche. Wie viel verschie- Auflösung. Man hat hier die Elementen- 
dene Würfe sind möglich? reihen, nämlich die Nummern der drei 

„Würfel" : 

12 
123 
1234 
Die Nummern 1, 2 können auf jedem 
Würfel erscheinen, 3 nur auf dem zweiten 
und dritten, 4 nur auf dem dritten. Bei den 
einzelnen Würfen können folgende Typen 
vorkommen : 

1) al (3) d. h. eine Zahl dreimal, 

2) a^ag (21) d. h. eine Zahl zweimal, 
eine andere einmal, 

3) «1 a^ a^ (1 1 1) jede Zahl einmal. 

Die Anzahl der Variationen sind fiir diese 
Typen hereits in Frage 173 gefunden, näm- 
lich für: 

l)n, 

2) 2n,(w2-l) + n,(»3 — 1) 
3)n,(n,-l)(n3-2) 
Da nun hier: 

nj = 2 , nj = 3 , ng = 4 
SO erhält man: 

2 + 14 + 8 = 24 
Würfe. 



rkl. 


252. 


Die verschiedenen Würfe sind: 


1) 


111, 


222 


2) 


112, 


121, 133, 221, 232 




113, 


121, 211, 223, 233 




114, 


131, 212, 224 


3) 


123, 


132, 213, 231 




124, 


134, 214, 234 



Aufgabe 417. Die Permutationen 

ohne Wiederholung mit beschränkter 

Stellenbesetzung zu büden, wenn die Auflösung. Die verlangten Permutationen 

Elemente: sind folgende acht: 

a, 6, . . . . von der 1. Stelle an abcde bacde 

a, bf c , , , „ „ 2. „ „ abeed baced 

a, b, c, dj e , „ »»4. „ „ acbde bcade 

auftreten dürfen. acbed bcaed 



Aufgabe 418. Die Anzahl der Per- 
mutationen ohne Wiederholung anzu- 
geben, wenn: Auflösung. Es sind die Permutationen 

von der 1. Stelle an die Elemente 1, 2, 3 von 10 Elementen zu bilden , von denen 

Q d 5 6 stehen können: 

11 11 "• >» »> 11 11 *} *'» " 

4. 7 8 au der 1. Stelle 1, 2, 3 n. = 3 

11 11 ^* 11 11 11 11 *i ^ * 

5 9 „ „ 2. „ 1, 2, 3 n, = 3 

11 11 *J' 11 11 11 11 ^ 11 n n T 1 z 

„ „ 7. „ „ „ „ - " 3. „ 1,2,3,4,5,6 n, = 6 

stehen dürfen. " ' ^- " ^' ^» ^' ^' ^' ^» "^^ ® *** = ® 

„ „ 5. „ 1, 2, 3, 4, 5J5,7, 8, 9 n5 = 9 
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Vl'Vl 



vl^vl>v 



von der 6. Steile an 1,2,3,4,6,6,7,8,9, n^ = 9 
„ „ 7. „ „1,2,3,4,5,6,7,8,9,0^7 = 10 
., » 8. „ „ 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 n8=: 10 
» „ 9. „ „ 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 1*9 = 10 

auf „ 10. „ 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, n^^ = 10 

Die Anzahl der Permutation wird also 

nach Frage 174: 

T2.FJ.F2.F^.FJ = 3.2.1X4.3.2X5.4X5X4 = 57600 



Aufgabe 419. Die Anzahl der 
Stellungen anzugeben, welche folgende 
8 Figuren auf einem Schachbrette ein- 
nehmen können, wenn auf jeder Quer- 
reihe nur eine Figur stehen soll: 
die beiden Könige auf allen Querreihen, 
eine Königin nur auf den 7 letzten, 
ein Springer „ „ „ 6 
„ Turm „ „ „5 „ 

„ Läufer „ „ „ 4 „ 
„ weisser und ein schwarzer Bauer auf den 
2 letzten. 

Wie lauten alle möglichen Permu- 
tationen? 



Auflösung. Man bezeichne den weissen 
König durch 1, den schwarzen König durch 2, 
die Königin durch 3, den Springer durch 4, 
den Turm durch 5, den Läufer durch 6, den 
weissen Bauer durch 7, den schwarzen durch 8. 

Man hat sodann: 

nj = 2 
n^ = 3 

Wg = 4 

W4 =: 5 

w. == 6 







n, = l 








W7 = 8 








113 = 8 






und die Anzahl der möglichen Stellungen: 




*^2 *^2 ^2 


'Vlvlvl.v',= 


= 26 = 64 




Dieselben sind die folgenden: 


12345678 


13245678 


21345678 


23145678 


12345687 


13245687 


21345678 


23145687 


12346578 


13246578 


21346578 


23146578 


12346587 


13246587 


21346587 


23146587 


12354678 


13254678 


21354678 


23154678 


12354687 


13254687 


21354687 


23154687 


12356478 


13256478 


21356478 


23156478 


12356487 


13256487 


21356487 


23156487 


. 12435678 


13425678 


21435678 


23415678 


12435687 


13425687 


21435687 


23415687 


12436578 


13426578 


21436578 


23416578 


12436587 


13426587 


21436587 


23416587 


12453678 


13452678 


21453678 


23451678 


12453687 


13452687 


21453687 


23451687 


12456378 


13456278 


21456378 


23456173 


12456387 


13456287 


21456387 


23456187 



Aufgabe 420. Die Anzahl der Per- 
mutationen anzugeben, wenn auftreten 
dürfen: 



Auflösung. Man hat in diesem Falle 
folgende Elemente: ^^ ^ 
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^on der 1. 


Stelle an: 


Ä, 


a, 6 


an der 1. Stelle a, a, h 


>» >» 2. 


11 11 


e 


d 


„ „ 2. „ a, a, &, c, c, c 

„ „ 3. „ fl, a, 6, c, c, c 

„ ., 4. „ a, a, &, c, c, c, d, d 

„ „ 5. „ fl, a, &, c, c, c, df, <i 

,. „ 6. „ a, a, 6, c, c, c, (?, d, e 

„ „ 7. bis 9. Stelle dieselben Elemente 

Hier ist: 

nj = 3 mit 2 gleichen Elementen 

^2 = 6 n2 — ni = 3,. 3 „ „ 

ng =: 6 Wg — nj = 

W4 = o W4 — ng=2,, 2 „ „ 

»»5=8 Wj— n4=0 

^6*''^9~~ ^6 ^5 —" 1 

AUe folgenden Differenzen = 0. 
Die Anzahl der Permutationen wird hier- 
mit: 



Aufgabe 421. Wie gross wird in 
Aufgabe 419 die Anzahl der Permuta- 
tionen, wenn die beiden Könige und 
die beiden. Bauern als gleich gelten, set^^-^^'in owieriÄ^" 

und wie heissen dieselben? « .^ ^ 1 . u -cn * 

Wj = 2 mit 2 gleichen Elementen, 

2 w n 



Auflösung. Bei der jetzigen Voraus- 



% — ^6 = 2. 
Die Anzahl der Permutationen ist dem- 
nach: 



^ Tri . Tri Tri . Tri , 

2j '^2'^2'^2'^2 



^^2 

2! 



11234566 
11235466 
11243566 
11245366 



Dieselben sind: 
11324566 12134566 
11325466 12135466 
11342566 12143566 
11345266 12145366 



= 16 

12314566 
12315466 
12341566 
12345166 



Aufgabe 422. Die Anzahl der- 
jenigen Permutationen von 2 w Elementen, 
unter denen je zwei gleiche sich 
befinden, anzugeben, in welchen nirgends 
eine Folge von zwei gleichen Elementen 
vorkommt. 



Auflösung. Die gegebenen Elemente seien: 

Permutiert man zuerst die w verschie- 
denen Elemente: 

«1 «2 «3 • • • »n 
so ist die Anzahl der Komplexionen: 

j; = A 

Lässt man zu diesen a^ hinzutreten, so 
ergeben sich: 
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Erld« 258» Seien die gegebenen Elemente 

öj a, aj a, a^ «g 
Ans a^a^a^ erhält man zunächst: 

Komplexionen. Nimmt man nochmal das Ele- 
ment a^ hinzu, so entstehen: 

^=- 

Komplexionen, unter denen Ps = 6 das Doppel- 
element 01 a^ enthalten, die 6 übrigen nicht. 
Das Gleiche gilt, wenn statt a, das Element a^ 
oder ag hinzugenommen wird, so dass man 
18 Permutationen aus 4 Elementen hat, welche 
kein doppeltes enthalten. 

Bildet man die Permutationen aus: 



Komplexionen, von denen diejenigen weg- 
zulassen sind, welche a^a^ enthalten; man 
findet diese Anzahl, wenn man a^a^ als ein 
Element betrachtet und mit den übrigen 
n — 1 Elementen permutiert, gleich: 

folglich hat man jetzt: 

1) ^^-p.-=A 



deren Anzahl: 



ttj «1 a^ «2 «8 



22 



= 30 



1 «*2 «*2 «*8 »*8 



ZU bilden, deren Anzahl: 



—^ = 90 

23 

ist. Davon gehen ab 12 Komplexionen, welche 
a^a^ enthalten, weil man in den vorher ge- 
fandenen 12 Komplexionen ohne Doppelelement 
nur a« zu den bereits vorhandenen zu setzen 
braucht; ebensoviele gehen ab mit a^a^ oder 
a^a^. Mit aia^agag erhält man 6, indem man 
in den 6 Komplexionen, welche bereits a^a^ 
enthielten (siehe oben) neben a, nur das neue 
ttg zu setzen braucht; ebensoviele mit a^^a^a^ 
und mit a, a, a^ a^. Endlich geben alle 3 Doppel- 
elemente 6 Permutationen, so dass im ganzen: 

90 — 3.12 — 3.6 — 6 = 30 
ohne Doppelelemente übrig bleiben. Dies ist 
die Anzahl der verlangten Permutationen aus 
den 6 Elementen: 

«1 «1 0^2 <*2 «8 »8 



2 

Komplexionen von n+1 Elementen. Tritt 
nun a^ hinzu, so hat man: 



22 



ist, so sind darunter mit a^a^ offenbar 6, weil 
man zu den oben gefundenen 6 Komplexionen, 
die kein Doppelelement enthielten, nur das 
neue a^ neben das schon vorhandene zu setzen 
braucht; ebenso müssen 6 Komplexionen mit 
ttja, darunter sein. Die beiden Doppel- 
elemente a^ aj a, a, enthalten ebenfalls 6 Kom- 
plexionen, so dass deren: 

30 — 3.6 = 12 
ohne Doppelelemente sind. Ebensoviele ent- 
halten die Permutationen aus a^ a, a^ a^ a^ und 
aus a^a^a^a^a^^, im ganzen also 36 Permuta- 
tionen aus 5 Elementen, in denen kein dop- 
peltes vorkommt. 

Es sind nun noch die Permutationen von: 
a. a, a« a« a« a. 



Permutationen, unter denen diejenigen weg- 
zulassen sind, welche a^a^ oder a^a^ oder 
beide Doppelelemente enthalten. Die An- 
zahl der letzteren ist wieder = P„ (wie sich 
ergibt, indem man sowohl a^ a^ als auch a^ a^ 
als ein Element betrachtet). Die Komplexio- 
nen, welche a^a^ allein enthalten, entstehen 
aus den Formen in 1), wenn man zu jeder 
a^ hinzusetzt; ihre Zahl ist also ebenfalls: 



und ebensoviele enthalten auch a^a^ 
Die Anzahl der übrig bleibenden Komplexio- 
nen aus n-{-2 Elementen ist demnach: 

2) ^"+^-2r^"^'-p)-P 
^ 2-2 V 2 V » 



___ -^n+l 



22 



' 2-4i — Aq — A^ 



Tritt zu den bisherigen Elementen noch 
«3, so gibt es im ganzen: 

^n + 8 

2. 2. 2 
Komplexionen, worunter mit a^a^ soviele, 
als 2) enthält (weil man nur a^ zu diesen 
hinzuzunehmen braucht). 

Ebensoviele enthalten a^a^ oder 

Es kommen aber auch Komplexionen vor, 
welche a^a^ und a^a^ enthalten, und zwar 
wieder: 

P^ 



»+i 



denn sie ergeben sich, wenn man in diesen 
Komplexionen, welche nach obigem bereits 
a^a^ enthalten, das neue a^ neben das be- 
reits vorhandene setzt. 

Ebensoviele Komplexionen ent- 
halten a^a^ und a^a^ und ebensoviele 
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Mau hätte also: 
anssj^i^cis ...,,. 6Eoiiipl.öhneDoppeleL 

^ rtjajf^^a,fl, U- 12=36 ^ „ „ 



30 



Summe: 90 = p(f-«*2) 



d- k wenn man die Permntationen ans n ver- 
scbiedenen Elemeßten bildet, zu diesen nach 

und naüh Ij 2^ n nene Elemente^ von denen 

jedes einem der bereits vorhandenen gleich ist, 
hinzutreten läsgt, wobei diese nenen Elemente 
jedesmal anf alle mögliehen Arten auszuwählen 
sind, nnd mit den vermehrten Elementen die* 
jenigen Permntationen bildet, welche keine 
Folge gleicher Elemente enthalten, ao 
ist die Summe aller erhaltenen Komplexionen 
gleich der Anzahl aller Permntationen von 
2n Elementen^ unter denen je zwei gleich sind. 
Das Zahlenbeispiel in vorhergehender Er- 
klärung bestätigt diesen Satz; man bat dort; 



= 90 



Komplesionen endlich^ welche a^a^^ a^Q^ 
und a^a^ gleichzeitig enthalten , gibt es 
wieder : 

wie sieh zeigte wenn man die drei Doppel- 
elemente als je eines betrachtet und sie mit 
den Komplexionen der übrigen verbindet, 

Die Anzahl der Permutationen aus den 
jetzigen ?? + 3 Elementen ist also : 



'^w+H 



23 



Erk], 254« Aus der in der Antwort ge- 
fundenen rekurrenten Formel für A folgt 
durch Umstellung: '' 



'[^~<^-^-) 

-«[-^-^"]-^- 



_ ^it+a 



■ 3jlj — S^j —A^ ^ A^ 



Die Eomplexionen selbst sind folgende (nach 
der Grösse der Zahlen geordnet); 

C^^^, = I23 132 213 231 312 321 

C| Jj = 1213 1231 1312 1321 2131 3121 
1232 2123 2132 231S 2321 3212 
1323 2313 3123 3132 3213 3231 

1212B 12132 12312 12B21 13212 21213 
21231 21312 21321 23121 31212 32121 
12313 13X23 13132 13213 13231 21313 
23131 31232 32123 32132 32312 32321 
12323 13232 21323 23123 23132 23213 
23231 31332 32123 32132 32322 32321 

A,= 
121323 123123 123132 123213 133231 
131232 132123 132132 132312 132321 
212313 213123 213132 213213 213231 
231213 231231 231312 231321 232131 
312123 312132 312312 312321 313212 
121213 321231 321312 321321 323121 



— gä 
Die Koeffizienten! 

3, 3, 1 
der drei negativen Glieder dieses Äusdrudes 
sind nichts anderes als die Kombinatioiis- 
zahlen : 

^3* ^!l' *^fl» 

der erste rührt nämlich von der Vertausclraif 
der drei Doppelelemente: 

(a, öl), (a^ a^\ (a^ aj 

her, der zweite voe deren Kombinationea 
zweiter Klasse: 

{G^a^){a^a^\ (aja,)Kö.), {Q,^a^){ß^%) 
und der dritte von deren KombinatioßeD 
dritter Klasse^ d. h. von: 

Da Aehnliehes auch bei dem Ausdruck 2) 
bereits stattfand ^ so folgt für die Anzahl 
der Eomplexionen ohne Doppelelemente: 

bei n einfachen Elementen: 



bei n'\-l Elementen (d. h. n 
und ein doppeltes); 



1 einfache 



2 



bei n -\-2 Elementen {n — 2 eißfaclie, 
zwei doppelte): 



^= — 22 



ClA,^ 



bei n -(- 3 Elementen (w ^ 3 sißfacbei 
drei doppelte): 






' ^ o Aa ^ ft 



Da die gemachten Schlüsse immer die- 
selben bleiben, so folgt analog: 

bei (n-j-k) Elementen {n — k dnUd% 
k doppelte): ^ j 
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P 

und wenn: 

k=zn 
gesetzt wird, dass die Anzahl der Eom- 
plexionen ohne Doppelelemente bei 
2n Elementen, die sämtlich doppelt vorkom- 
men können, ist: 



P. 



2» ^i . ^2 



^^ = -^-cU^ .-cl 



2» »" »—1 






Ersetzt man die Grössen A durch ihre 
Werte, in Pausgedrückt, so ergibt sich: 



^o = i^« 



^n-hl 



21 



p p 

^2 — 22 2 2 ^'^2-S» 

J _ ^»4-8 ^t ^n + 2 , p2 j»+i 

^3— 23 ^3 2'2~'^ 3 2 



und allgemein 



-OIP, 



P P 

^2n ^1 "^2»— 1 



2** 

Po 



(Vergl. Cantor in Zeitschr. f. M. u. Ph., 
Bd. U. Ebenda eine independente Formel.) 



Aufgabe 423. Auf wie viele Arten 
können vier Ehepaare an einem runden 
Tische so Platz nehmen, dass niemals 
ein Herr neben seiner Frau sitzt? 



Auflösung. Man bezeichne die Paare 
durch: 

«l«!! Ö2Ö2> «8^8» «4^4 

und bilde die Permutationen so, dass keine 
gleichen Zeiger aufeinander folgen. Dies 
gibt: 

Anordnungen. Davon sind jedoch diejenigen 
auszuschliessen, bei denen der nämliche Index 
am Anfang und Ende der Komplexion steht, 
z.B.: 

12324341 

weil sonst an dem runden Tische 1 mit 1 
zusammenkommen würde. Eomplexionen, die 
mit 1 anfangen und enden, gibt es aber: 

Jg = 30 (siehe vorhergehende Aufgabe) 

.,....„,Goog.. 
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und ebensoviele, die mit einem andern Zeiger 
anfangen und enden, also im ganzen: 
4.^8 = 120 

Demnach ist die Anzahl der branchbaren 
Anordnungen: 

864 - 120 = 744 



f) Ungelöste Aufgaben Ober die Variationen mit Wiederholung. 



Anfgalie 424. Diejenigen Kom- 
plexionen des Ausdruckes: 

•^F^l,2,3,4) 

darzustelleiij welche mit 3 anfangen. 



Andeutung. Man geht von der Eom- 
plexion 3111 aus. 



Aufgabe 425. Die Anzahl der 
Variationen von: 

Yon der ersten bis zur Ä:ten Klasse an- 
zugeben* Ebenso die Anzahl der Varia- 
tionen von: 

von der vierten bis zur achten Klasse 
ein schlüsslich. 



Aufgabe 426. Wie heisst die 
3994479. Variation sechster Blasse aus 
den 25 Buchstaben des lateinischen 

Alphabetes? 



Aufgabe 427. Die wie vielste Varia- 
tion der Buchstaben: 

e^ /, g, Ä, f, Ä;, /, w, w, o,jp, q, r 

heisst KEONE? Durch Ausschliessung 

1) der niedrigeren, 

2) der höheren Komplexionen zu be- 
rechnen. 



Aufgabe 428. Die Anzahl der Kom- 

plexionen von: 

•^r^ (1,2, 3, 4, 5, 6, 7) 
anzugeben, in denen die Elemente 2, 4, 6 
vorkommen. 



Aufgabe 429. Die Anzahl der Kom- 

plexionen von: 

r^ (1,2, 3, 4, 5, 6, 7) 

anzugeben, in denen die Elemente 2, 4, 6 
nicht gleichzeitig vorkommen. 



Andeutung. Nach Frage 143. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 373. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 374. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 375. 



Andeutung. Nach Frage 150. 
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Aufgabe 430. Acht verschiedene 
Sorten nummerierter Kugeln sind ge- 
geben, worunter zwei Sorten von be- 
sonderer Farbe, von jeder Sorte vier 
Stück. Wie viele verschiedene Ziehungen 
von je 4 Kugeln sind möglich, wenn 
darunter stets 2 verschiedene von der 
besonderen Farbe sein sollen? 



Aufgabe 431. Wie gross ist die 
Anzahl aller sechsziffrigen Zahlen, die: 

1) mit den Ziffern 7, 8, 9, 

2) mit den Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 
geschrieben werden können? 



Aufgabe 432. Wie viele verschie- 
dene Würfe können mit vier Würfeln 
gemacht werden: 

1) überhaupt, 

2) mit einem Pasch, 

3) mit drei gleichen Zahlen, 

4) mit zwei verschiedenen Paschen? 



Aufgabe 433. Durch die Elemente 
von 4 gegebenen Reihen sollen vier 
Normalstellen besetzt werden ; wie viele 
Besetzungen gibt es und welches sind 
die mögUchen Typen und die Anzahl 
der zugehörigen Komplexionen? 



Aufgabe 434. Die Anzahl der ab- 
soluten Variationen vierter Klasse aus 
vier Reihen von je 8 verschiedenen Ele- 
menten anzugeben. 



Aufgabe 435. Wie viele Variationen 
vierter Klasse aus den Reihen: 

a, a, ttj a^ a^ 

6, ftj 63 ^4 ^5 
^1 ^2 ''8 ^4 ^5 

enthalten: 

1) eine Normalstelle, 

2) zwei Normalstellen, 

3) drei Normalstellen? 



Aufgabe 436. Man hat drei Reihen 
nummerierter Kugeln, in jeder Reihe 
sieben von folgender Farbenfolge: weiss, 



Andeutung. Analog der Aufgabe 376. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 380. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 881. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 382. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 883. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 384. 
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rot, gelb, grün, blau, violett, schwarz. 
Wie oft kann man je 7 Kugeln so an- 
ordnen, dass die verschiedenen Farben 
die oben vorgeschriebenen Stellen ein- 
nehmen: 

1) überhaupt, 

2) wenn aus 2 Reihen je zwei, aus 
der anderen drei Kugeln genommen 
werden, 

3) wenn aus einer Reihe 4, aus einer 
anderen 3 Kugeln gewählt werden sollen? 



Aufgabe 437. Wie oft lassen sich 
aus einem Kartenspiele von 36 Blättern 
neun Karten so neben einander legen, 
dass gerade 4 an ihren Rangstellen liegen. 



Aufgabe 438. Die Variationen mit 
Wiederholung anzuschreiben, die in dem 
Ausdrucke: 

enthalten sind. 



Aufgabe 439. Die Anzahl der Varia- 
tionen zu bestimmen, die in folgenden 
Bezeichnungen enthalten sind: 

l)^F(l,2; 3,4,5; 6,7,8,9)3 2,1 

2) •^KCa, 6, c ; d, e, /; g\^ ,^ ^ 



Aufgabe 440. Es soll die Anzahl 
derjenigen sechsziflfrigen Zahlen berech- 
net werden, welche geschrieben werden : 

1) mit 3 geraden und 3 ungeraden 
Ziffern, 

2) mit 4 geraden und 2 ungeraden 
Ziffern, 

3) mit 5 geraden und einer ungeraden 
Ziffer. 



Aufgabe 441. Die Anzahl der Glie- 
der der Potenz: 

(«1 + 02 + 08^ 

ZU bestimmen und diese selbst anzu- 
schreiben. 



Aufgabe 442. Die Glieder des 
Ausdruckes: 

(a + 6)n 

anzugeben. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 385« 



Andeutung. Analog der Aufgabe 386. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 387. 



r 



Andeutung. Analog der Aufgabe 388. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 389. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 392. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 393. 
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2). Jedea Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inbaltaverzeichnis, Bericbtignngen 

and Erklänmgen am SchlnHsa desselben. 
3), Äaf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3—4 Hefte zu dem A-bonnemexLt&preise von 2öPfg, pro Heft» 
S)< Die Baihenfblge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich* 

nig ist, wl© aus dem Prospekt eraicMliclif ohne jede Bedeutung für 

die Interessenten« 
6). Das Werk enthält Alles« was sich ttberhaapt anf mathematische Wissenschaften 

bezieht, aUe Lehrsätze» Formeln nud Regeln etc. mit BeweiEen, alle praktischen 

Anfgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen angelöster analoger Aaf- 

gaben nnd vielen vortrefflichen Fignren. 
7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aller Schulen, das 

beste Handbuch für Lehrer nnd Examinatoren, das irorzüglichste Lehrbuel? 

aum Selbststudium, das vortrefflichste Ifaohsohlagebuch fttr Fachleate and 

Techniker jeder Art. 
6)* Alle Bacbhandlangen nehmen Bestellnngen entgegen. 



Wt^ ^^^ vollstMndigt 

InlialtsYerzeichniB 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Haibjährlicli erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erichienenen Hefte. 



Bntek -ron Carl H^mmeT In Btottf^iirt, 
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I — nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Scliul- & Selbstunterricht — 

1 mit 

I Ingabe und KntflcUeg der beDut^ten Uü% Fomeln, Regeln tn Fragen und intiorten 

I erUulart durch 

viele lolzschnitte & litliogTapK Tafeln, 

I auiallenZweigen 

I der E^ohBDkiiiigt^ der niederen (Algebra, Flanime^e, Stereometrie, ebenen a« ipb&riicbea 
H Trigonometrie j «TnUie tischen Geometrie etc) n. hSheren Mathematik (h&bere Anat^iii^ 
5j IMfferential- u. Integral -Rechn an g, analytische Geometrie der Ebene u* dee Ratimea etc.); — 
^ ans allen 7.wt\gm der Physik^ Meehanik, ßraphastatlk, Clieniiei, Geodäsie» Nantik^ 

II mathemat« Geographie, Astronoinle; dea Maschlnen-v Strafsen-, Eitiieubahn-, Wa^aer^ 
a Brdcken- u. H«ehbaii'i^ der Konstmktfonalebreti als: darstelU Geometrie t Palar- n- 
üt Parallel*FerspectlT6, SchattenkonatruktloaeD ctc» etc. 
I für 

Scbüler, Studierende, Katiaidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Ullit&rs etc, 

zum einzig rEohtigen und erfolgreichen i 

I Studium» ZOT Forthülfe bei Schul arbeiten nod zur rationellen Verwertung ^ 
I der eicakten Wiidensebaften, 

I herausgegeben ton 

lir. Adalph Mleyer^ 

i in Frankfurt a, M. 

i unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 



^ Kombinatorik | 

i oder 

1 Die Lehre von den kombinatorischen Operationen. 

I (Periiiutation^ Komblnution^ Yariatioiip) 

^ Nacli System Kleyer bearbeitet von Prof. H. Stnudaeher. 

I Fortsetzung y. Heft 1195, — Seite 257—272. 

riiliult: 

|] ÜDgelöitc Aufgaben über die Yariätionea rai* Wiud Erholung. - VaHatiuiicu »u boitimmteiQ SurntiiRii- 

t Stuttgart 1893. 
Verlag von Julius Maier. 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis J6t?t erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frai 



1881. 



PROSPEKT. 



1 Bleiei Werki welchem kein Ahüllchea xnr Seite steht ^ eracheiat lEiiitAtllc^ In 3^ — i 

Heften £ü dem tillUireD Preise toh 25 ^ pro Heft aoti bringt eine Sammlong der iriehlif - 
oten und pr^ktiAchateo AB%Abeii aai dem €tesamtgf;blete der MAtbeniiitifai Fhfslli, 
iKeehoalk, math. Oei^gTaphle» Aatr^nemie, de« Maeehinen-f $tra686ti-^i E$»etibatiii«« 
BrUekeE- Dud Heehbaues, dei koustruktWen Zelcbneoi etc. etc. \xnä swar in Tellätändlf 
f erster Farm, loit Tlelea Eignren » Erklämtifeii nebst Angabe and Entwtckeliuig der 
benutsteu Sätae, Farmein, Regeln m Fragen mit An t warten etc.^ io das® die LABorg 
jeiermaiiD ferttändlicb BeiD kaoii, beew. wird, wenn eine frSusere Anzahl der Hefte er* 
ichienen iat, da dieselben §leb in Ihrer Gesamtbelt erg'finien und alsdann aneh aUe 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen lelbst&ndigtn Eapl- 
tela angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nuge)9§ten Aufgaben beigegeben, welche det 
eigenen L Rating (in analoger Form, wie die bezOigllchen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
QberlRiBen bleiben, and imglejch von den Herren Lehrero für den SchulüBterricht benntit 
werden können. ^ — Die L^^anngen hierxn werden ep&ter in besonderen Heften für die H&nd dea 
Lehrers ersoheinen. Am Bchlusse eines jeden Kapitels gelangen r Titelblatt, Inhal tsTerseleh- 
nlB| Berichtigungen und erlSntemde ErklBrnngeti Über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Da» Werk behandelt zunÄchat den Hauptbestandteil des niathematiscb'natarwiasen 
schaftlicheu ÜnterrichtB plane» folgender Bcbulen: Realie Imlen L nnd U. Ord., gleleb^ 
berechtigten h5faeren BQrgergchuIeji, FrlTatjiehnlen, Bjmnaslen, Realgimnaslen, PfiH 
fjmnaslen, Sehn! lehrer- Seminaren, Faljtechnlkea , Tecfanlkeni Baagewerkscbnleny 
^ewerbeschnlen, Handelsaebulen^ teehn. Varbereltnngssohnlen aller Arten, gewerblleb6 
Fortblldnngssefanlen, Akademien, Universitäten, Land'- und Forstwisseniiehartgschiileiu 
Hllitirsehnlen , Torbereitnuga -Anstalten aller Arten als a. B» für das ElnJIhrlg-Fr«!- 
willige' nnd Offlslers* Examen, eto. 

Die Sebüier, Stndlerenden und Kandidaten der mathematischen, technischt*n tJid 
aaturwiiseuBchaftljchen Fächer, werden durch diese, Schritt fllr Behrttt gelS« te, Aufgaben* 
lammlung Immerwährend an ihre in der Bchule erworbenen oder ntir gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum nnfeblbaren Auffinden der Ldsuugeu der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prtl fangen m lösen haben^ sagt eich aber auch 
die flb^rans grosse Fmcbtbarkeit der mathemaciBchen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige 8tfltie für den Seba^* 
Unterricht geboten werden^ indem aur Erlernung des praktischen TcUes der mathematis^btn 
Disziplinen — anm Auflösen van Aufgaben — In den meisten Schulen oft keine ^it er- 
ahrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häufllichen Arbeiten eine voll* 
stkndige Anleitung in die H&ude gegeben wird, entsp rechende Aufgaben au 15sen, die g«* 
babten Regeln, Formeln, SJttze etc. anzn wenden und praktisch zn Terwertea. Lnat^ Utk« 
nnd TerstAndntg für den Schulunterricht wird dadurch erhalten nnd belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art» MlHtftr^ 
atc. etc, BoU diese Sammlung mr AiLffrisehnng der erworbenen und vielleicht vergesaeneB 
mathematiBchen Kennt ciisse dienen und zugleich durch ihre praktischen tu aOeii B^niff« 
awclf an Torkommeadeu Anwendaugen einem taten Kapitale lebendige Kraft verleihen tiad 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geber. 

Alle Buchhandlungen nehmeu Best elluu gen entgegen. Wichtige und praktischa Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angaba der Nfm^a 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreifen i nimmt der Tertmor« 
Dr. Kiejer, Frankfurt a. M. Fitcherfeldstraiie l^^ entgegon nnd wird dar«a ^^^tttfgiPt 
thnnilohat berQckiichMft. ^ j 

Stuttgart Die TerliMTshiKSäS^^ 
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Aufgabe 443. Wie viel Varia- 
tionen geben fünf Elemente, von denen 
drei nur einmal, und fünf dreimal vor- 
kommen dürfen, wenn von der erstem 
Art je 2, von der zweiten nur eines in 
jede Komplexion aufgenommen werden? 



Aufgabe 444. Die Anzahl der 
Variationen aus 7 Elementen anzugeben, 
von denen 2 dreimal, 5 zweimal und 
7 einmal vorkommen dürfen, wenn von 
den dreifachen Elementen je eines, von 
den zweifachen je 3, von den einfachen 
je 2 in jede Komplexion eintreten können. 



Aufgabe 445. Auf wie viel Arten 
kann man mit 5 Würfeln (von je sechs 
Flächen) zweiZahlen je zweimal (2 Pasche) 
werfen, wie oft eine Zahl dreimal und 
eine zweimal? 



Aufgabe 446. Auf wie viel Arten 
kann man mit 5 Würfeln wenigstens 
drei gleiche Zahlen werfen? 



Aufgabe 447. Wenn von 6 Ele- 
menten 2 höchstens dreimal, 2 höchstens 
zweimal und 2 höchstens einmal ge- 
nommen werden können, wie viel Varia- 
tionen vierter Klasse sind möglich? 



Aufgabe 448. Wie viele fünfziffrige 
Zahlen gibt es, in denen die ungeraden 
Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 höchstens zweimal, 
die geraden Ziffern 2, 4, 6, 8 ebenfalls 
höchstens zweimal, die Null höchstens 
einmal erscheint? 



Aufgabe 449. Die Anzahl derjenigen 
Glieder des Polynoms: 

anzugeben, in denen irgend eine Grösse 
wenigstens in der dritten Potenz vor- 
kommt 



Aufgabe 450. Die Anzahl der Glie- 
der desselben Polynoms zu finden, in 
denen irgend eine Grösse höchstens in 
der dritten Potenz erscheint. 



st an da eher, Kombinatorik. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 394. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 395. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 396. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 398. 



Andeutung. Analog der Anfgabe 399. 



Andeutung. Analog der Anfgabe 400. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 402. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 403. 
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Aufgabe 451. Die Anzahl derjenigen 
Glieder des Polynoms: 

(a + h + c + d)^ 

anzugeben, in denen irgend ein Element 
in der 4. Potenz steht? 



Aufgabe 452. Auf wie viele Arten 
können aus den Konsonanten: 

h cdfghklm 

und den Vokalen: 

aei 

Wörter Ton je 4 Buchstaben aus 2 Kon- 
sonanten und 2 Vokalen gebildet werden, 
in denen nie 2 Konsonanten aufeinander- 
folgen? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 404. 



Andeutung. Analog der Au^be 405. 



Aufgabe 453. Wie oft werden in 
den Anordnungen der vorhergehenden Andeutung. Verfahre ähnlich wie in der 
Aufgabe zwei Vokale neben einander vorhergehenden Aufgabe. 

stehen? 



Aufgabe 454. Wie viele sechs- 
ziffnge Zahlen gibt es: 

1) mit nur gleichen Ziffern, 

2) mit 2j 3) mit 3, 4) mit 4, 5) mit 5, 
6) mit 6 verschiedenen Ziffern? 



Aufgabe 455. Wie viele elfziflfrige 
Zahlen gibt es, die 10 verschiedene 

Ziffern enthalten? 

Wie viele, die nur 2 verschiedene 

Ziffern enthalten? 



Aufgabe 456. Auf wie viele Arten 
können die 16 Bilder einer deutschen 
Karte so zu je 7 neben einander auf- 
gelegt werden, dass sich an zwei Stellen 
„Herz" befindet, wenn jedes Bild in ge- 
nügender Anzahl vorhanden ist, um so 
oft als nötig wiederholt gelegt werden 
zu können. 



Aufgabe 457. Die Variationen ohne 
Wiederholung bei beschränkter Stellen- 
besetzung aus den Reihen: 



zu bilden» 



»102 «8 



Andeutung. Analog der Aufgabe 406. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 407. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 408. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 410. 
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Aufgabe 458. Die Variationen mit 
Wiederholung bei beschränkter Stellen- 
besetzung aus den Reihen: 



zu bilden. 



ahc 
abcd 



Aufgabe 459. Wie viele Variationen 
ohne und mit Wiederholung geben die 
Reihen: 

1,2,3,4 

1,2,3,4,5,6 

1,2,3,4,5,6 

1, 2, 3, 4, 5, 6 ? 



Aufgabe 460. Die Variationen mit 
beschränkter Stellenbesetzung aus den 
Reihen: 

a, h, c, d 
a, h, c, (?, e 
a, h, c, d, e 
a, bf c, d, e 

ZU bilden, wenn ein Element zweimal, 
und zwei Memente je einmal gesetzt 
werden dürfen. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 411. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 412. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 413 
nach Frage 171. 



Aufgabe 461. Wie viele Variationen 
erhält man aus fflnf Reihen von n^, 

^2, ^3, n^, n^ Elementen, wenn ein Ele- Andeutung. Nach dem Verfahren 
ment zweimal, drei nur einmal gesetzt Frage 171. 
werden dürfen? 



m 



Aufgabe 462. Die Anzahl der fünf- 
ziffiigen Zahlen zu finden, in denen eine 
Ziffer dreimal, eine andere zweimal vor- 
kommt 



Andeutung. Die Auflösung soU nach 
dem Verfahren von Frage 171 geschehen. 



Aufgabe 463. Von sechs Prismen 
mit nummerierten Flächen hat das erste 
3, das zweite und dritte 4, das vierte 6, 
das fftnfte 11, das sechste 13 Flächen. 
Wie oft ist es möglich: 

1) eine Nummer einmal und eine an- 
dere zweimal, 

2) zwei Nummern dreimal 
zu werfen? 



Aufgabe 464. Die Permutationen 
ohne Wiederholung mit beschränkter 



Andeutung. Analog der Aufgabe 416. 
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Stellenbesetzung zu bilden, wenn die 
Elemente a^ h, e an allen Stellen, d von 
der zweiten, e von der dritten Stelle 
an ei'scheiiien darf. 



Ändeutong. Analog der Anf^^abe iVi 



Aufgabe 465- Die Anzalil der Per- 
mutationen mit beschränkter Stellen- 
besetzung anzugeben, wenn die Elemente 
a, h von der 1. Stelle au, r, d, e von der 
2, Stelle, /j g^ h von der 4. Stelle, «, k^ Ij m 
von der 6, Stelle an stellen können. 



Andentung. Analog der Aufgabe 418. 



Aufgabe 466. Eine Reisegesell- 
schaft von 6 Personen kommt in einen 
Gasthof, um zu übernachten* Der Wirt 
erklärt, im ersten Stockwerk 2 Zimmer 
zur Verfügung zru haben, im zweiten 
ebenfalls 2, die beiden übrigen Personen 
müssten im dritten Stockwerk unter- 
gebracht werden. Mit Rücksicht auf die 
verschiedenen Preise erklären sich drei 
Mitglieder bereit, in irgend einem Stock- 
werk ihre Zimmer zu nehmen, zwei an- 
dere wünschen solche im zweiten oder 
dritten Stockw^erk, ein Mitglied will nur 
im dritten wohnen. Auf wie viele Arten 
kann die Unterbringung geschehen? 



Andeutung* Man denke dch 6 Elemente, 
von denen 3 anf allen sechs Stellen^ 2 erst 
von der dritten Stelle an, eines nur auf der 
fiiniten oder sechsten stehen kann. 



Aufgabe 467. Drei rote, vier gelbe 
und fünf blaue gleichgrosse und nicht 
nummerierte Kugeln sollen so in eine 
Reihe geordnet werden, dass die roten 
auf allen Stellen, die gelben von der 
zweiten Stellej die blauen von der dritten 
an erscheinen dürfen. Wie viele An- 
ordnungen sind möglich? 



Andeutung* Analog der Aufgabe 410- 



Aufgabe 468, Die Anzahl derjenigen 
Variationen von: 

anzugebenj in denen keine Folge gleicher 
Elemente vorkommt. 



Andeutung. Analog der Anfgabe 



g) Variationen zu bestimmten Summen. 

Frage 177, Was versteht man unter 
Variationen zu bestimmten Summen und Antwort, Wählt man von den Varia- 
weiche Alten derselben gibt es? tionen gegebener Elemente: 



«1 »3 ^^ 



an 



nur diejenigen aus , in welchen die Zeiger 
der in ihnen vorkommenden Elemente eint 
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bestimmte stets gleiche Summe haben, so 
nennt man diese Komplexionen die Varia- 
tionen zu einer bestimmten Summe. — Die- 
selben können zu beliebigen Klassen gebildet 
werden und zwar mit oder ohne Wieder- 
holung, oder auch mit beschränkter V^ieder- 
holung. Im allgemeinen ist die Klassenzahl 
durch die Anzahl der vorhandenen Elemente 
und die Grösse der verlangten Summe be- 
grenzt. 



Frage 178. Wie wird die Aufgabe 
des Variierens zu einer bestimmten 
Summe bezeichnet? 



Antwort. Um auszudrucken, dass die 
Elemente a^ bis ür in der ^ten Klasse zur 
Summe s=^n variiert werden sollen, schreibt 
man: 



8^1 



(a^ ttg • • • flfr) oder ^V^ (a^ a^ "- «r) 



erstere Bezeichnung gilt für Variationen ohne 
Wiederholung, letztere für solche mit unbe- 
schränkter Wiederholung. Bei beschränkten 
Wiederholungen setzt man die Anzahl der 
erlaubten als Exponenten bei, z. B.: 

8 = n 

Soll bloss die Anzahl aller mög- 
lichen Variationen ^ter Klasse zur 
Summe s = n bezeichnet werden, so schreibt 
man kürzer: 

F* und "^V^ 



Frage 179. Wie werden die Varia- 
tionen mit Wiederholung in der 
kten Klasse zur Summe s gebildet? 



Erkl. 255. Die Anzahl der Elemente, die 
notwendig sind, um alle denkbaren Variationen 
Ä;ter Klasse zur Summe 8 = n bilden zu können, 
ist wie in Erkl. 151 wieder: 
rz=in — k + l 

Höhere Elemente tragen zur Summe s nichts 
mehr bei. 



Antwort. Um die niedrigste Komplexion 
von: 

«T^^l, 2...r) 

8;=M 

ZU bilden, besetzt man aUe Stellen mit Aus- 
nahme der letzten mit dem niedrigsten Ele- 
mente 1 und die letzte mit demjenigen Ele- 
mente, welches die Summe der vorhergehenden 
zu n ergänzt. Aus einer bereits vorhandenen 
erhält man die nächst höhere Komplexion, 
wenn man die späteste Stelle sucht, auf der 
sich noch ein Element befindet, das sich er- 
höhen lässt und auf welches an irgend einer 
späteren Stelle ein Element folgt, das er- 
niedrigt werden kann. Das erhöhbare Ele- 
ment erhöhe man nun um eine Einheit, be- 
setze die folgenden Stellen mit dem niedrigsten 
Elemente (1) bis auf die letzte, welche die 
Ergänzung der vorhergehenden Zeigersumme 
zu n erhält. Sollen z. B.: 

•^r*(l,2,3,4,5) 

s = 8 

gebildet werden, so beginnt man mit: 
1115 
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Erkl. 256. Die vollständige Entwicklnng von: dann folgen: 



«T^ (1,2, 3,4,5) 

« = 8 



ist: 



1115 1331 2231 

1124 1412 2312 

1133 1421 2321 

1142 1511 2411 

1151 2114 3113 

1214 2123 3122 

1223 2132 3131 

1232 2141 3212 

1241 2213 3221 

1313 2222 3311 

1322 4112 

4121 

4211 

5111 

Erkl. 257. Es werden hier wieder die Varia- 
tionen mit Wiederholung vor denen ohne 
Wiederholung behandelt, weil erstere nicht nur 
einfachere Formeln geben, sondern auch für 
die Anwendung die weitaus wichtigeren sind. 
Wo im folgenden nicht ausdrücklich Variationen 
ohne Wiederholung genannt werden, sind 
überall solche mit Wiederholung zu verstehen. 



1124 
1133 
1142 



1151 
Es kann nun 5 nicht mehr erhöht werden, 
weil sonst schon die ersten drei Stellen 
die Summe 8 hätten und die folgende Stelle 
kann nicht mehr erniedrigt werden, weil sie 
schon das niedrigste Element 1 enthält. Man 
muss also jetzt die zweite Stelle erhöhen, 
besetzt die dritte mit 1 und die letzte mit 
der Ergänzung zur Summe 8; die Kom- 
plexion heisst also: 

1214 
u. s. w. Nebenstehende Erkl. 256 enthält 
sämtliche Yaiiationen vierter Klasse zur 
Summe 8. 



Frage 180. In welcher Beziehung 
stehen die Variationen gegebener 
Elemente in einer bestimmten Klasse 
zur Summe s zu den Kombinationen 
der nämlichen Elemente in derselben 
Klasse und zur selben Summe s? 

Erkl« 258* In dem Beispiele der vorher- 
gehenden Erkl. 257 sind die Kombinationen 
nach Frage 94 folgende: 

1115, Anzahl der Permutationen = 4 
1124, „ „ „ =12 

1133, „ „ „ =6 

1223, „ „ „ =12 

2222, ,, „ „ =1 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Per- 
mutationen vollständig mit den oben aufge- 
führten Variationen übereinstimmen. 



Antwort. Die Variationen ^ter Klasse 
mit Wiederholung zur Summe s = n aus 
den Elementen: 

«1» »2 •••««-*+! 
entstehen auch dadurch, dass man die Kom- 
binationen A;ter Klasse mit Wiederholung: 
ans den nämlichen Elementen zur Summe s 
bildet und in jeder Komplexion die Elemente 
so oft als mögUch permutiert. Bezeichnet 
man die letztgenante Operation an den Kom- 
plexionen durch PC (d. h. permutierte Kom- 
binationen), so kann man schreiben: 

F^*(l, 2, ..O^PC^-d, 2,...) 



Frage 181. Wie ergibt sich eine 
rekurrierende Formel für die Anzahl 
der Variationen Ä:ter Klasse zur Summe s 
mit Wiederholung? 

Erkl« 259« Entwickelt man die Variationen 
vierter Klasse zur Summe 6, so entstehen, wenn 
man nur die Zeiger anschreibt, folgende Kom- 
plexionen : 



Antwort. Denkt man sich die vollstän- 
dige Eeihe der Variationen ^ter Klasse mit 
Wiederholung zur Summe s = n aus den 
Zeigern unter einander geschrieben und 
durch einen Vertikalstrich alle Anfangsele- 
mente abgetrennt, so bilden die rechts vom 
Striche stehen bleibenden Elemente wieder 



ö^^ 
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1 113 vollständige ßeihen von Variationen der 

11122 nächst niedrigeren {k — l)ten Klasse 

1 1 131 nnd zwar bildet diejenige Gruppe, bei wel- 

X 212 ^^®^ ^®r Zeiger 1 abgetrennt wurde, die 

xl22i Variationen (k — l)ter Klasse zur Summe 

l|311 "" — ^^ ^•^••_ 

sTYI^ "^"^ ^[l,2...(n~Ä:+l)] 

' «=»—1 

^1^2^ Die Gruppe, bei welcher der Zeiger 2 

2i211 abgetrennt wurde, enthält nur die Varia- 

q rr,T tionen {k — 1) ter Klasse zur Summe n — 2, 

IllI d. h.: 

Hier enthält offenbar die erste Gruppe, von ^V^"^ (\ 2 . . . r' h\ 

der das Element 1 abgetrennt wurde, die voll- «=»—2 "- \n 7 

ständigen Variationen dritter Klasse zur j^. ^^i^^^j^ n^„r.^^ /r/^««.^« 9\ *«•!.*. 
Snmmi 5, die zweite Gruppe die Variationen ^^^ folgende Gruppe (Zeiger 3) gibt: 

dritter Klasse zur Summe 4, die dritte Gruppe wyie—i 2 •••(« — ä; 1)1 

die (einzig mögliche) Variation dritter Klasse s=n— 3 

"^'£rmck diese Zerfällung in Gruppen W""'^ ^^^.^^^^ die letzte Komplexion die 

aus durch die Gleichung : ^^^ mit dem Zeiger n^k+l begann, nämlich: 

-V'r ^ -I^^ N (n-^^ + l)ll...l 

^ («1 «2 «ö) = «1 »^ («1 «2 «s) gibt noch: 

I "'r/^/ \ I ♦''t/^/ \ ^ (1) 

+ a^ V (a, a2) + a3 J^ (a,) «=fc-i 

^. *7* ^, ^ TT *~f . Denkt man sich nun, nachdem die Kom- 

SeuTtTf''''' ' Komplexionen piexionen in vorgenannte Gruppen zusammen- 

«»4tr8M;3 3 gefasst siud, jeder Gruppe das von ihr ab- 

"^V =z^V -\-^V -\-V getrennte Anfangselement wieder vorgesetzt, 

«=6 «=5 »=4«=3 go entsteht die Gleichung: 

V [a^a^'^' «(n-^-fl)] = «1 ^ (»1 «2 • • • «n-fc + l) + «2 ^ («1 «2 • • • «»-*) 

«=> « = »—1 ' «=:»» — 2 

+ «8 »^ ^ (a,a2---«H-Ä;-i)H h^n-Ä+l f, K) 

« = » — 3 s=Ä;— 1 

In dieser Eekursionsformel be- 
deuten die vor dem Zeichen V stehenden 
Grössen a^, Og • * • natürlich keine Fak- 
toren, sondern nur dasjenige Element, wel- 
ches den Komplexionen der darauf folgenden 
Variationsgruppe als Anfangselement vorzu- 
setzen ist. 

Soll wieder nur die Anzahl der Kom- 
^ plexionen angegeben werden, so schreibt man 
einfacher: 

Wyk _ iOyk^l Wyk-1 Wyk-l W yk -\ 

s=H 8 = n — 1 8 = H — 2 s = n — 8 az=k — 1 



Frage 182. Wie kann aus der 

vorher gefundenen Rekursionsformel ein 

independenter Ausdruck für die 

Anzahl der vollständigen Variationen .. ^T^. a ^.^ :» nxvj. 

Her Klasse zur Summe . = n mit v«f?.H''n'^-.^''t^^^^ 

-ixT« j 1. 1 u 1 «x i. j o Variationen ÄJter Klasse mit wieder- 

Wiederholung abgeleitet werden? ^olung zur Summe s = n ist: 

icyk __ (n — 1 ) (n — 2) (n — 3) » » « (n — A; + 1 ) 
,^,.~ 1.2.3... (Ä:-l) 
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Erhh mo. Die Zahl der Variationen erster Beweis, Die Kekursiönsformel der vorher- 
Kiatae m irgend einer Srimme mm^ stets ^ 1 gßhendenFmge ^bt, wmnk^^ ^esetztwird: 
sem, indem ntir dasjenige Element einmal ge- & fe i ^ 6i^a^u*i.r,iju. 

set^ werden kann, dessen Zeiger der verlangten 
Summe gleich ist. 



*p Y^ _ 



'V 



+ 



y' + 



Erkl. 26L Die Anzahl der Variationen 
Äter Klasse znr Snmme n kann nach neben- 
stehender Formel auch in der Form: 

H — ' 1 
Ji—» 

fescbrieben werden, denn der Wert dieaes Ana- 



ruck es ist ebenfalls: 
(n-l)(n-2} 



(n-k-^l) 



= 1 + 1 ~| 1" 1 = n ^1 (s, Erkl. £61), 

Für ^ =^ 3 findet man analog: 

*^M — 1 *^*# — 2 

(» — !)+(»— 2)+. 
(n~l)(f.-8) 



"1'* = 



T" +. 






"r* 



-y» 



(£-1) 



*°T,'* 



1-2 



= cl 






Demnacli ergibt sich fdr k ^ 4:2 



H — 3 



"F^=C^Zf+C^li+" 



(siebe ErkL 74). 

Da sieb aber dieselbe Zerlegung fnr jede 
folgende Klasse nach der rekurrierend«!! 
Formel wiederholt, so ist allgemein: 

{n — 1) (« — 2) - ■ ■ (n^ k + 1) 
{k-1) 



+ clzl^ctz\ 



1-2 



Frage 183. Welche BeziehuDg be- 
steht zwischen der Anzahl der yoII- 

ständigen Variationen zur nämlichen Antwort Zwischen der Anzahl der Toll- 
Summe in zw^ei auf einander fönenden ^^^^igr^n Variationen zur Summe w in zwei 



Klassen? 



£rkl« 262, Wegßn der bestebenden ein- 
fachen BeEiehung der Variationszahlen zn be- 
stimmter Summe zu den Kombinationsj^ahlen 
laaaen sich alle über letztere in den Fragten 4Ö, 
50 ff. bewiesenen Sätze analog auf die Variationa- 
zahlen Übertragen, 

Dieselben werden deshalb hier nicht weiter 
angeführt. 



auf einander folgenden Klassen besteht die 
Beziehung; 






Denn nach Erkl. 261 ist: 



1 "' r "^^^ 

* = w 4- 1 






W j rft — 1 






folglich : 



^?'* + "F^-^ ^Cl" 



gz= n at= tt 



#^Mi + l 



(Frage 40) 
(Erkl, seij. 



Frage 184. Wie gross ist die An- 
zahl der vollständigen Variationen iter 

Klasse zur Summe «, wenn auch ein j^^^^^ y^^^.^ ^^ ^.^ .„ 

Ele_^ment mit dem Zeiger O vor- Frage ist, indem man von den vollständig 
nanaen ist. entwickelt gedachten Komplexionen die An- 

fangselemente abtrennt und die Gruppen* 
welche das gleiche Anfangselement 0, 1, " * 
haben j zusammeufasst^ so ent&tebt offenbar 
die rektnrierende Formel: 






"«T^r' 
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Erkl. 268. Die Bildung der Variationen 
mit Einschluss des Elementes a» ^^^ genau 
nach der Vorschrift in Frage 3 ausgeführt, 
wie nachstehendes Beispiel zeigt: 

8 = 4 

= 0004 1003 2002 3001 

0013 1012 2011 3010 

0022 1021 2020 3100 

0031 1030 2101 

0040 1102 2110 4000 

0103 1111 2200 

0112 1120 

0121 1201 

0130 1210 

0202 1300 

0211 

0220 

0301 

0310 

0400 
Will man nur die Anzahl der Variationen 

mit Einschluss des Zeigers bezeichnen, so 
schreibt man: 



Die Anzahl der zur vollständigen Ent- 
wicklung nötigen Elemente ist hier «, weil 
die niedrigste Komplexion: 
000... Oa^ 

lauten muss. 

Die Summanden der Rekursionsformel er- 
strecken sich hier bis zur Summe s = 0, 
welche natürlich nur aus dem Zeiger allein 
gebildet werden kann. (Siehe die Entwick- 
lung in Erkl. 263.) 

Die Anzahl der Variationen mit Ein- 
schluss des Zeigers ist dann in rekur- 
rierender Form dargestellt: 

IT TT-^' 1 

s = n 8=n 



Vo + ^0 4- 

« = w - 1 



+ T'o + K 



8 = 



Frage 185. Wie lautet die in- 
dependente Formel für die Anzahl 
der Variationen iter Klasse mit Wieder- 
holung zur Summe s=n mit Einschluss 
des Zeigers 0? 

Erkl. 264. Die in der Antwort vorkommende 
Reihe: 

(n + l) + n + (n-l)+...+l 
wird entweder, wie dort geschehen, als arith- 
metische Reihe summiert (siehe Kleyer, Lehr- 
buch der arithmetischen und geometrischen Pro- 
gressionen), oder man kann dafür auch setzen: 

nach Erkl. 74. 

Erkl. 265. Die Variationen mit Einschluss 
des Zeigers erhält man auch dadurch, dass 
man in den Variationen aus der Zeigerreihe 
1, 2, 3, . . . jedes Element um eine Einheit er- 
niedrigt. War dann in den letzteren Variationen 
die Summe « ^ n, so wird in den daraus ent- 
stehenden Gruppen mit dem Zeiger nur noch 
« = » — Ä: sein, aber die Anzahl der Kom- 
plexionen unverändert bleiben. 

Umgekehrt ist also: 

w-rr^ «'rr* >^*-"l •"•>*?— 1 

Vo = y = On + Ä: — 1 = ^»-1-1 

»=n 8=^n-\-k 

und deshalb auch: 

V (a,ai...aj= V (a, a^ • • • a^^^) 

a = n 8=:n-\-h 



Antwort. Die independente Formel für 
die Anzahl der Variationen mit Einschluss 
des Zeigers lautet: 

^^ (n+l)(n4-2)...(M+A;-l) _^n^-r\ 
,^„= 1.2...(ä:-1) - ^'•-^^ 

Beweis. Offenbar ist: 

To =: 1 



folglich nach der Rekursionsformel: 

''rl = -rl+ "Fi +...+ vi 

8 = n 8 = n 8^n — l s = 

Ferner: 

''rl = ''vl+ '^rl +■■■+ vi 

8 = n » = n « = » — 1 8=0 

= "Cl^i (Frage 71). 
Daraus ergibt sich nun sofort: 

- F* = -CU. + "C: + • • • + "C^ = "cUi 
«=H (Frage 74) 

und da diese Schlüsse immer die nämlichen 
bleiben, so ist allgemein: 



"fJ = "c 



h4-i 



wie oben behauptet. 
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Frage 186. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen mit Wiederholung 
zur Summe s = n'm allen Klassen von 
der ersten bis nten zusammengenommen: ^^^^^^ ^^ ^^.^ ^^^^^^ ^^^ Variationen 

1) mit Ausschluss des Zeigers 0, mit Wiederholung zur Summe n in allen 

2) mit Einschluss des Zeigers 0? Klassen von der ersten bis nten aus den 

Elementen: 

«1 «2 ^8 • • • 
ist: 

"'F^ + "'F^-| [-"'F'*= 2**"^ 

8 = n « = » s=n 

Denn setzt man statt der Variations- 
zahlen die gleichwertigen Kombinationszahlen, 
so ergibt sich sofort: 

(Erkl. 74). 
2) Die Anzahl der Variationen mit Wieder- 
holung zur Summe n in allen Klassen von 
der ersten bis nten aus den Elementen: 

«0 »i «2 • • • % 
ist: 



» = n 8- 



Denn setzt man wieder nach Frage 185 
die gleichwertigen Kombinationszahlen, so 
folgt: 

-C^ + ^-f -C^, + ,+-Cf,+, + ... +-C«:; ; = "C;;:;^ (Siehe Frage 50). 

Frage 187. Was versteht man unter 
Variationen mit Wiederholung zu einer 
bestimmten Summe bei fehlenden 

Anfangselementen und wie wird die Antwort. Wenn in der Eeihe der ge- 
Anzahl der hieher gehörigen Korn- gebenen Elemente gewisse Zeiger vom An- 
plexionen gefunden? fange an (1, 2, 3, • • • m) fehlen, so dass die 

verwendbaren Zeiger: 
Erkl. 266. Die Variationen vierter Klasse w 4- 1 m -4- 2 . . • 

ans den Elementen: . , , ^ CT .' !. ^ -> 

smd, so werden die Variationen nach dem- 
selben Verfahren wie früher gebildet (siehe 
Erkl. 266). 

In der Ä:ten Klasse wird die Summe jetzt 
xxm km höher, als wenn die Zeiger mit 1 
beginnen würden. Die Anzahl der Varia- 
tionen zur Summe n ist deshalb im gegen- 
wärtigen Falle ebenso gross, als wenn die 
vollständige Zeigerreihe zur Summe n — lern 
variiert worden wäre, d. h. man hat: 

^v^ f \ 

8 =»* 

V (a< a» ' ' ' tt 1.11) 

» = n — km 

Die Berechnung der Anzahl der Kom- 
plexionen ist hiemit auf die Frage 182 für 
die vollständige Zeigerreihe zurückgeführt. 



C^41 «5» «6» • • • 

znr Summe 18 mit den daneben gesetzten Varia- 
tionen der vollständigen Eeihe: 


«1, a.2, »3, 
znr Snmme 6 sind z. B.: 


. • • 


Summe 18: 


Summe 6: 


«4 «4 «4 «6 


a,a,a,a^ 


«4 »4 «5 «5 


«1 «j ttj «2 


a^a^a^a^ 


»löl»8«l 


«4 «5 «4 «5 


a^a^a^a^ 


«4 «5 «5 »4 


«1«2Ö2»1 


«4 «6 «4 «4 


«lösöl«! 


«5 «4 »4 »5 


Ö2ai«i«2 


»5 »4 «6 «4 


a^a^a^a. 


«5 «5 «4 »4 


a,:,a^a^a^ 


«6 «4 «4 «4 


a^a,a,a^ 
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Die wirkliche Berechnung: ist mit den bis- 
herigen Hilfsmittehi natürlich nur dann mög- 
lich, wenn die Zeigerreihe: 

1, 2, •.. (n—m—'k — l) 
zur vollständigen Entwicklung der Varia- 
tionen kter Ellasse zur Summe n — km hin- 
reicht; andernfalls muss das in der folgenden 
Frage beschriebene Verfahren angewandt 
werden. 



Frage 188. Was versteht man unter 
Variationen mit Wiederholung zu einer 

bestimmten Summe bei fehlenden Antwort. Die Variationen zu einer be- 
Schlusselementen und wie wird stimmten Summe bei fehlenden Schlussele- 
die Anzahl der möglichen Kom- menten sind zu bilden, wenn die Reihe der 
plexionen in diesem Fall gefunden? Elemente nicht vollständig ist, d.h. bei der 

kten Klasse zur Summe n sich nicht bis 
zum Zeiger n — k-\-\ erstreckt. Die Bil- 
dungsweise bleibt dieselbe wie früher. Smd 
also verlangt: 

'"V (a^a.2'"aj, m<w — fc + l 

SO hat man bei Aufstellung der Eomplexionen 
nur zu beachten, dass kein höherer Zeiger 
als m gebraucht werden darf; die Anzahl 
der Komplexionen wird dadurch vermindert 
und zwar ist, wenn das Zeichen ^V (ohne 
Zusatz der Zeiger) die vollständigen 
Variationen bedeutet: 

'^F^l,2,...m)="F*-Ci "f"- +Cl "f" - c| "F* +... 

8 = n 8=sn « = n — m 8 = n — 2m s=« — 8m 

Erkl. 267. Es soU hier zur Erläuterung welche Reihe von selbst abbricht, wenn eine 
des allgemeinen Beweises das Beispiel: der Variationszahlen = wird. 

"'F^ (1,2, 3,4) Beweis. In der behaupteten Formel 

« = 20 stellt das erste Glied rechts vom Gleichheits- 

durchgeführt werden. Man weiss hier im voraus, zeichen die vollständige Anzahl der Varia- 

dass nur die einzige Komplexion: tionen zur Summe n in der Z;ten Klasse 

44444 vor. Hievon werden nach und nach alle 

möglich ist; auch die bewiesene Formel liefert: Komplexionen ausgeschlossen, welche die 

"F* (1, 2, 3, 4) = "V' -cl^V' Zeiger: 

«=20 « = 20 '*«=16 « — Ä:+l, n — Ä;-[-2, •••,m-|-l 

, ^2 *^Y^ ^c^'^v^ enthalten würden. 

'*«=i2 « = 8 Schliesst man zuerst den Zeiger: 

= 3876 — . 6825 + 3300 — 350 aus , so müssen die übrigen Zeiger in der 

= 7176 -- 7175 = 1 {k— l)ten Klasse zur Summe k—1 variiert 

Die Entwicklung des ganzen Verfahrens ist werden; dies gibt: 

folgende. ,^ j^_^ 

Die vollständige Reihe der Variationen F 

fünfter Klasse zur Summe 20 verlangt: » = *— i 

20 — 5 + 1 r= 16 Komplexionen und da in jeder derselben 

Elemente und gibt: das ausgeschlossene Element k verschiedene 

icyi __ Stellen einnehmen kann, so gibt es: 

Komplexionen. « = t — i « = tr-^ 
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1) Die Elemente: 

16, 15, 14, 13... 5 
werden nun einzeln ausgeschlossen nnd somit 
folgende Summe subtrahiert: 

tCy4 U>y4. iCyA_^ L "^ V^ — ^^ V^ 

» = 4 » = 5 « = 6 »=15 8=16 

welche mit Cj multipliziert werden muss, da 
in jeder Komplexion der ausgeschlossene Zeiger 
auf 5 verschiedenen Stellen stehen kann; das 
Produkt: 

Ci "f' = 6825 

»=16 

bildet das zweite Glied der rechten Seite in 
obiger Formel. Die Zahlwerte der ersten zwei 
Glieder zeigen sofort, dass zu viele Kom- 
plexionen abgezogen wurden. 

2) Während die mit den Zeigern: 

16, 15, 14, 13 
verbundenen Variations^uppen vierter Klasse 
aus den gegebenen Zeigern vollständig ge- 
bildet werden können, ist dies bei dem Zeiger 12 
nicht mehr der Fall, sondern diese Gruppe ent- 
hält eine Komplexion: 

1115 12 
in der zwei nicht gegebene Zeiger (5 und 12) 
vorkommen. Bei Ausscheidung des Zeigers 11 
ergeben sich zwei solche Komplexionen: 

1116 n 

1125 TT 

beim Zeiger 10 drei solche, beim Zeiger 9 vier 
u, s. w. 

Der Ausschluss dieser Doppelelemente er- 
gibt folgende wieder zu addierende Varia- 
tionszahlen: 



Komplexionen, die das Element a^_j.^i 
enthalten. 

Bei Ausschluss des Zeigers : 
n — k 
müssen die niedrigeren Zeiger in der (k — 1) ten 
Klasse zur Summe k variiert werden und in 
jeder Komplexion kann der ausgeschlossene 
Zeiger wieder k verschiedene Stellen ein- 
nehmen; also liefert dieser Zeiger wieder: 

1 iCjrJe-l 

auszuschliessende Komplexionen. 

Fährt man so fort bis zum Zeiger m + 1, 
so ist die Gesamtzahl der bis dahin aus- 
geschlossenen Komplexionen folgende: 



'^'L: 



yk—liCyk- 

k—1 8=k 



> 



^F*-'+. 



« = jfc-(-i 



Zeiger : Yariationszahlen : 



Summe: 



12 


iCyS 

s = 3 










8 = 4 


11 


a=S 8=4 










= "¥* 

8=5 


10 


*^y9,^y^.iVyZ 
8=3 8=4 s = ö 










8=S 


5 


"'F^ + "'F^4-"'F^ 

8 = Z 8=4 8=5 


+ ■ 


■ + 


i = 


S 

i2 


»=11 



Totalsumme = F 

» = 12 



Da ferner jede Komplexion mit 



Stellungen der ausgeschlossenen Elemente zu- 
lässt (siehe Beweis), so ist die Anzahl der 
wieder addierten Komplexionen: 

Cl'""V^ =3300 

» = 12 

und entspricht dem dritten Gliede in obiger 
Formel. 



+ "F''-n = ci. "F* 

» = n — (w+l)J 8 = n — m 

(siehe Frage 181). 

Da aber in dieser Eeihe die Zeichen F 
stets die vollständigen Variationen zur 
betreffenden Summe bedeuten, so g^bt sie 
die wirklich abzuziehenden Komplexionen 
so lange, als der Zeiger des aus- 
geschlossenen Elements so gross ist, 
dass die sonstigen in der betreffen- 
den vollständigen Variationsgruppe 
(k — l)ter Klasse vorkommenden Zei- 
ger nicht grösser als m werden. 

Wird jedoch der ausgeschlossene Zeiger 
einem der eben genannten gleich, oder kommen 
unter letzteren noch grössere vor, so würde 
man durch Wegnahme der vollständigen in 
obiger Eeihe stehenden Gruppe Komplexionen 
abgezogen haben, die bereits bei Aus- 
schliessung eines vorhergehenden höheren 
Elementes abgezogen worden sind, und man 
muss deshalb zu obiger Eeihe wieder so viele 
Komplexionen addieren, als zu viel ab- 
gezogen wurden. 

Dieser Fall tritt zuerst ein bei dem Ele- 
mente, dessen Zeiger 

n — m — Ä-f-l 
ist, indem bei diesem bereits ein nicht ge- 
gebener Zeiger 

m-f 1 

benötigt wird, um die vollständigen Varia- 
tionen Ä;ter Klasse bilden zu können; demi 
die erste ihrer Komplexionen wird: 

ll..l(m + l)(w — m — fc+l) 
mit der Zeigersumme: 
(Ä; — 2) + (m + 1 ) + (n - m — fc -h 1) = w 



— m — k-hl 

Google 
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3) Bei Ausschluss des Zeigers 8 ergibt sich Dieser Komplexion entspricht die Varia- 

zom erstenmal eine Komplexion, die drei tionszahl: 

fremde Zeiger enthält, nämlich: *^v^~^ -— F*""^ 

Komplexion : Variationszahl : » = *— 2 # = *— i 

11558 »^ ^2 = **' F* = *^ F* Bei dem nächst kleineren Zeiger n—m—k 

8 = 2 « = 3 » = 4 werden zwei Paare ausgeschlossen, näm- 

Der Zeiger 7 gibt deren drei, nämlich: ücl^' 
Komplexionea : Yariationszahlen: , \ i -^/v / 

11667, 12657 "V^ + ^V^ (m + l)(n-m- k), 

» = 2 » = 8 denen : 

«=2 s=k—2 s=k—l 8=k 

Variationen entsprechen. Mit dem folgenden 
werden drei Paare ausgeschlossen, enthaltend 
die Variationszahlen: 



Summe: •^f' + '^F' = "^F* 



Der Zeiger 6 gibt 6 Komplexionen mit drei ^ ^ ^ ^ 

fremden Zeigern: F + F + F = ™ 



Komplezionen : Variationszahlen 

W Tr2 . IT TT-ä 



j = Ä;--2 « = * — 1 « = * » = fc4-l 



1576,12666,13566 2" + Z^ + T" Endlich mit dem Zeiger m + 1 werden 

5__2 «—3 « — 4 ^ — 2m — k Paare ausgeschlossen, enthaltend 

11666,12666 *^F^-|-*^F^ die Variationszahlen: 

i = 2 « = 3 «;,;.fc— 2 . WrrJc — 2 , «^rr*— 2 



«'Xr« 



F*'"''_L »"F -I 4- F 



11766 F s = ;fc — 2 « = *— 1 « = n — 2m— 2 

« = 2 «Tp.*— 1 



« = » — 2m — 1 

Die Gesamtzahl der wieder zu addierenden 



Summe: ''V^ + ''v'' + ''V^ ==''v' 

« = 3 « = 4 «=5 « = 4 

Der Zeiger 6 gibt 10 solche Komplexionen: Komplexionen ist folgUch: 

Komplezionen : Yariationszahlen : «> y^ —l.w yk — i w yk — l . 

1686,12675, 13566|«'p.2_^»rpr2_^«'pr2_^»-p^2 ^^^^^ -t"^^^. "^« = ib4-2 ■^'** 

14666/« = 2 » = 3 » = 4 « = 5 , M>yk—\ Wpr* 

11676, 12665| «. ^,2 _^ «. ^,2 ^ u; ^2 '^, = n-2m-l "" H = n^2m 

13665/ 5 = 2 « = 3 « = 4 Dg^ aber die beiden ausgesclüedenen Ele- 

11766, 12766 "^y^ ^^y^ mente in jeder Komplexion auf allen k Stellen 

« = 2 » = 3 stehen dürfen — was dasselbe ist, als wenn 

j^jggg ^y'^ zwei Elemente in k Fächer verteilt werden, 

« = 2 wobei: 



2 



. Q 

Summe: k-j-k-|-k-|-K= V 

« = 3 » = 4 « = 5 » = 6 »=7 

Die Summe der letzten Vertikalreihe ist Verteilungen möglich sind — so ist die oben 

aber wieder: gefundene Anzahl noch mit diesem Faktor 

•^ F* 4- *^ F^ -I- "^ F* -4- *^ F* — *^ F^ ^^ multiplizieren. 

« = 4 » = 5 « = 6 « = 7 « = 8 Die zu viel ausgeschlossenen Komplexionen 

Multipliziert man dieselbe noch mit der An- betragen demnach : 
zahl der Verteilungen von drei Elementen auf 2 «,1. 

fünf Stellen, so ergibt sich: ^ib ^ 

« = n — 2»» 
*\ W T7-5 oe/\ 

^3 ;1 3 ~ Sobald aber die Zeiger der ausgeschiedenen 

und somit das letzte Glied obiger Formel. Elemente wieder um m abgenommen haben, 
Tj. I . ,. . , j . ij j also vom Zeiger: 

Aomplexionen, die mehr als drei fremde ^_L_1 

Zeiger enthalten, kommen im gewählten Bei- n — 2w — a;-|-1 

spiele nicht vor. - . angefangen, treten bereits in der dritt- 

letzten Stelle der Komplexionen Elemente 
auf, deren Zeiger ^össer als m sein müssen. 
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Von da wiederholt sich die ähnliclie Bemer- 
kung wie oben, d. h. man hat jetzt zu viele 
Koniplexi onen addiert ^ die nun wie4ei" 
w^eggenommen werden müsgen* Dies ge- 
schieht ^ indem man drei Elemente aaf 
einmal auischeidet, so dais noch Kom- 
plexionen (^ — 3) ter Klaase übrig bleiben. 

Diese Zeigergmppen mit ihren zugehöri- 
gen YariatioiLszahlen sind: 



Zeigergruppen: 
1) {m -\- 1) {m + 1) (n — 2m—k-\- 1) 



Yariationsxahlen; 



«1 , -Ä; — 3 



2) (w + l)(w + 2)(n — 2w — Ar), \ 
{m 4- 1) (m + 1) (n — 2m — k) J 

(ffi + 2) (»t+ 1) (n ^ 2m — k) 

3) [('" + 1) ('>* + 3)» i^n + 1) (m + 2\ 

{m + l){m + l)](n ^^m- 
[(I« + 2)im + 2), (m + 2) {m + 1)] \ 

(n — 2m~k — l) / 

(m-\-B) {m -j- 1) (n — 2m — h — 1) 



= 3t — 3 Ä=rt— t 

« jJSr— 3 
s = Jt — 3 

{m + l){m + l)](n^2m—k^l)f,^K-^ '^„ = ^^2 '^ , = k-i 

ip j ^- — 3 



» 



l 



4) [(m + l)(m + 4), (m + l>(m + a), 
(m + 1) («t + 2), (w + 1) (m + D] 

(n — 2ot — Ä — 2) J " *^ 

[(«» + 2)(f« + 3), (»j + 2)(m + 2), ^ 

(m +2) (w + 1)] (n — 2m~k — 2) f 

[(m + B)(m + 2), (m + B) (m + 1)] \ 

{n — 2m — k — Ü) I 









MT tfÄ! '^ ä 



l^,Jt-» 






(wi + 4) ("1+1) (n ~2ni~k — 2) 



5) 






Addiert man in den einzelnen Gruppen 1). 
2)j 3), 4)*-* die untereinander steilen- 
den Variationszahlen, so ergibt sich, wenn 

in den Summen statt '^P ~ ateti das 
gleichwertige "F ^ gesetzt wird: 



I) 



4) 
5) 



If r-t — iJ 






K-j^S: — a 



1f yT^ — S 



_ «"IT*— * 



3) "F*-'+ "F*-'-{-"F 



^— S 
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Endlich lässt sich anch die letzte 
Vertikalreihe nochmals in einen Ans- 
dmck zusammenziehen nnd gibt: 

iüyh 

Da ausserdem die drei abgetrennten Zeiger 
auf k Stellen stehen können, was mit der 
Verteilung von 3 Elementen in k Fächer 
überemkommt, so ist die wirkliche Anzahl 
der zu viel addierten Eomplexionen: 

Cl "F^ 

Dieselben Schlüsse setzen sich weiter 
fort, so oft die Zeiger um m kleiner werden 
und die Zusammenstellung der bisherigen 
Eesultate gibt demnach die Behauptung. 

Das in der ErkL 267 durchgeführte Bei- 
spiel wird den allgemeinen Beweis vollständig 
erläutern. 



Fra^e 189. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen Ä;ter Klasse aus 

einer unvollständigen Elementenreihe: Antwort. Aus der in Frage 188 ge- 
fundenen Formel erhält man, wenn nach 

<*i ^2 ••• «m und nach: 
zu allen Summen von: s = k, k + i, ifc + 2, .»fc+m..., n 

Ä = Ä: bis s = n ? gesetzt wird: 

Wyk 

8=k 

U>yk 



8 = k-\-\ 

Wyk 

8 = k-Jr-% 



s = fc-|-w s = k 



"F* -ci. T +cl."r'' 



"F* -cl. "F* +Cl. "F* -cl. "F* +... 

s = n 6 = w — m «=n — 2 m « = » — 3m 

Addiert man alle Vertikalreihen, so entsteht die Summe: 
*'S"''F*(a, «,...«„)= "F*+'-Ci.. "V^+'+cl. •'F* + '_ 



Erkl« 268. Die hier abgeleitete Formel 
kami benutzt werden, um die Anzahl der Varia- 
tionen zu finden, deren Zeigersummen zwischen 
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gewissen Grenzen Hegen, ^ B. zwisclieE «^ 
imd n^* HaD sucht die Aaizabl fler YBriationen 
SJL allen ^lUEUiea %on k bk w,, dania von k 
bis «2 und zieht erstere Auzahi ton der letz- 
teren ab. 



Frage 190. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen zu einer bestimmten 

Summe bei fehlenden Schlnsselementen, Antwort. Ans Erkl. 265 (zu Frage 18 
wenn die Reihe der gegebenen Zeiger f^igt für die Yariationen ktm- Klasse 
mit beginnt? Summe n aus der imvoUständigea Zdg 

reihe r 

0, 1, 2, -.^m 
dass : 

**'F*(0, 1, 2,.--w) — *^T^ (l, Sp.'.m + l) 

vjiä deshalb nach Frage 188, wenn n-^l 
statt n und m -j- 1 statt m gesetzt wirdr 



'I- (0,1,2,. 






s =^ H -j- Ä; — »rt — 1 



+ C? . "F* 



c^ 






Frage 191- Wie gros&; ist die An- 
zahl der Variationen zu einer be- 

stimmten Summe bei fehlenden Antwort Wenn die gegebene ElemeDtea- 
Anfangs- und ^chlusselementen,'' reihe nach beiden Seiten unvoUBtändig lai,. 



\+ii 



1-3-21 






so erhält man durch Yerbindung der 
Frage 187 und Frage 188 gefundenen 
täte tblgendes: 

Nach Frage 187 muss: 

sein und wenn in der Formel von Frage 18 
n — k i statt n and m — i statt m ge 
wird, so hat man: 



"r*(i+i,i+2, 






^yJC 



-f-C^t 



s^=n — tm — [ifc — 'l) i 



»==H— 3 m — (Jt— Ä)l 



Frage 192. Wie erhält man die 
Anzahl der Variationen Ä:ter Klasse zn 
einer bestimmten Summe n^ wenn in 

der vollständigen Elementen- * ^ _^ rt j- a n j t? - .^.««k 
reihe von ./, bis ^.^.+ , eine gewisse ,,^*,^^^^ Um die Anzahl der Vmaü,)neil 
j^ * fl ^-r I b ^,^gj. Klasse zur Summe w» ans den LlementöBri 

Gmppe: ' 



»1 ^. -^ ' ^i^m^l «m+2 " ' *^*»^*+l 



fehlt? 



unter denen die Eiern entengrüppe : 
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Freisgekröiit in Frankfurt a. M. 1881,» 

Der auiführllclie Prospekt ond das auBführliche IiihaltB- 
rerzelchiiis der „vollständig gelösten Anfgabensammlnng von 
Dr. Ad, Kleyer" kann von jeder Bnchhandlang, sowie von der 
Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden 

»Bemerkt sei hier nur: 
}» Jedes Heft ist aufgeBchnitten and gnt brocfüert tun den so f artige n uad dsuern* 
den Gebraueh zu gestatten 
)« Jedes Kapitel oDthält söin besonderes Titelblatt, Inhalts Verzeichnis, Beiiehtignngen 
and Erklärungen am Sehlttsse desselben« 
9). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4), Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zn dem Aboimementapreiae von 35 Pfg. pro Heft 

&)* Die Belhenfolge der Hefte im uachetehcnden, kurz angedeuteten Inhal tsver« 

seiebnjB ist^ wie aus dem Prospekt ersichtlich , ohne jede Bede ut ans 

fftr die Interessenten. 

3). Das Werk enthält AUet, was sieb überhaupt auf mathematische WissenBchaften 

^ bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 

Aufgaben in Yollständig gelöster Form mit Anhängen angelöster analoger Auf- 
gaben and vielen vortrefflichen Figuren. 
7), Das Werk ist ein prsktischeB Lehrbuch für Schüler »Her Schuleii, daa 
beste Handbuch für Lehrer und Eiaminatoren, das vorsügUchBte Lehrbiioh 
sum Selbatatudimn, da» TortrefiTliehflta Hachschlagebuch ftlr Fachleute und 
Techniker jeder Art* 
i). Alle BuchbandlnngeD nehmen Bestellungen entgegen. 



gl^p Das vollständig« 

Inhaltsver zeich nis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



_^a(bjährfich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu eischienenen Hette. 



Dnuk TOB 0»rl 1Iaiiiiii«t in BtattgArt 
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.1, 



fnier dio 

OK «»*» ^ OperallouoiL 

** "* • i Forta. V. Heft 1196, — Seite 273-288. 




Vo 



gelöste 





Aufgaben-Sammlung 

- neb$t Anhängen ungelöster Aufgaben, für den Schul- & Selbstiinterricht - 

mit 

KiUabfl und Entflcklong dar bsnntiten Sfitie, Formflln, Hegeln, In Fragen nnd &ntf orten 

erlilatert duTch 

viele Holzschnitte & littograpli. Tafeln, 

ani allen Zweigen 

der BeisfaenfriiiiBt; der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrier ebenen u. iph&iiiclien 

Trifonometrie, ajuthetiBchen Geometrie etcj n. höheren Mathematik (höhere Analyiiij 

Differential- u. integral -Rechnung, analytische Geometrie der Ebene n* des Raumes etc.) ; — 

aos allen Zweigen der i'hj^^Ik, Mechanik j Graphostatik, Chemie, ÖeodÄsie, Ifantikr 

mathemat». Qeo^raphie, Astronnmle; deß Maftcliinen-, Strassen-, ElBenbahn-, Wa^aer-i 

Brünken- n. Hochban's; der Konitra^ionH lehren ala: darsteil, l^eametrle, FoIat^ q. 

FaraUel-Perspektlret Schattenkonstrnktlnnen etc, eto. 

für 

Schüler, Studierende^ Kandidaten, Lelirer, Tecbniker jeder Art, Militärs etc. 

zym einzig richtigen und erfoigrelchen 

Studium, zor FortliGlfe bei Schnlarbeiten und znr rationelleß Verwertung 

der erakten WiBsenBchafteni 
heransgegeben Ton 

Dr* Adolph Kieyer« 

in Frankfurt &« M, 
nnter Mitwirknng der bewfthrteBten Kräfte, 



Kombinatorik 



oder 

Die Lehre von den kombinatorischen Operationen, 

(Periiiiitatioii, ICombination^ Tsiriatioii ) 

(Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. H» Htanilaclier. 

Fortsetzung v, lieft 1100, — Seite 273—288, 

Inhalt; 



Stuttgart 1893. 
Verlag von Julius Maier. 

Oai vodftiändige Inhaits Verzeichnis der bis jeUt erscbi'äriiE^n»ri Heftö fcdnn 
durch jede Buchhandlung dazogt^n werden. 



reisgekrönt im Frankfurt a. M. 18f 



PROSPEKT. 



Dteees Werk» welcbem kein ftliuüclios znt Seite itebt^ erBcheint monatlicb In 2 — 4 
Befteit SU dem bUllgeD Pr^liie von 25 ^ pro lieft und bringt eine Saniifiliiijg der wicbtlg- 
iten and praktiscbsten Aaf gäben Aaa dem Gesmntgeblete der MAthematffe | Fbj^fh, 
Macbanlki ninth^ Oeographlei At»tma<^mle | des MaBcbineii-, StragHen«, Ebeiibfthiiv 
BrQcken* ttiid IJOGhbaiie% dea konstrakttreu Zelobnens etc« etc, nad ^war Jn Tollständi^ 
^el58ter Form, mit Tieleti Flg'urea, Erklarnngen nebst Angabe und EufcwIokeloQ^ der 
benutzten Sitseei Formeln ^ Regeln in Fra^<iD mit Antworteo etc, sq duse die Lotani 
jedermann verständlicb sein kam, besw. wirdj wenn eine grössere Anxabl der Hefte er* 
ichienen ist, da dieselben &tcb 1q IbreF Beaamtbelt erg^änzen und aladann ancb &Uf 
Teile der reinen and angewandten MatbeiP^tik — nach besonderen Bdbständigeo Kapitetn 
angeordnet — vorliegen» 

Fast jedem Heile tat ein Anhang ?on ungelösten Aufgaben beigegeben, wekbe d^ 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezügticben gelösten Aufgaben) des Studierenden 
Überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern f&r den Scbulunterricbt benatsi 
werden können. Die LBsnngren hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand Üf§ 
Lehrers erscheinen. Am Schlasse eines jed«n Kapitels gelangen: Titelblatt» Inhaltsverzeich- 
nis Berichtigungen und erl&uternde Erkl&rungeu über das betreffende Kapitel aur Änsgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den HanptbestandteiJ des mathemaiiacb-uaturwiasen* 
tchaftHcben Unteirichtsplanes folgender Schulen: Realschnlen 1. und IL Ordn.| gleleb* 
bereebtfgteti höberen BUrgerachnlent PrlTQtäebnlen, €lymna»ien| Reat^f mnasJen , Pr«- 
^j m aas ie n , Seh nl lehr er - 8e m \ u aren , Pol ftech n i ken , Techn J k en , Baujire w er kseh lü m « 
6ewerhe9cbn]enf HaudelgRebnleUt teohn. YorbereltnngBBcbnlen aller Arten, g'ewerliliebP 
F^rtblldnngsscbnleu, Akademien^ üniTersilÜten, Land- nnd ForstwtisensdiartBSchttleiii 
Ellltärsehnlen» Vorbereltnng^- Anstalten aller Arten als 2. 6. für das El [Rührig «Fr«!* 
willige- und OfQElera^Exanien etc. 

Die Bchnier, Btndiereiaden und Kandidaten der mathematlacheny technlscbeK^ usd 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt fUr Schritt gelöste» AufgAben- 
sammlnng immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Thoorien ete 
erinnert nnd wird ihnen hiermit der Weg zum nn fehl baren Auffinden der Löanngen der* 
Jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihreu Prlirungen £n lösen haben» zugleich aber 
tuch die nberan» greiute Frnebtbarkett der mathematiaeben Wissenscbaften TorgefQbrt 

Dem Lelirer soll mit dieser AufgabensammluDg eine kräftige Stütze für den Scbol^ 
Unterricht geboten werden, indem £ur Erlernung des praktisehen TelU der matbematischct 
Discjplinen — snm Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zelt ür* 
übrigt werden kann» hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine vi^D- 
it&udige Anleitung in die Hände gegeben wird, entspreohende Aufgaben 11t lösen^ die ge* 
habten Regeln, Formeln, Sätase etc. ansawenden und praktlseb in rerwerten, Lust» Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werdeU' 

Den Ingenieuren I Architekten » Teebnikern und Fachgenossen aller Art, Mllltlrv 
ete. etc. soll diese Sammlang iur Anffriaebnng der erworbenen nnd vielleicht vergeflae^es 
mathematischen Kenntnisse dienen nnd zugleich durch ihre praktischen in allen BeroAi* 
fweigen verkommenden Anwendungen einem teten Kapital lebendige Kraft verleihen udd 
somit den Antrieb zu weiteren prakttiehen Terwertungen und weiteren Forgchnugen geb«s« 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf^ 
gaben werden mit Dank von der Rodaktion entgegengenommen nnd mit Angabe der NaiB« 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfas» 
Dr* Kl eye r, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, nnd wird deren Erledig 
ibunUchst berücksichtigt^ f ^Ok 

Stattgart, ^- _ - 
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£rkl. 269. Die auszuschliessenden Zeiger- 
paare mit den zugehörigen Variationszahlen sind 
fttr die erste Gruppe (w — ä; + 1 bis » + 1): 



(n- 



Zeigeipaare: 

-.•-*+ i)(.+i) 



Yariation8zahlen : 

wyk — 2 
s = k — 2 



(n — » — Ä;) (t4-2)\ w^pr*— 2 1 icyk'-2 

„ (» + !)/« = * — 2 8 = k—l 



+ 



(n^i — k) 



+ 1) 



«jp-*:— 2 I Wyk— 2 [ 
* = fc — 2 « = * — 1 



Für die zweite Gruppe (n — k-{-l) bis (m + 1) 
Zeigeipaare : Yariationszahlen : 

(n — m 

s = k—l 



» — Ä;)(m + 2)\ w^^k-f , Wyk— 2 
im+l)fs=k^2 "^ - 





= 


Summe: 

ieyk—l 
» = *— 1 




= 


icyk—l 


yfc-2 
— k 


= 


wyk-^1 

8 = k+l 


« = »-2» — 2 


« 


wyk—1 
= M— 2t— 1 


Gesamtsumme: 


Wyk 
»=n — 2» 




= 


Summe: 

«»pr*— 1 
« = jb— 1 




= 


wyk—1 

s-k 



(f»+l)(n— m— ik+1) 
„ (n— -m — Ä:) 



(• + 1) 



Wyk — 2 I 
« = *— 2 



pp'fc— 2 I 



+ 



fri/-* — 2 

-H—tIt — {—2 



wyk--l 
»= n — m — i — 1 



Gesamtsumme : 



Wyk 
s = n — m — i 



Stand ach er, Kombinatorik. 



fehlt, zu berechnen, nimmt man zuerst die 
Variationen aus der vollständigen Zeiger- 
reihe, schliesst davon nach und nach alle 
Komplexionen aus, welche einen oder meh- 
rere der Zeiger: 

n — k-\-l, n — k, • • • , « + 1 
enthalten und von letzteren Eomplexionen 
wieder diejenigen mit den Elementen: 

n — k-[-l, n — k, •••w-[-l 

Man hat demnach das Verfahren von 
Frage 188 zweimal anzuwenden. 

Die Ausscheidung der zuerst genannten 
Elemente gibt, da jedes Element auf k ver- 
schiedenen Stellen stehen kann, folgende An- 
zahl von Eomplexionen: 

k . «'F* (s. Frage 188) 

8 = n — i 

die der letztgenannten Gruppe ebenso: 
k' «'F* 

so dass im ganzen nun ausgeschieden sind: 
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Erkl. 270* Man beachte wohl die Büdangs- 
weise 4er Auadrücke 1> , 2) , 3) ■ ■ ■ in neben- 
stehender Antwort. Die beiden Glieder Ton 1) 
gehea ans dem ursprünglichen Ausdrucke : 



in Frage 18ä hervor, wenn mau das eine Mal 
n — i, da3 andere Mal n — m statt n setzt. Genau 
ebenso entstehen die beideu eingeklammerten 
Glieder von 2) ans denen von l)j setüt man 
endlich in ä) abermals nach einander n — i 
und n — m statt h, so erhält man die Glieder 
von 3)* Dieses Gesetz bleibt stets das gleiche, 
wenn auch noch weitere analoge Ausdrücke 
4) ' > ' XU bilden wären. 



1) CU "'F* - "^V^ \ 

Kompkxioneii. 

Dadarch wurden aber wieder zu viele 
ausgeschieden aus demselben Grande wie in 
Frage 188 und man muss zwei Elemente 
auf einmal ausscheiden und die Anzahl 
der sich so ergebenden Komplexionen wieder 
hinzufügten. Dieser Fall tritt in ersterer 
Elementengiuppe zum ersten Male bei Aus- 
scheidung des Zeigers: 

^-i-k + l 
auf| in der letzteren Gruppe beim Zeiger: 

n — *n — Jt -|- 1 
Die anszQScheidenden Zeigerpaare mit im 
zugehörigen Variationssiahlen sind in ErkL 2fi9 
aufgeführt. Von jeder dieser Gruppen sind 
nun aber wie im vorigen Falle wieder eine 
Reihe von Zeigern auszuscheiden, nämlicli 
für die erste Gruppe die Zeiger: 
n^i — h-\-l bis m + Ip 
denen als Summe ihrer VariationazaMen: 

tf =:« — ♦ — m 

entspricht^ und von der zweiten Gruppe die 
Zeigerpaare : 

n — m — k-\-l bis m 4^ 1, 
denea die Summe der Yanaticuszablen ; 

zukommt. 

Da nun ausserdem das ausgeschiossene 
Elementenpaar auf: 



2)c; 



8) 



cl 



\( "F" -i 



I» — Si — f« s^^n — i 



Arten mit den übrigen Elementen der Köm- 
plexionen verbunden werden kann, so ist die 
Zahl der zu viel ausgeschlossenen Varia- 
tionen : 

KW y Ar ^ «* TJrfc 'N / myk __ myk \ 

^ cH ''v^ —2 "'F* + *^r^ 

Es sind nun wieder zu viele Koraplexionai 
addiert worden, welche abermals entfernt 
werden mttssen, wobei ihre Anzahl durch 
Ausseheidung von drei Elementen aat 
einmal sich ergibt. Man erhält dadareli 
einen Ausdruck, der ebenso dem vorli^ 
gehenden Ausdrucke 2) analog gebildet ist, 
wie dieser dem Ausdrucke 1), nftmüch: 

\_/ '^T'" -2. "F* + "f" )] 



= cl\ "v" -3 T* +3 ""r* - "F* 1 
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Analoge Ausdrücke entstehen bei Aus- 
scheidung- von vier Elementen u. s. w. 

Die Vereinigung der Resultate (1) (2) (3) • • • 
führt dann noch zu folgender Beantwortung 
der gestellten Frage: 



V [l,2,...»,m+l,m+2,...(n~Ä:+l)] 

= -F*-Cir •'F* - -F* \ + cl( •'F* -2 "F* + "F*^ 

-elf "F* -3 "F* +3 "r" - -F* )+... 



Die in den eingeklammerten Ausdrücken 
vorkommenden Zahlenfaktoren: 

1, 2, 1; 1, 3,3, 1;-. 
sind die Kombinationszahlen: 

^0 ^1 ^2. >^0 /nrl /^» ^8. 

^^2» ^^2' ^2» ^3» ^8» ^3» ^8> *" 

Die Glieder des nächsten Summanden 
würden die Zahlenfaktoren: 



j-,0 /n»l ^2 j^S X74 
^4» ^4» ^4» ^4» ^4 



haben u. s. 



Frage 193. Wie erhält man die 
Anzahl der Variationen Ater Klasse zu 
einer bestimmten Summe n, wenn inner- 
halb der unvollständigen Ele- 
mentenreihe: 

a^ a, . . . a^ 

eine gewisse Elementengruppe: 
a. + i, •••a^ 

fehlt? 



Antwort. Um ans der gegebenen un- 
vollständigen Elementenreihe mit fehlen- 
der Zwischengruppe: 

die Anzahl der Variationen Ä;ter Klasse zur 
Summe n zu finden, nimmt man zuerst die 
vollständige Elementenreihe: 

an, schliesst hie von die Beihe: 

aus, von dieser wieder die Reihe: 

und endlich von letzterer nochmals die Eeihe: 

Hiezu braucht man nur das in Frage 188 
gefundene Eesoltat auf die drei genannten 
Elementenreihen anzuwenden und findet, dass 
von der Anzahl der vollständigen 
Variationen zuerst auszuschliessen 
sind: 

1) Cl\ «'F* — »^F* + «'F* ] 

l« = n — i » = #» — m « = n — r\ 

Die Variationszahlen wurden wie früher 
durch Ausschliessung je eines Elementes 
erhalten. Der Faktor Cl bezieht sich wieder 
auf die verschiedenen möglichen Stellungen 
des ausgeschlossenen Elementes. Man hat 

.,y....uy Google 
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ater dadurcli wieder zu viele Komplexianeii 
ausgesehlosseE und muas nun wieder die- 
jeBigen hmzufügen, welche zwei fremde Ele- 
mente enthalten. Wie man in beiden vorher- 
gehenden Fragten gesehen hat, &eht der 
diesen Ausschlüfisen entsprechende Ausdruci 
aa» 1) hervor, wenn nach und nach n — i^ 
« — wi, n — r statt ^^ g^esetzt wird, näm- 
lich: 



jtr ieyt _2 ^y^ j_2 »^y^ ._2 "''F*' -^ '*r*' + '^F*' 1 

'|»=rt— 2^ B=H^m^i 9=rt-^r — f a=^n^r — m * — n—am ä=if— 3rJ 



= ci 



3) -C; 



I ff = rt — a i 



+3 



teyk 



"^V^ -^2 "■'F*' + '^F*^ + 

wobei der Faktor Cl wieder von den mög- 
lichen Stellungen der ausgeschlosBenen zwei 
Elementen herrührt. 

Ganx analog folgt dem Ansdrack 2), der 
nan wieder zu viele addierte Komplesloii«! 
erhält, ein zn aabtrahierender, dnrch Atia- 
scheidung von j e 3 fremden Elementen ent- 
stehender Ausdruck, wenn man im vorher- 
gehenden statt n zuerst n — i, dann n — m, 
dann n ^ r setzt. Derselbe lautet nach den 
nötigen Reduktionen: 

» — 2»— I' tf^j* — f — Sil« a^*i— ( — m^r 



,yi 



+ 



H^^n — »i— 2r 



"v* 1 



^yte Wyk J^% , ^y^ 

= n— i^2r s^n — 3f]i s^n—^m — r 

Die in diesen Ausdrücken 1), 2), 3) vor- 
kommenden 2ahlenfaktoren sind nichts an- 
deres als die in der Entwicklung der ersten^ 
zweiten, dritten- ■ ^ Potenz eiues dreigliedrigen 
Erkl* 271- Diese tJnterauchnngen lassen Ausdruckes von der Form: 
sich uoch weiter ausdehnen und finden alle (g \ 1^ \ c) 

ihre hauptsächlichste Anwendung in der Wahr- ^. . , ^ ...n v«*^« /« k^^^^^u^ oo^i^ 
scheinlichkeitsreehnung. AusfiihrUcheres über auftretenden Ko^fizienten (s. Aufgabe 392). 
diesen Gegenstand und seine Anwendungen Aut gleiche Weise ist, wenn noch mUg, 
siehe in Oettinger's Schrift i „Die Ver- aus 3) ein entsprechender Ausdruck 4) zu 
eetsningen mit Wiederholungen zu bestimmten bilden, welcher die Zahl der wieder zu aii- 
Summen." Freiburg 1840. dier enden Komplexionen angibt, die durch 

gleichzeitige Ausscheidung von 4 Elementen 
erhalten werden n, s. w, 

Die Bchliissliche Zusammenstellnng sämtr 
lieber Glieder gibt das verlangte Resultat 



Frage 194, Wie wird die Anzahl 
der Variationen ktBi Klasse zu einer 

bestimmten Summe geflinden, wenn die ^^^^^^ Angenommen, die gegebeneii 
Zeiger der gegebenen Elemente eine ^-^^ ^^^^^ die konstante Differenz d mä 
arithmetische Kerne bilden (Variationen i^uten also; 
mit fehlenden Z wischende- ^^ ^^i + d, mJr^d, •■^.m + rd 

menten)? so ist die erste Komplexion jt^ter Klasse: 

mm * *• m (wy4r 9*4) 
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folglich die Zeigersamme: 
hm-\-rd 
nnd man erhält, analog wie in Frage 100a: 

•'F* (m,m+rf, ..,m+r(?)= ""V^ (l,2...,r+l) 

Auch hier ist nnr die Zahl der Elemente 
nnd die Klasse willkürlich, die Summe hin- 
gegen von beiden abhängig. 



Frage 195. Wie werden die Varia- 
tionen zu einer bestimmten Summe ohne 
Wiederholung gebildet? 

Erkl. 272. Im folgenden sind die Varia- 
tionen vierter Klasse ans nebenstehender Ant- 
wort voUständig angegeben: 



1235 


3125 


1253 


3152 


1325 


3215 


1352 


3251 


1523 


3512 


1532 


3521 


2135 


5123 


2153 


5132 


2315 


5213 


2351 


5231 


2513 


5312 


2531 


5321 



Man sieht sofort, dass dieselben nichts anders 
sind, als sämtliche Permutationen der einzigen 
Kombination znr Snmme 11: 
1235 

£rkl. 273. Um das Unterdrücken von Kom- 
plexionen, das nach dem in der Antwort er- 
klärten Verfahren häufig eintreten wird, zn 
vermeiden, hat man bloss zu bemerken, dass 
die Variationen ohne Wiederholung zu 
einer bestimmten Summe und Klasse 
identisch sind mit den Permutationen 
der Kombinationen ohne Wiederholung zur 
nämlichen Summe und Klasse. Man bildet also 
diese letzteren nach Frage 101 und permutiert 
jede einzelne Komplexion. 



Antwort. Das Verfahren zur Bildnng 
der Variationen Ä;ter Klasse znr Summe n 
ohne Wiederholung entspricht ganz der in 
Frage 178 angegebenen Bildungsweise der 
Variationen mit Wiederholung; nur wird 
hier nicht das niedrigste Element so oft 
als möglich wiederholt, sondern die ge- 
gebenen Elemente folgen vom niedrigsten 
an in natMicher Ordnung mit Ausnahme 
derjenigen , die schon in der Komplexion 
vorausgehen. Die letzte Stelle der Kom- 
plexion wird wieder mit demjenigen Ele- 
mente besetzt, welches die Summe der 
vorhergehenden Zeiger zur verlangten Höhe 
ergänzt; kam dieses Element schon auf 
einer früheren Stelle der Komplexion vor, 
so wird die Komplexion unterdrückt. 

Sollen z. B. die Variationen vierter Klasse 
ohne Wiederholung zur Summe 11 gebildet 
werden, so ist die niedrigste Komplexion: 

1235; 
die folgende Komplexion würde nach Fr. 178: 

1244 
heissen, also einen wiederholten Zeiger ent- 
halten, wird also unterdrückt und folgt 
sogleich nach demselben Verfahren: 
1253 

Eine Erhöhung des Zeigers 5 iat nicht 

mehr zulässig, weil sonst die letzte Stelle 

mit 2 besetzt werden müsste, also wird die 

zweite Stelle erhöht und folgt: j 

1325 ' '"' i 

Die beiden nächsten nach Frage 178 sich 
ergebenden Komplexionen 1334 nnd 1343 
fallen aus wegen wiederholter Zeiger und 
kommt sofort: 

1352 
u. 8. w. 



Frage 196. Wie viele Elemente 
sind zur Bildung der vollständigen 

Variationen Ater Klasse ohne Wieder- Antwort. Die Anzahl der Elemente, die 
holung zur Summe n nötig und wie zur vollständigen Bildung der Variationen 



ö^^ 
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gross ist die Anzahl ihrer Korn- 
plexionen? 



ErkL 274. Die Begründung dieser tind der 
folgenden Antworten erhellt unmittelbar aus 
den Beweisen der entsprecbenden Fragen über 
die Xombmationen ohne Wiederholung zu be- 
stimmten Summen. Es wird Mer deshalb nur 
auf letztere yerwiesen. 



^ter Elasse ohne Wiederholnng zur Summe n 
nötig Bind, ist dieselbe wie für die Kom- 
binationen oline Wie derb olung zur nämliclieE 
Summa und Klasse, also nach Frage 102s 

und die Anzahl der Komplexionen: 
PkC' 

denn jede Korabination — aus ungleichen 
Elementen beatehend — gibt: 



Pk^kl 



Fennutationen, 



Frage 197, Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen A^ter Klasse ohne 
W^iederholmig zur Summe n, wenn auch 
der Zeiger in die Komplexiooen auf- 
genommen werden darf? 



Erkl- 275* Unter beiden Zeichen V stehen 
gleich viele Elemente; die Eeibe; 

erstreckt sich also bis zn einem Zeige r^ der 
um eine Einheit höber ist, ala der höchste 
Zeiger der Reihe: 



Antwort. Wird die Anzahl der Varia- 
tionen mit Einschluss des Zeigers wieder 
mit; 

bezeichnet, so gilt die Bezieliung: 

oder wenn die Tariatiouen selbBt aufgestellt; 
werden sollen: 



F'^(0,l,2,.*0^ 






Frage 198. Wie gross ist die An- 
zahl der Variationen /i^ter Klasse ohne 

Wiederholungznr Summe« bei fehlen- Antwort, Die Anzahl der Variationen 
den Anfangselementen? bei fehlenden Anfangeelementen folgt, wenn: 

m + 1, «» + 2, m-f-B, ■ -- 

J^kU 276. Die Anzahl der Variationen diegegebeneZeigerreibeist,ausderGlßichttng: 



ohne Wiederholung mit fehlenden Schluss- 
elementen wird wieder durch Multiplikation 
der entsprechenden Kombiuationflzahl mit P^ 
erhalten. Die Kombinationszahl ergibt sich nach 
Frage 104 und ErkL 164, wenn man von der 
ToUat and igen Reihe der Komplexionen die- 
jenigen ausschliessti welche auf einen der 
fehlenden Zeiger endigen. 



F*(a, 



w + 1 %+ü' 



■) 



T^'^ (öl <^2 

M — km 



') 



Frage 199. Wie gross ist die 
Anzahl der Variationen k ter Klasse 
ohne Wiederhohing bei fehlenden 
Zwischen Elementen? 



Antwort, Ebenso wie fiir die Kombi- 
nationen in Frage 116 erhält man auch tür 
die Variationen ohne Wiederholung bei 
feMenden Zwischenelementen: 






m+rd)= V ih%^^,r+l) 

Digitized by VjOOQIC 



Gelöste Aufgaben über die Variationen zn bestimmten Snmmen. 



279 



wonn: 



n^ = km + '^ j^ Ld + rd 



und: 



„, = l(*z±)+,+i 



1.2 



ZU setzen ist. 



h) Gelöste Aufgaben Über die Variationen zu bestimmten Summen. 



Aufgabe 469. Die Variationen 
yierter Klasse mit Wiederholung zur 
Summe 9 vollständig aufzustellen. 



Auflösung, Nach dem allgemeinen Ver- 
fahren in Frage 178 braucht man zur voll- 
ständigen Entwicklung sechs Elemente und 
ergeben sich folgende Eomplexionen : 



F* 


(1,2,. 


..6) 


== 1116 


1233 


1422 


2142 


2331 


3213 


4131 


= 9 






1125 


1242 


1431 


2151 


2412 


3222 


4212 








1134 


1251 


1512 


2214 


2421 


3231 


4221 








1143 


1314 


1521 


2223 


2511 


3312 


4311 








1152 


1323 


1611 


2232 


3114 


3321 


5112 








1161 


1332 


2115 


2241 


3123 


3412 


5112 








1215 


1341 


2124 


2313 


3132 


4113 


5211 








1224 


1413 


2133 


2322 


3141 


4122 


6111 



Aufgabe 470. Folgende Variations- 
zaJilen rekurrierend darzusteDen: 



1) V\a,a,^^.a,) 

8 = 12 

2) *'F'*+' 



Auflösung. Nach Frage 5 ergibt sich: 





»=12 »=11 




+ «,"'F^(«....a,)+...+a.''F' 

« = 10 » = 4 


2) 


a = 2n — l » = 2»--2 « = 2n--3 a = n 



Aufgabe 471. Die Anzahl der Va- 
riationen in den Ausdrücken: 



1) 

2) 
3) 



tCyA 

8=9 
8=12 

^#.4-1 



Auflösung. Nach der in Frage 182 ge- 
fundenen Formel hat man sofort: 



7yn 

8 = 2n-l 

independent zu berechnen. 



1) 

2) 
3) 



-F^ =Cl 

8=9 



8»7»6 
1-2.3 



= 56 



^Y 

8=12 



= C\, = il4*^-^ = 330 



1.2.3.4 



'V+' = c 



8 = 2n — l 



2n--2 

(2n — 2)(2n — 3) 



(n-1) 



1.2...n 

(2n — 2)(2n-3)»»» (n + 1) 

1 . 2 ... (n — 2) 
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Aufgabe 472, Die Anzahl der Va- 
riatioDen in den Ausdrücken: 



Auüöfiiing, Nach Fr^e 186 ist: 



1) 
2) 



anzugeben. 



» 



1) 






= Cjß n^ 1820 


oder auch direkt: 






"1^1 = 


Oi3 = 


13.14-15.16 _ 


2) 






2){2n— 1)...(3«-3) 






1.2. ..» 



zaU 8 werfen? 



Aufgabe 473. In ^ie vielen Fällen 
lamB man mit^drei Würfeln die Augen- AuflÖBiiiig, Da jeder Würfel irgend 

g^^ ^^^ ZaMen: 

zeigen kanD, so sind die möglichen Fälle die 
Variationen dritter Klasse aar Samme 8 
mit Wiederholung, Zn diesen braaclit man; 

8 — 3 -[- 1 = 6 
Elemente und ebensoviele sind wirk- 
lich Torlianden* 

Die gesuchte Anzahl ist demnach: 

Wir» ^a 
V = C7 = 21 



Aufgabe 474, In einem Gefässe 
befinden sich 12 numerierte Kugeln. 
Man zieht eine heraus, notiert die 
Nummer, wiift sie wieder hinein und 
mischt die Kugeln anfs neue» Man 
wiederholt diese Operation sechsmal 
nacheinander. In wie vielen verschie- 
denen Fällen ist es möglich, dass die 
Nnmmeni der sechs gezogenen Kugeln 
die Summe 16 geben? 



Auflösung, Die verlaugten Fälle atim- 
men iiberein mit den Variationen mit Wieder- 
holung zor sechsten Klasse und zur Summe 16. 
Zu diesen wären: 

16 — 6-fl = 11 
Nummern nötig, die auch sämtlich vorhandea 
sind; die noch vorhandene Nummer 12 trägt 
zn den verlaugten Fällen nichts bei, kana 
also überhaupt weggelassen werden, wena 
es sieh nor um diese handelt. 

Die Anzahl der gesachten Fälle ist dem* 
nach: 

V — Oi5 = aoo3 



Aufgabe 475, In jedem von drei 
Grefässen befinden sich die Nummern 1 

bis 20. Man zieht aus jedem Gefässe A„fiK„«^„ t%^^ ^^ *■ t^^^h * j j*. 

eine NuB,n.er heraus un/soll angeben, Va^tSrnluÄr ^mü w!äS^ 

iB Wie vielen Fallen die Summe der ^lur Summe 19. Zu deren vollsWindiger BU- 

di^ei gezogenen Nummern 19 ist düng sind: 

10 — 3 + 1 = 17 
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Elemente erforderlich und auch vorhanden; 
die Nummern 18, 19, 20 tragen zu den ge- 
suchten Fällen nichts bei Die Anzahl der- 
selben ist: 

""V^ = C\s = 153 



«=19 



Aufgabe 476. Wie viele FäUe 
würde die [vorhergehende Aufgabe lie- 
fern, wenn in jedem Gefässe sich auch 
die Nummer befände? 



Auflösung. In diesem Falle brauchte 
man 19 Elemente und. die Anzahl der gün- 
stigen Ziehungen wäre dann: 

"fS='^C2'o = 210 

» = 19 



Aufgabe 477. Die Variationen 
vierter Klasse mit Wiederholung zur 
Summe 23 aus den Elementen: 

«5 «6 <^7 «8 

zu bilden; wie gross ist ihre Anzahl? 



Auflösung. Die Anzahl der verlangten 
Eomplezionen ist nach Frage 187 : 

'V^ia^a^a^a^) = "^V^ia^a^a^a^) = 0$ = 20 



« = 28 


« = 7 






Dieselben sind: 






»5 «6 <»5 «8 


«5 »6 »6 0^6 


»6 »5 «5 »7 


«6 »7 »5 »5 


«5 »5 «6 »7 


«5 »6 0^7 «5 


»6 »5 »6 «6 


»7 «5 fl^5 »6 


a,a,a,a^ 


«5 <»7 «5 »6 


«6 »5 «7 »5 


ÖT «5 »6 »5 


«5 «5 «8 »5 


«5 «7 «6 «5 


«6 «6 »5 »6 


»7 »6 »5 «5 


«5 »6 <^b «7 


»5 «8 «5 «6 


»6 «6 »6 »5 


»8 «5 »5 «5 



Aufgabe 478. Es soll die Anzahl 
der Variationen vierter Klasse zur 
Summe 22 aus der unvollständigen 
Elementenreihe: 

«1 «2 <*8 <*4 ^6 <*6 

gefunden werden; die höheren Zeiger 
sollen nach und nach ausgeschlossen 
und für jede auszuschliessende Kom- 
plexion soD die entsprechende Varia- 
tionszahl angegeben werden. 

Erkl. 277. Die in nebenstehender Au%abe 
gefundenen 10 Variationen sind folgende: 
4666 
6566 
5656 
5665 
6556 
6565 
6655 
6664 
6646 
6466 



Auflösung. Die vollständige Elementen- 
reihe müsste sich zu vorliegender Aufgabe 
bis zum Zeiger: 

19 

erstrecken. Man hat also zunächst nach 
Frage 188 die Zeiger: 

19, 18, 17, ... 7 
einzeln auszuscheiden. 

Die ihnen zugehörigen Variationszahlen 
sind: 

^^F^-i-'^F^-J U'^V^ = *^F* 

« = 3 8 = 4 »=15 »=16 

Vom Zeiger 13 an müssen nach Frage 188 
bereits zwei Elemente auf einmal ausge- 
schieden und ihre Variationszahlen von den 
vorher ausgeschiedenen wieder weggenom- 
men werden. Es sind dies folgende: 

ile 
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igeschlos 


sene Zeigerpaare : Yariationszalilen: 


Summe: 


713 






.^2 
« = 2 


«=8 


8 12, 


712 




»=« »=8 


«=4 


on, 

711 


8n 




1 «v^+^v^+'v'' 

»=2 »=S » = 4 


»=5 


lÖIÖ, 
8TÖ, 


910 

7ro 




«=2 « = 8 « = 4 » = 5 


»=6 


lT9, 


109, 


99 


[ •"F''+"r*+...+T' 


.= "F» 


89, 


79 




» = 2 »=8 »=« 


» = 7 


T28, 
98, 


n8, 

88, 


108 
78 


* = 2 » = 3 » = 7 


»=8 


137, 


127, 


117 






ro7. 


97, 


87 

77 


« = 2 » = 8 » = 8 

GesamtsTumne 


»=9 




= "v* 



Ferner treten beim Zeiger 7 drei fremde 
Zeiger anf, die anf einmal aaszuscheiden 
sind, nämlich: 

777, Variationszahl V^ ='"V^ 

» = 1 » = 4 

Die Anzahl der verlangten Variationen 
ist demnach: 



« = 22 



F*(1,2,3,4.6,6) = T*-Cl "F* + C! T^-Cj "F* 

»=16 »=10 »=4 

— /nr3 ii.rr3 _i_ ß r'3 _ 



= C^j— 4.CJ5 + 6C^ — 4C^ = 1330 — 1820 + 504 — 4:= 10 



Aufgabe 479. Die Anzahl der Va- 
riationen fünfter Klasse zur Summe 32 Auflösung. Die vollständige Elementen- 
"' reihe würde: 

32 — 5 + 1 = 28 

Zeiger enthalten. Nach der Formel in 
Frage 188 erhält man im gegebenen Falle: 

.9) = "F'-(7j ''V^+Cl ''V^^CI "F* 

» = 32 » = 23 »=14 » = S 

= 31465 — 36575 + 7150 — 10 = 2030 



aus den Elementen: 

a^ a2 * * * (1) 

ZU finden. 



"F^l,2,, 



Aufgabe 480. Zwei Personen wet- 
ten miteinander; A will mit drei Würfeln 
die Zahl 12 werfen, B mit vier Würfeln 
die Zahl 16; wer hat mehr günstige 
Fälle für sich? 



Auflösung. Die Zahl der für Ä günstigen 
FäUe ist: 

"f' (1,2, 3, 4, 5, 6) 

«=12 
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Erkl. 278. Obwohl die Zahl der günstigen 
Fälle für B fünfmal so gross ist als für A, 
darf man doch darans nicht schliessen, dass B 
eher gewinnen werde als A; denn anch die 
Zahl der möglichen ungünstigen Fälle ist 
für B viel grösser als für A. Man hat viel- 
mehr zur richtigen Beurteilung der Gewinn- 
aussichten für jede Person das Verhältnis der 
ihr günstigen Fälle zur Anzahl aller möglichen 
(günstigen und ungünstigen) Fälle in Betracht 
zu ziehen, welches man die mathematische 
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses nennt. 
(Siehe Bobek, Lehrbuch der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung.) 

Im gegebenen Falle sind die möglichen 
Fälle für A: 



fttr B: 



«'F^ =: 63 = 216 
«Tj = 64 = 1296 



folglich die Wahrscheinlichkeit des Gewinnes 
für A: 

25 _ 150 
216 "" 1296 
für B hingegen: 

125 

1296 
folglich hat A eine grössere Wahrscheinlich- 
keit des Gewinnes als B und zwar verhalten 
sich die Aussichten beider wie: 

6:5 



Die gegebene Elementenreihe ist unvoll- 
ständig, denn zur Summe 12 wären in der 
dritten Erlasse: 

12 — 3 + 1 = 10 
Elemente nötig. Man hat demnach die Formel 
in Frage 188 anzuwenden und findet: 

"F»(1...6)="F*_d T'^as 

»=12 «=12 » = 6 

Für B sind günstig alle in dem Aus- 
drucke : 

"F^(l,2,3,4,5,6) 

» = 16 

enthaltenen Komplexionen, deren Anzahl 
analog ist: 

"f\i...6) = "F*-C1 "f" 

«=16 «=16 « = 10 

+ Cl "^^ = 125 



Aufgabe 481. Zwei Personen spielen 
mit drei Würfeln. Beträgt die Augen- 
zahl des Wurfes 11 oder mehr, so ge- 
winnt A; beträgt sie weniger, so ge- 
winnt B. Wer hat mehr günstige Fälle 
für sich? 

Erkl. 279. Bei diesem öfters yorkommenden 
Würfelspiele gelten gewöhnlich nur diejenigen 
Würfe, welche einen Pasch (2 gleiche Zahlen) 
enthalten. Bei dieser Bedingung sieht man so- 
fort, dass in den Würfen, deren Summe kleiner 
als 11 ist, nur die Pasche: 

11, 22, 33, 44, 
in den Würfen, deren Summe 11 übersteigt, 
nur die Pasche: 

33, 44, 55, 66 
vorkommen können. Die Aussichten auf Ge- 
winn sind also für beide Spieler abermals gleich. 

Erkl. 280. Die Auflösung dieser Aufgabe 
könnte auch so geschehen, dass man die Eom,- 
binationen mit Wiederholung zu den Summen 
3 bis 10 oder 11 bis 18 aus den Elementen 1 
bis 4 wirklich bildet und jede Eomplexion mit 
ihrer Permutationszahl multipliziert. Die Summe 
dieser Produkte würde wieder = 108 sein müssen. 



Auflösung. Die günstigen Fälle für Ä 
sind enthalten in dem Ausdruck: 



#»=18 



2:i 



"F» (1,2, 3, 4, 5, 6) 

8 = n 






8 = 11 « = 5 




= 27 


_|_ wy^ _3 u^y^ 
« = 12 «=6 




= 25 


-|- ^v^ —3 T^ 

» = 13 » = 7 




= 21 


-i_ ^v^ —3 "^r^ 

« = 14 « = 8 




= 15 


^fcyS _3«'pr3_j_3 
« = 15 « = 9 j 


> = 8 


= 10 


-|. *^r^ —3 "^v^ +s 

« = 16 «=10 i 


F» 

r = 4 


= 6 



-f-'^F^ -_3 «'F^ 4-3*^F^= 3 

«=17 « = ll « = 5 

-j- «T^ _3 «»F^ -^3 F*= 1 
«=!3 «=12 »=e 



Summe =108 
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Da aber im ganzen: 

"^rl = 216 

Fälle eintreten können, so hat B ebenfalls 
108 für sich, also beide Personen gleich 
viel günstige Fälle. 



Aufgabe 482. A und B spielen 
mit 8 Würfeln unter der Bedingung, 

dass A gewinnt, wenn eine der Num- Auflösung. Man verfährt nach der in 
mern : Frage 189 gefundenen Formel und berechnet: 

21, 22... 35 ,^3, ,=20 

fällt, hiegegen B, wenn eine der übrigen ^ ^y» ^ __ '^ «<^F* 

fällt. Wie viele günstige Fälle hat f^^ (1.2...6) ^^ (1,2... 6) 

jeder Spieler für sich? 



wy9 ^ 

« = 36 

« = 12 


«=80 

^f^V^ -Cl 


iOy9 
« = 24 
W'rr9 


« = 18 


= 1475668 








Die günstigen Fälle für 


B erhält man am 



einfachsten, wenn man die für A günstigen 
von der Gesamtzahl aller überhaupt mög- 
lichen Fälle: 

«T® = 1679616 

abzieht; man findet die Zahl: 

203948 
folglich ist A ungefähr siebenfach im Vor- 
teile. 



Aufgabe 483. In einer Urne sind 
alle Zahlen enthalten, die nicht mehr 
als drei Ziffern haben. In wie viel 

Fällen wird eine beliebig gezogene Num- Auflösung. Die gegebenen Elemente sind 
mer die Ziffemsumme 19 geben? hier die 10 Ziffern: 

0, 1, 2 ... 9 
Nach Frage 186 ist in der hier anzu- 
wendenden Formel aus Frage 188 wegen des 
aufzunehmenden Elementes die Zeiger- 
summe 19 in 19 + 3 = 22 zu erhöhen. 

Demnach ist die gesuchte Anzahl von 
FäUen: 

^V^ - C\ . «T^ = 210 — 165 = 45 
« = 22 » = 12 



Aufgabe 484. In einer Urne sind 
alle Zahlen enthalten, welche nicht mehr 
als 4 Ziffern haben. In wie viel FäDen 
ist es möglich, dass eine Zahl gezogen 

wird, deren Ziffern eine gegebene Summe Auflösung. Für die vorgelegte Aufgabe 

s = 16 haben und worin die Ziffern: ^^^ ^^® Komplexionen nötig, welche in dem 

. g g Ausdruck: 

. , ^ 1 ' *^r* (0,1,2,3,7,8,9) 

nicht vorkonmien? « = i6 
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enthalten sind. Die Anzahl derselben ergibt 
sich ans den Eesnltaten der Frage 193, wenn 
in denselben wegen des hier vorkommenden 
Zeigers noch n-\-k statt n gesetzt wird. 
Die daselbst erscheinenden Zeiger i, m, r 
haben hier die Werte: 

» = 4, m = 7, r = 10; 
man hat demnach för obigen Ausdmck: 
r*-cl 



»r=20 * 



\^« = 16 «=13 s—ioj \8 = 12 8 = 9 8 = e a = Bj 

+ Cj/'*^F* — 3T*'\-f-Cl*^r*=: 969 — 1276 + 558 — 92 + 1 = 160 

\a = S 8 = bJ » = 4 

Anfgabe 485. Die vollständige Ent- 
wicklung des Ausdruckes: Auflösung. Man bildet am einfachsten 
V^ die Kombinationen ohne Wiederholung und 
9=10 permutiert jede derselben; dadurch entstehen 
auszufuhren. die Komplexionen: 

127 136 
172 163 
217 316 
271 361 
712 613 
721 631 



145 


235 


153 


253 


415 


325 


451 


352 


514 


523 


541 


532 



Aufgabe 486. Die Anzahl der Varia- 
tionen anzugeben, die in folgenden Aus- 
drücken enthalten sind: Auflösung. 1) Die Anzahl der nötigen 
1) F* ; 2) V^ Elemente zur vollständigen Entwicklung der 
«=25 »=20 Komplexionen ist: 
Wie viele Elemente sind zur voll- „g _ 4-3 _ 
ständigen Bildung der Komplexionen 1-2 " 
nötig? und die Anzahl der Komplexionen: 

V^ = P,. C' =P,''^^ y /24~3m-~4m,\ 4,54:^1296 (s, Frage 104). 

» = 25 »=25 -^-J -^-J \ 2 / 

fMj = 1 m = 1 

2) Die vollständige Elementenreihe er- 
streckt sich his zum Zeiger: 

.5-1^ = 10 

Die Anzahl der Komplexionen ist: 

m2= 3 tWj = 5 m^6 
m8=lmi=lm = l 



»=20 



Aufgabe 487. Wie viele Varia- 
tionen vierter Klasse zur Summe 40 

sind möglich, wenn Elemente, die kleiner Auflösung. Nach Frage 198 hat man: 
als 6 sind, ausgeschlossen werden? 

r* (6, 7...)= y^ (1,2...) 

» = 40 » = 40—20 



Digitized by 



Google 



286 



Kombrnatorik. 



Im erstem Falle braucht man die Zeiger: 
6, 7 ..', 19 
im zweiten die ebenso viele» Zeigeir: 
1, 2-^^, 14 

Die gesuchte Anzahl iet: 

IT— 20 -^J^ ^*^ \ ^ / 



,^ J rtt — 1 



Aufgabe 488- Wie oft können je 
Tier mit den ungeraden ZaJilen: 

1, 3, 5 ^ - . 
numerieite Marken so angeordnet wer- 
den, dass Dire Snmme 30 beträgt und 
wie Yiele braucht man dazu, wenn alle 
möglichen Falle vorkommen sollen? 



Anflosanif. Wenn niclit nur die Ver- 
Bchiedenbeit der Numnjerny sondern auch ihre 
Lage in Betracht kommt, so hat man ^e 
Variationen vierter Klasse zar Summe 30 
aus den ungeraden Zahlen zu bildeo. Nach 
Frage 199 ist die Anzahl der nötigen Ele- 
mente aus der Gleichung; 

30 = 4 + -?^. 2 + 2r 

zu finden, woraus: 

r = 10 
so daas die Elemente: 

1, 3t 5 ■■-, 21 
gebraucht werden. Dann ist^ 

r* (1,3.5, -"21)= V* (1,3,3, ^-11) 

und deren Anzahl; 

wi| ^ 1 m -^l 



i) Ungelöste Aufgaben über die Variationen zu bestimmten Summen. 

Aufgabe 489. Aue in dem Aus- 

di-ucke: 

«»P^ Andeutung, Analog der Aufgabe 469. 

enthaltenen Komplexionen zu entwickeln. 



Aufgabe 490. Die Variationszahl: 

, = 30 Aadeutuiig. Analog der Aufgabe 470. 

rekurrierend darzustellen. 



Anfgabe491. Die Anzahl der Varia- 
tionen in den Ausdrücken: 

independent zu berechnen. 



Amdentung. Analog der Aufgabe 47 L 
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Aufgabe 492. Die Anzahl der in 
dem Aasdrucke: 




«=16 



enthaltenen Variationen anzugeben. 



Aufgabe 493. Wie viele Würfe 
zur Augenzahl 10 sind mit 5 Würfeln 
möglich? 



Andeutung. Analog der Au^be 472. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 473. 



Aufgabe 494. Aus einer Urne, 
welche 90 nummerierte Kugeln enthält, 
wird viermal nach einander eine Kugel 
gezogen und wieder hineingelegt und 
mit den andern gemischt. In wie vielen 
Fällen kann die Summe der gezogenen 
Nummern 72 sein? 



Aufgabe 495. In jeder von vier 
Urnen befinden sich die Nummern bis 
40. Man zieht aus jeder eine Nummer; 
in wie vielen Fällen wird die Summe 
der gezogenen Nummern 39 sein? 



Aufgabe 496. Die Anzahl der Varia- 
tionen fünfter Klasse mit Wiederholung 
zur Summe 30 aus den Elementen: 

4, 5, 6, . . . 
anzugeben. Wie viele Elemente braucht 
man zur vollständigen Darstellung? 



Aufgabe 497. Die Anzahl der Varia- 
tionen sechster Klasse zur Summe 55 
aus den Elementen: 



anzugeben. 



1,2,. ..,12 



Aufgabe 498. A will mit 4 Würfeln 
die Zahl 15, B mit 5 Würfeln die Zahl 
21 werfen; wer hat mehr günstige Fälle 
für sich? Wie gross ist die Zahl der 
überhaupt möglichen Fälle für jeden und 
welcher Spieler hat die bessere Aussicht 
auf Gewinn? 



Andeutung. Analog der Aufgabe 474. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 475. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 477. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 478. 



Andeutung. Analog der Aufgabe 480 
mit Rücksicht auf Erkl. 277. 



Aufgabe 499. A und B spielen 
mit 6 Würfeln so, dass A gewinnt, 
wenn die Summe der geworfenen Augen 
eine Zahl zwischen 6 und 20 beträgt. 
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B wenn diese Somme 22 bis 36 aus- 
macht, während die Summe 21 das Spiel 
unentsehieden lassen soll. Wer hat mehr 
günstige Fälle? 



Aufgabe 500, In einer Urne sind 
alle Zahlen toh 1 bis 999 enthalten. 
In wie vielen Fällen wird eine beliebig 
gezogene Nummer die Zifiernsnmme 24 
geben? 



Aufgabe 501. Wie viele Variationen 
fünfter Klasse zur Summe 18 aus den 
Elementen 1 bis 11 gibt es, in denen 
die Elemente 1\ 8^ 9, 10 nicht vorkommen? 



Aufgabe 502, In einer Urne be- 
finden sich alle Zahlen 1 bis 9999. In 
wie vielen Fällen ist es möglich ^ eine 
Zahl zu ziehen, deren Züfem die Summe 
12 ergeben und wom die Ziffern 5 
und 6 nicht vorkommen? 



_ Aufgabe 503- Wie viele Variationen 
vierter Klasse ohne Wiederholung geben 
die Summe 27 und wie viele Elemente 
sind zu ihi^er vollständigen Bildung nötig? 



Aufgabe 504. Die Anzahl der Varia^ 
tionen aizugeben, die in dem Ausdrucke: 



enthalten sind. 



»=12 



Aufgabe 505- In einer Urne be- 
finden sich die Nummern 10 bis ÖO; man 
soU drei derselben so herausnehmen, 
dass ihre Summe 70 beträgt; auf wie 
viele Arten ist das möglich? 



Aufgabe 506< Wie oft lassen sich 
10 Blätter 1 bis 10 einer französischen 
Karte zu vieren so anordnen, dass die 
Summe ihrer Werte 18 beträgt? 



AndsEtung. Analog der Aufgabe 4B1* 



Andeutung, Analog der Angabe 483, 



Andeutimg, Analog der Aufgabe 434, 



Andeutung, Analog der Aufgabe 484. 



Andeutung« Analog der Aufgabe 48ß. 



Andeutung, ©emäaa Frage 197. 



Andeutung, Analog der Aufgabe 4h7 



Andeutung, Nach Erkl. 276 und Erkl . 1 ß4. 



-Him* ** ^* ^ 
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Preisgekrönt in Franklnrt a. M. 1881. ^H 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem kein fttmUekeB kuf Seite iteht» emckmat mfjnatlicli la 3 — % 
Heften zu äem biUlgen Preise von 25 ^ pro Heft und bnngt eine Bammlniag der wiehtif- 
sjten und praktlBchtten Aufgraben ans dem 6e§amt^ebiete der Matlieiiiatlk ^ Phjslb, 
Meehanlk, math. Geop^aphle» Autr^^noniie, äeh Mas eh tuen-, Strasflfim-i Efsenhahn-, 
BrQeken- and Hoelibanes, des kongtruktlren Zeichnens etc* etc. nnd zwar in TüllstftndJg 
^e1i)ster Form, mit Ttolen Figuren , Brkläitinfeii nebst Angabe und Emtwickelung der 
benntiten Bltie, Formeln^ Reftln in Fragen mit Antworten etc., tö dass die LöauDf 
jedermann Terst&ndlicb sein kana, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
ichienen ist, da dieselben sieh In llir«r Gesamtheit erfftnsen und aUdann aacb all« 
feile der reinen tind angewandten Mathematik — nach besonderen lelhBt&ndigen KapI* 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fait jedem Hefte ist ein Anhang von nngel6ftten Aufgaben beigegeben^ welche det 
eigenen LOsnng (in analoger Form, wie die 4>e£flgliehen gddsteo Aufgaben) dea Stndierexidep 
aberlasaen blelbeD, nnd zugleich von den Herren Lehrern far den Schulmiterneht benatal 
werden kOnnen« — Die I^Ssnngen hierza werden Bpftter in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlnsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt^ Inhal tsTeriel^b' 
nlii Eericlitlgaiigeii mnd erläuternde ErklSmngen Über das betreffende Kapitel zur Auegabe. 

Dei Werk behandelt Bonäehst den Hauptbestandteil des mathematisch^naturwiaBen^ 
ichalüichen Ünterrichtsplanei folgender Schulen r Realsebnlen I. nnd IL Ord., glelch- 
bereebttgten höheren BUrgersehnlen , FrlTatschnlen» Gjmnaslent RealgjmnnRlen, Pro* 
firninaslen , Schpüehrer ^Seminaren , Foljteebntken ^ lecbnlken f Bangewerksehnleni 
Gewerbeichnlen, Handelssebnlen, teohn, Torbereltungsscbulen aller Arten, gewerbliche 
FortbUdnngssehnlen, Akademien, ünlTersi täten , Land- and Forstwlafieniehaftssehuleni 
HllitArsebalen, Yarbereltnngs-Anstalteu aHer Arten als i. B. für das Eii^Ihrlg-Fret* 
willige- nnd Offlilera-Exameni etc- 

Die Sobttler, Btndierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen imü 
natnrwisBenBchaftlichsn F&eher, werden durch diese, Bebritt für Schritt gelastet Aufgaben- 
SBionanng Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflfhngen zu lösen haben^ zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vcrgeftthrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung -eine kräftige Stfltie fOr den Schul* 
Unterricht geboten werden^ indem zur Erlernung des praktiachen Teiles der mathematischen 
DiBziplinen — mm Auflösen j^n Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er* 
fibrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toU- 
ständige Aiüeitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Anfgaben zu IlSsen» die ge* 
babten Regeln^ Formelui 8ätze etc. anzuwenden und praktisch xn Terwerten* Last, Liebe 
and Verständnis für den Schul-TJnterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenlenrenj Arebltelten, Teebnlkem und Facbgenessen aller Art^ HÜltlr» 
etc. etc. soll ^eae Sammlung rar Anffrlsohiing der erworbenen und vielleicht Tergessenec 
mathemaÜBchen Eeuntnisee dienen und angleich durch ihre praktischen in allen Bemfi- 
iwelgen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zn weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen gebeB> 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf* 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nameo 
verbreitet — Wünsche, Fl'agen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfosier^ 
Dr. Kleferi F^%nkf^ a. 11 Fifcherfelditraase 16, entgegen nnd wird deren Erledigung 
tiianliehst berfiokilchtlft. -itized tiv ^- X >^^ 
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Resultate zu den ungelösten Aufgaben. 



a) Aufgraben über die Permutationen, Seite 50 bis 54. 
Aufldsnn^ zn No. 



49. 


Auf 479001600 Arten. 








50. 


amor 


arom 


moar 


oamr 


oram 


rmao 




amro 


armo 


mora 


oarm 


orma 


rmoa 




aomr 


maor 


mrao 


Omar 


ramo 


roam 




aorm 


maro 


mroa 


omra 


raom 


roma 


51. 


521346, 


521643; 


431256, 


431652 







enkra 


ekrna 


eaknr 


enkar 


ekran 


eakrn 


enakr 


eknar 


eanrk 


enark 


eknra 


eankr 


enrak 


ekarn 


earkn 


enrka 


ekanr 


earnk 



52. 25!; 1) 24!; 2) 23! 3) 22! 

53. 1) In 5040 Permutationen; 2) in 30240 Permutationen. 

54. 1) In 720 Permutationen; 2) in 4320 Permutationen. Sie folgen auf einander in 
ebenso vielen Komplexionen. 

55. aeknr akrne anekr arekn ernka 
aekrn akren anerk arenk ernak 
aenrk akner ankre arkne erank 
aenkr aknre anker arken erakn 
aerkn akern anrek arnek erkan 
aernk akenr anrke arnke erkna 
u. 8. w., im ganzen 120 Komplexionen. 

56. 76302415, 57630241, 15763024, 41576302, 24157630, 02415763, 30241576, 63024157 

57. aeiou aeuio aeoui aeiuo aeoiu aeuoi 
aueio aoeui ateou aoeiu aueoi aieuo 
aouei aioeu auieo auoei aineo aoieu 
aioue auioe aouie aiuoe aoiue auoie 

58. 1) 13 Inversionen; 2) 10 Inversionen. 

59. 1) 600 Inversionen; 2) 81648000 Inversionen. 

60. 1) 40286; 2) cehfgd 

61. 1) Die 92. Permutation; 2) die 331. Permutation. 62. ptnloni 
63. Die 26418. Permutation. 64. nlphomi 65. Ebenso. 

66. Die 72458. Permutation. 67. 44 Permutationen bleiben übrig. 

68. 1) 14833; 2) 1334961 Permutationen. 

69. Der Wechsel dauert bis 19. Januar 1906; nach 1 Jahr ist die Ordnung 4156372; 
2) am 1. Januar 1900: 5731642. 

70. 5!5!2=: 28800 Arten; a) ein Vokal allein: 5 Silben; b) ein Vokal und ein 
Konsonant oder umgekehrt: 50 Silben; c) zwei Konsonanten mit einem Vokal 
dazwischen: 100 Silben. 

71. 86400 Arten. 72. Auf 41472000 Arten. 

73. 1) 120; 2) 96 Zahlen. 74. 1) 6666600; 2) 18143999998185600 

75. 1) Die 78. Permutation; 2) die 72. Permutation; 3) die 102. Permutation. 

76. „EILAND.« 

77. 1) Lexikographisch die 154478. Permutation; 2) durch Vertauschung von je 2 Ele- 
menten die 119870. Permutation; 3) cyklisch die 24740. Permutation. 

78. 1) in 30240 Komplexionen; 2) in 17280 Komplexionen. 

79. 1) 96 Zahlen; 2) 108 Zahlen. 80. 60 Sechsecke. 
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Kombinatorik. 



81. 
83. 



30240 Komplexionen. 
000112 001120 



000121 
000211 
001012 
001021 
001102 



001201 
001210 
002011 
002101 
002110 



82. 
010012 
010021 
010102 
010120 
010201 
010210 



020101 
020110 
021001 
021010 
021100 u. s. 



b) Aufgaben über die Permutationen mit Wiederliolung, Seite 55 und 56. 

Anflösnn^ zu No. 

1) 35; 2) 18900; 3) 27720 

011002 020011 

011020 

011200 

012001 

012010 

012100 
im ganzen 60 Komplexionen. 

1) 35 Komplexionen; 2) 140 Komplexionen; 3) 105 Komplexionen. 
1) 60 Komplexionen; 2) 20 Kompl.; 3) 20 Kompl.; 4) 6 Kompl.; 5) 24 KompL 
Die 257. Komplexion. 87. ddahacad 88. 210 Zahlen. 

11760 Zahlen. 90. 99999900 91. 559999980 

1) 40 Permutationen; 2) 120 Permutationen; 3) 30 Permutationen in der Ord- 
nung 123; 180 mal in beliebiger Ordnung, da in manchen Permutationen mehrere 
Anordnungen vorkommen. 

Andeutung. Man suche, wie oft 123 auf der 1., 2., 3. Stelle, wie oft auf der 
2., 3., 4. Stelle u. s. w. stehen kann. 
18 Anordnungen. 

Andeutung. Man sucht, wie oft aaa, bbb und beide zugleich in den Kom- 
plexionen vorkommen. 
1496. Permutation. 95. Die 87070029872. Permutation. 

(P+1+3L 



84. 
85. 
86. 
89. 
92. 



93. 



94. 
96. 



Auf 



(p+iy-iq+iy- 



Arten. 



c) Aufgaben über die Kombinationen olineWiederlioIung, Seite 98 bis 104. 

146. 1) 123 134 146 159 234 246 259 345 358 389 469 578 

124 135 147 167 235 247 267 346 359 456 478 579 

125 136 148 168 236 248 268 347 367 457 479 589 

126 137 149 169 237 249 269 348 368 458 489 678 

127 138 156 178 238 256 278 349 369 459 567 679 

128 139 157 179 239 257 279 356 378 467 568 689 

129 145 158 189 245 258 289 357 379 468 569 789 

2) abcd abde acde adef bcef 
abce abdf acdf bcde bdef 
abcf abef acef bcdf cdef 

3) Dieselben lauten, wenn bloss die Zeiger geschrieben werden: 

12345678 12345789 123467910 123578910 

12345679 123457810 123468910 123678910 
123456710 123457910 123478910 12456789 
12345689 123458910 12356789 124567810 
123456810 12346789 123567810 124567910 
123456910 123467810 123567910 124568910 

123568910 
234567810 



124578910 

124678910 

125678910 

13456789 

134567810 

134567910 

134568910 



134578910 

134678910 234567910 

135678910 234568910 



235678910 
245678910 
345678910 



145678910 
23456789 



234578910 
234678910 
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Aaflösnng zu No. 

147. 1)5005; 2)4060; 3^ (m-n) (>n - n^-- 1) . .^. (m- 2n + 1) . 

(2a? + y)(2a? + y~l)-'(^ + y^l) 
*^ 1-2... w 

148. C{, =:Cj? = 17; Cf, = C}^ = 136; Cj, = C}^ = 680; Cj? = Cj, = 2380; 
Cj^=:Cj?=:6188; C^7 = C}! = 12376; Cj. =: C}? = 19448; 

CJ7 = Cj^ = 24310. 

149. 1) In 15 Eomplexionen; dieselben heissen: 

abcei ahegi acefi adefi aefgi 
abdei abehi acegi adegi aefhi 
abefi acdei acehi adehi aeghi 
2) In 5 Komplexionen; dieselben sind: 

abdfh bcdfh bdefh bdfgh bdfhi 

150. 1) 6 Komplexionen: bcdfg bcdgh bdfgh 

bcdfh bcfgh cdfgh 
2) 1 Komplexion: acegi 

151. 80 Komplexionen. 

152. 1) 45431 Kombinationen; 2) 2206 Kombinationen; 3) 65674 Kombinationen. 
if^Q n (a?-i-y + l)( a^ + y)--(y + l) . «^ (n + 3)(n + 2)(n + l) . 

(n + k + l)(n + k)'" (n + 1) ^ 

2) 1.2...(Ä: + 1) ' ^^ ^^^' ^^ ^2(n + Ä;) 

154. Die 1675. Kombination. 155. Die 33113. Komplexion. 

156. amsuz 157. Ebenso. 

158. 1) In 45 Kombinationen; 2) in 20 Kombinationen. 

159. 1) In 1 Kombination; 2) in 55 Kombinationen; 3) in 150 Kombinationen. 

160. 1) 25 Kombinationen; 2) 100 Kombinationen; 3) 100 Kombinationen; 
4) 25 Kombinationen; 5) 1 Kombination. 

161. 1) 29925 Kombinationen; 2) 13330 Kombinationen; 3) 2100 Kombinationen; 
4) 105 Kombinationen; 5) 1 Kombination. 

162. 330 Partieen; jedes Mitglied nimmt an 120 Partieen teil. 

163. 12 Gerade; C^ — C| Gerade. 

164. 175 Gerade ; C'^ — c| — C]^ + 1 Gerade. 165. 47 Schnittpunkte. 
166. 29 Dreiecke. 167. 74 Schnittpunkte und 300 Parallelogramme. 
168. 630 Verbindungsstrecken. 169. 198 Schnittpunkte. 

170. 206487440 Schnittpunkte. 171. 5, 35, 495 Schnittpunkte. 

172. 120 Dreiecke, 630 Vierecke, 3024 Fünfecke, 12600 Sechsecke. 

Andeutung. Man verwende Aufgabe 32. 

173. 4138693849453363200000 Spiele. 

174. 4620 Einladungen; jeder Herr 840 mal, jede Dame 1540 mal. 

175. 1) Auf 702464 Arten; 2) auf 4917248 Arten; 3) 68640 Arten. 

176. Auf 654729075 Arten. 

177. Auf — ^^ — - — Arten; -^^ — - — Arten. 178. Auf -^ — ^— Arten. 

m!(3!)*" w! (31^.2! n!(m!)" 

179. 64 Teiler. 180. Auf 688422800 Arten. 
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181. 



182. 



183. 



184. 
186. 

187. 









Kombiniitorik. 




^u ?fo. 










^,h,c,d^€ 


J. 


a.h^c. 


d^ej^ a^b,c,d,e,f^ 


a^b.c^d^e^f^ 


^ih^hd^i 


\f. 


a.h^c, 


i^^^Jl ^^\^^^A^Jl 


a.b,e^d^ej. 


u^h^c.d^t 


hf. 


a^\€, 


V^^^t,h »2^<b^4^sA 


a^h,c,d,ej^ 


ü.h^c^d^i 


J. 


a,Kc, 


ä,,€j^ a^h,c,d,ej^ 


a^h,c,d,ßj. 


U,b^C^d,f 


aA 


a,Kc, 


d^ej^ a^b^c^d^ej. 


a,h,c^d^ej. 


a^h^^c^d^e 


,n 


a,h.,c, 


d^ej^ a^h^cj^e^f. 


a^JtC^d^e^f^ 


a,Kc.,d^€ 


,h 


a,Kc, 


d^e.f^ a.b^c^ä^ejf^ 


a^b,e^d^e,f^ 


a^b^e^d^t 


7A 


<^,h^4 


d,,e,f^ a^h,c,d^e,e^ 


a^\c,d^e,f^ 


a^h^ü^d^i 


./. 


a,h^c, 


d,e,f^ &.h,c.J,e,f, 


a^hc,d^e,f^ 


aahhce 


ao 


bhee 


aahhec 


aabbcc 


123456 


123546 


124536 


342516 


123457 


123547 


124537 


342517 


123458 


12 


3548 


124538 


342518 


123459 


12 


3549 


124539 


342519 


123467 


128567 


124567 u. s, ^^\ bis 342567 


12346S 


123568 


124568 


342568 


123409 


123569 


124569 


342569 


123478 


123578 


124578 


342578 


123479 


12 


3579 


124579 


342579 


123489 


12 


3589 


124589 


342589 



im ganzen 180 Komplexionen. 

1) Zwei identiaciie Reihen von 4 Elementen^ eine Eeihe von 4 andern Elementen, 
zwei identische Eeihen von 5 Eiereenten und eine Beihe von 8 andern Elementen, 
Anzahl der Komplesionen = 36* 

2) Eine Reihe von 2 Elementen, zwei identische Reiben von 4, drei identisch© 
von Cj vier identische von 8 und fünf identisehe von 10 Elementen, AnaFAlii 
der Komplexionen = 0, 

2037420Ü ZusaramenfltelluDgen. 185- Auf 2543365825776000 Arten. 

Anf 17450721tKK) Arten, oder noch 319770 mal mehr, wenn auch die 8 Betten 

heJiebig ausgewählt werden sollen. 

1) Anf 792 Arten; 2) anf 3991680 Arten. 



d) Aufgaben über Kombinationen mit Wiederholungf, Seite 145 bis 150 



2M. 1} 



2) 



231. 

232. 
233. 

835. 
238. 
240. 
241- 



0000 
0001 
0002 



0011 
0012 
0022 
a^bc 



Olli 
0112 
0122 



0222 
1111 
1112 



1122 
1222 
2^22 

u^b^e 



ab^ 
ab^c 



ff 62 c* 
abc^ 






1) 56; 2) 165; 3) 
n-^ ■ 21 



(2n + 3)(2w + 3)-' Bn 



1.2- 
{2n — l)l 



3) 



tn^l) 

(3»- 



3)! 



16!7!' ^ n\(n—l)l' ' {n ^ 1) ! (2n — 2) ! 
462 Kompleuonen; 84 Komplexionen, 

(2n+2)(2ii + 3) .^-(a^+l) . 3ji.^«-fi 



1) 



^€1-1, 



2)^?«^.= 



s«-h2— 1^2-^- n 

Die 1443. Eomplexion. 236. kippt 237. Die 551&7. Eomplexion. 

Auf 24024 Arten, 239. 308700 Yerteilnngsarten. 

1) 45 Komplexionen^ 2) 7 KomplexJDtien. 
&S2 Eomplexionen, 512 Kompl., 156 Kompl.^ 24 Eompl. 
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▲nflosniig zu No. 

242. 7 Ziehungsfonnen; Anzahl derselben: 462, 6006, 26740, 47190, 39325, 14157, 1716; 
Gesamtzahl 134596 

91 Steine. 244. 1) 7776 Würfe; 2) 220 Würfe. 

2n(2n + l)-«- (Bn — l) 



243. 
245. 



246. 

247. 
248. 



249. 

250. 

251. 
253. 

254. 
255. 



256. 



1) 21 Güeder; 
1) 70 Glieder; 



2) 
2) 



1.2... n 
i2h + l){2k + 2) 



1.2- 



k 



ufrt^ 



^k 






^10' ^10' ^10 ^20 ^20 ^20 ^40 ^40 "^40 

Elassenexponent = 14; Anzahl der Komplexionen = 40 



14223242 
14223252 
14224252 
14324252 
2*123242 
2*123252 
24124252 
24324252 



6678, 
4678, 
3678, 
2678, 
5678, 
4678, 
3678, 
1678, 



6679, 
4679, 
3679, 
2679, 
5679, 
4679, 
3679, 
1679, 



5689, 
4689, 
3689, 
2689, 
5689, 
4689, 
3689, 
1689, 



5789, 
4789, 
3789, 
2789, 
5789, 
4789, 
3789, 
1789, 



6789 
6789 
6789 
6789 
6789 
6789 
6789 
6789 



Die ersten vier Elemente gelten für alle Komplexionen in der nämlichen Zeile. 
1260 Komplexionen. 

2n(2^ — l)(2n — 2) 



« + 2n(2ti — 1)- 



1.2.3 



Komplexionen. 
252. 566 Komplexionen. 



n(4n2 — 2w + l) Komplexionen. 

Auf 28 Arten. 

Andeutung. C^^(a^^hU^) 

Es gibt 6 verschiedene Zusammensetzungen, die der Reihe nach auf 15120, 88200, 
18900, 218400, 86400, 122860 Arten hergestellt werden können. 



1234 5 6 7 8 9 
1234 5 7 6 8 9 
1234 5 8 6 7 9 
1234 6 5 7 8 9 
1234 6 7 6 8 9 

1234 6 8 6 7 9 

1235 6 4 7 8 9 

1236 6 7 4 8 9 
1236 6 8 4 7 9 



1243 5 6 7 8 9 
1243 5 7 6 8 9 
1243 5 8 6 7 9 
1243 6 6 7 8 9 
1243 6 7 
1243 6 8 
1245 6 3 
1245 6 7 
1245 6 8 



5 8 9 

6 7 9 

7 8 9 
3 8 9 
3 7 9 

Zu jeder Ziffer gehören die oberhalb der Reihen stehenden Exponenten 

^i(^i--^)(^i-^) _f. ^^ („^ - 1) + «2 Komplexionen ; 
1*^*0 

plexionen; sie lauten: 



1342 6 6 7 8 9 
1342 6 7 6 8 9 
1342 5 8 6 7 9 
1342 6 5 7 8 9 
1342 6 7 6 8 9 
1342 6 8 6 7 9 

1345 6 2 7 8 9 

1346 6 7 2 8 9 
1345 6 8 2 7 9 



2341 5 6 7 8 9 
2341 6 7 689 
2341 6 8 6 7 9 
2341 6 6 7 8 9 
2341 6 7 5 8 9 
2341 68579 

2345 6 16 8 9 

2346 6 7 18 9 
2345 6 8 17 9 



Zahlenbeispiel: 18 Korn- 



»1 «2 H 

^ .,2 
»2^1» 



2 2 



1 ^ö» ^1 ^4f »*! 



<*2*3' **2^4' 



^ ^2 
«2 «5 



a^a., a^a\ 



S'*4' 

3 



8^5 



267. 
258. 



68 Komplexionen. 
32 Verteilungen. 

Andeutung. C^^ (a^ a^ a\ a\ a^). 
12226, 12234, 12333, 22224, 22233. 



Brauchbare Typen: 11226, 11235, 11244, 
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Kombinatorik. 



2) 405 Kombinationen. 



Aiill5siingr zn No. 

259* 1) 1449 Kombinationen; 

260. Auf 116 Arten. 

Andentnngr* 4 Elemente, die höchstens 9 mal vorkommen können. 

261. Auf 3474 Arten. 

Andeutungr* 9 Elemente, die höchstens 4 mal vorkommen können. 

262. 1428 Kombinationen. 263. Auf 24 Arten. 

264. 25032 Zusammenstellnngen. Typen: 4443, 44322, 43332, 432222, 
333222, 3222222 

265. Auf 20 Arten. 266. Auf 243 Arten. 267. 359 Kombinationen. 
268. 1023 Kombinationen. 269. 72 Teiler. 270. 320 Teiler. 



33333 



e) Aufgraben über die Kombinationen zu bestimmten Summen, 

Seite 170 bis 173. 



289. 


1) Hill 1157 1247 


1355 2246 2444 




1121Ö 1166 1256 


1445 2255 3335 




1139 1229 1337 


2228 2336 3344 




1148 1238 1346 


2237 2345 




2) llllllIÖ 1111246 


1112245 


1122334 




1111129 1111255 


1112335 


1123333 




1111138 1111336 


1112344 


1222225 




1111147 1111345 


1113334 


1222234 




1111156 1111444 


1122226 


1222333 




1111228 1112227 


1122235 


2222224 




1111237 1112236 


1122244 


2222233 


290. 


V + ^C^ + ^C^ + V + '^C^ 291. 

« = 8 « = 5 8 = 4: 8 = 3 8=2 t 


.^25 
r = 50 


292. 


10 Komplexionen. 293. Auf 184 Arten. 


294. Auf 6 Arten. 


295. 


8=U \8=4 8=b » = 6 


+:2>" 


2) Auf 8 Arten. 


296. 


«=25 \« = 3 8 = 8/ 


92 Arten. 


297. Auf 192 Arten. 


298. 


*''ctf(3, 6, ...) = 39 Arten. 

8 s^ 51 


299. Auf 10 Arten. 


300. 


Auf 1995 Arten, wenn es gleic 


hgültig ist, ob 


eine Ziffer aus Urne 



301. 



302. 
303. 



I oder H, 

aus III oder IV gezogen wird ; hingegen auf 6510 Arten, wenn diese Fälle unter- 
schieden werden. 

Andeutung. Man berücksichtige die Gleichung (*) in Frage 97. 

12345612 1234689 
123457n 1235679 
1234581Ö 1245678 
1234671Ö 
1) 72; 2) 

1) C* + C' + C^ + C^ + c' 

» = 23 »=19 »=15 »=11 «=7 



c"- 

8 = bn 



' + 



0"-' + 



? = 8i» 



Die Keihe bricht ab, wenn s < — « (n — 1) werden würde, weil die niedrigste 



Komplexion (n- 
möglich, wenn: 



• 1) ter Klasse diese Summe hat. Die Au%abe ist überhaupt nnr 



6n> 



n(n + l) 



also «<;11 
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Anflösiuig zn No. 

304. C ; der kleinste Wert von s ist = 6. 305. 30 Kombinationen, 

» = 28 

306. C' _ (" C' + C' + C' + C' ") r= 1147 

» = 60 \s = 6 « = 7 8=8 8 = 9/ 
m2=ll «», = 14 m=18 

307. 2 2 2 [ ''-""-t ^-ni^] = 1898 



in=zl m=l m=l 
m, = 22 »»=30 

308. 2 2 I " '"•' 1 = 5636 

mj = 1 »M = 1 



mi = 22 »»=30 

B. 2 2 r"V"' ]= 



f) Aufgraben über tiie Variationen ohne Wiederholung, Seite 202 bis 206. 

342. 4123 4152 4231 4312 4351 4621 
4125 4153 4235 4315 4352 4423 
4132 4213 4251 4321 4512 4531 
4135 4215 4253 4325 4513 4532 

343. 1) (n + m)(n + m — l)(n + m — 2)... (n + 1); 

2) (n + m)(»-f-m— 1) ... (2w + l); 3) (2« — l)(2n — 2) - • • (n — 1) 
(n + m)! . (n + m)! . 3. (2n-l)! 

^^* ^^ n! ' "^^ (2m)l ' **^ (n-2)l 

345. (Flo-F2) + (Ff,-Fj)+...+(F}g-F^) = 8877690 

346. 14400 Komplexionen. 347. 1) 13320 Komplexionen-, 2) 90000 Komplexionen. 
348. In 166320 Verbindungen. 

349. F?n^Jir-^+F;+!..^+... + F::^^^ 

350. 2F^ + 3F^H-4FjH-5F^ + 6F-^ + 7Fj + 8F^ + l 

351. n (n — 1) ... 3.2 — 1 oder auch V^-^ - 1 

352. 1) w! = 3.4.5.w + 2.4.5...w + 3.5.6...n + 4.6.7...nH |-(w — 2)n + n; 

2) 10! = 3.4... 10 + 2.4. 5... 10 + 3. 5. 6... 10 + 4.6.7 ... 10 + 5.7.8.9.10 
+ 6.8.9.10 + 7.9.10 + 8.10 + 10 

353. Die 39571. Komplexion. 354. Grün-violett-gelb-schwarz-dunkelblau. 
355. Die 2019. Variation. 356. „BHEIN". 

357. In der gegebenen Ordnung kommt schwarz-rot 180 mal vor; schwarz- weiss-rot (in 
dieser Ordnung) 10 mal. 

358. «1 «8^8 ^4 ^5 Ol<^shKh «8 «1^8 ^4 ^5 «8 «8 ^1*4 ^5 »8*1^8^4*6 «8 »8 ^1*4*5 

«1 «2 ^8 ^5 2^4 «108^2^5^4 «2<*1^8^5^4 «2 ^8 *1 2^5 ^4 »8^1^2*5*4 «8 0^8*8*5^4 

«1 »2*4*8*5 «1 «8*4*2*5 «2 «1*4*8*5 «3 «8*4*1*5 «8 «1*4*2*5 «8 «2*4*1*5 

«1 «2*4*5*8 «1 «8*4*5*2 «2 «1*4*5*8 «2 «8*4*5*1 «8 «1*4*5*8 «8 «2*4*5*1 

«1 «2*5*8*4 «1 «8*5*2*4 «2 «1*5*8*4 «2 «8 *5 *l *4 «8 «1*5*2*4 «8 «2*5*1*4 

«1 «2*5*4*8 «1 «8*5*4*2 «2 «1*5*4*8 «2 «8*5*4*1 «8 «1*5*4*2 «8 «2*5*4*1 

359. 1) 240 Komplexionen; 2) Komplexionen. 

360. Via^a^üs; *i*8*8*4; <^iC2<^sC^\^^ = 18. 361. Auf 40320 Arten. 

362. 1) 72 oder 2160 Komplexionen ; letztere Zahl, wenn die Elemente gleicher Eeihen 

n^ m^ (n!)2 

ihre Stellen vertauschen; 2) -^^^-^ • ^^^_^^, oder ^a^_^), ^(^_^),j. 

in denselben Fällen; Bedingung der Möglichkeit w^m^- — 

— = A 
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Kombmatonk. 



Aoflösiing zu Ko. 

363» 1) In 3240 Varjatioaeii ; 2) in 2160 Variationen. 

364- 1) In 4320 Variationen; !ä) in 3240 Variationen. 

305p Auf 201<>0 Arten. Kanu jede Figur in derselben Qnerröihe auf aile Felder rücken, 
80 ist die AnzabJ noch mit 6« zu mnltiplizteren, 

366. 30240 Wochen (oder naheasn 580 Jahre), Die schliesslich verbrauchte Summe be- 
trägt 302400 M^ 367. 3&28000 Wörter. 368- 3639 absolute Variationen. 

369- 1) 6824 Variationen; 2) 21 Variationen; 3) 20 Variationen. 

37Ö* 478716930 Vertauschungen. Zur Berechnung der Grössen T verweadet man am 
kürzesten die rekurrierende Formel in Erkl. 40, ausgehend yon ^F = 44, 



g) Aufgaben über die Variationen mit Wiederholung, Seite 264 bis 460, 



424. 3111 
3112 
3113 

3114 
3121 
3122 
3123 
3124 



425- 1) 



3131 

3132 

ai^ia 

3134 
3141 
3142 
3143 
3144 
n (n^ — 1) 



3211 

3212 
3213 
3214 
3221 
3222 
3228 
3224 

2) 4^ 



3231 

3232 
3233 
3234 
3241 
3242 
3243 
3244 
4J^ — 1 
4 — 1 



3311 
3312 
3313 

3314 
3321 
3322 
3323 
3324 

=^ 256^ 



3331 
3332 
3333 
3334 
3341 
3342 
3343 
3344 
1023 _ 
3 "^ 



3411 
3412 
3413 
3414 
3421 
3422 
3423 
3424 



3431 

3432 
3433 
3434 
3441 
3442 
3443 
3444 



87296 



428. 1830 Eomi^lexioneiL 



n — 1 
426- „ALFREDE 427. Die 170795. EomplexioiL 

429. 14977 Kompleiionen. 430- 590 Eomplexionen. 

43L 1) 81: 2) 2058 Komplexionen. 432- 1) 1296; 2) 720; 3) 72^ 4) 180. 

433. Anzahl der Besetzungen 256 ; Typen: 4, 31, 22, 211, 1111; entsprechende Kom* 

plexionszaUen: 4, 48, 36, 144, 24. 4M- 507872. 

435« l)eineNormal0t6Ue: 12924; 2)zT^^eiNorraalst^llen: 5022; 3) drei NormalBtellen: 972. 
436. 1)2187; 2)630; 3)210. 4S7- 12474656 Lagen, 

438. ff^ &i &i &, e, Cj ö^&j&g&jCj*?, aji.jfcj6jC^Cj a^b^h^h^c^c^ 
a^hibibiC^c. Gj&j&ä&jCiC^ a^h^h^h^CiC, a^b^b^\eiC^ 
a, &jfc, &, c^,c, a^\h^h^€^c^ u^h^b^biU^c^ a^ ö^ &„ &i ff^ ^i 
ajt, frj&j(*„Cu a^b^b^b^c^e^ aib^h^h^c^Cy^ a^h^k^biC^c^ 
a^bjb^b^e^c^ öiftjfe^fcjCiei a^b.^b^b,,c^c^ a^h^h^b^CiCi 

«1 ^1 ^l K ^1 ^-J «1 &! K K ^t ^1 **| K ^] ^n ^l <?2 <^i K h ^^ ^l ^2 

a^b^b^b^c^Ci a^b^b,yb^c^c^ a^b^b^b^CyC^ aiKh^b^e^c^ 

a^b^h^h^e^c^ a^h^h^h^c^c.^ aiKh^h^^c^c,, üiKb^b^c^c, 

Hierzu kommen noch 32 Komplexionen, die sich von dem angeschriebenen nur 

durch das Element a.j itatt a^ nnterscheiden. 

439. 1) 288 Komplexionen; 2) 25515 Kompleiionen. 

440. 1) 281250 Zahlen ; 2) 203125 Zahlen ; 3) 78125 Zahlen. 

441- 21 Glieder: a^ + Ba*a^ + ^a^^a^ + 10iilal + 2Qa\a^a^ + l0a\al + 10a]al 
+ 30a^ al a^ + 30öJ a^ a| + lOa] ^ + 50.^ at + ^a, 4 a^ 
+ 30aj 4 ö^ + 20ffj ög al + 5^^ «* + 4 + 5^ a^ + 10a| s| 
+ iQ4al + 5u^al + 4 

442. ö^i + 11 aio & -]_ 55 a® 62 + 165 »» b^ + 3B0a'^ &+ + 462 aö &^ + 462 ei^ 6« + 330a*fcT 

+ 165a3fca + 55(,«|fa_[_ 11 (y &io^ &11 

443. 540 Komplexionen. 444- 19958400 Variationen. 

445. 1) 1800 mal; 2) 300 mal 446- 1656 mal. ^ ^ , 
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Resaltate zn den nngelösten Angaben. * 
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Auflösung zn No. 

447. 676 Variationen. 448. 77976 Zahlen. 

449. 7525 Glieder, darunter wirklich verschieden 165 Glieder. 

450. 9800 Glieder, darunter wirklieh verschieden 135 Glieder. 

451. 540 Glieder, darunter wirklich verschieden 24 Glieder. 

452. 2187 Wörter. 453. Ebenfalls in 2187 FäUen. 

454. 1) 9; 2) 2511; 3) 58320; 4) 294840; 5) 408240; 6) 136080 

455. 1) 179626600 Zahlen; 2) Typen: löl, 92, 83, 74, 65; entsprechende Zahlen: 891, 

4465, 13366, 26730, 37422 
456t 83607552 mal. 
457. «102^8^4 «102^5^3 «ifl^3^4Öt2 ttj ttj ög «^ 02^1^5 ^3 a^aQa^a^ 



458. 



459. 
460. 
461. 

462. 
464. 






a.a^a.a. 



öti»8Öa»5 



aaa 
aab 
aac 
aad 
aha 
ahb 



ahc 
ahd 
aca 
ach 
acc 
acd 



haa 
hah 
hac 
had 
hha 
hhh 



«1«3Ö4<»5 
»1«3<»5^4 

hhc caa 

hhd 

hca 

hch 

hcc 

hcd 



«2«1»4«8 

a^aiO^a^ 
che 
chd 
cca 
cch 
ccc 
ccd 



«2Ö3«1«5 



0^2 »8 «5 «1 

a^a.a^a. 



cah 
cac 
cad 
cba 
chh 
2) mit Wiederholung: 864 Variationen. 



1) ohne Wiederholung: 180 

264 Variationen. 

«J4(n2-l)(n3-w,)(n,--3) + 3(w,-l)K-2)K~3) 

+ 2K-l)(n,-2)K-3) + (n3-l)K 
810 Zahlen. 463. 1) 168 mal; 2) 96 mal. 

ahcde achde adhce hacde hcade hdace 



abced ached adhec 
. ahdce acdhe adche 
ahdcc acdeh adceh 
ahecd acehd adehc 
ahedc acedh adech 

465. 2419200 Permutationen. 

467. 3780 Anordnungen. 



haced 
hadce 
hadec 
haecd 
haedc 
466. 



hcaed 
hcdae 
hcdea 
hcead 
hceda 



hdaec 
hdcae 
hdcea 
hdeac 
bdeca 



cahde 
cahed 
cadbe 
cadeh 
caehd 
caedh 



chade 
chaed 
chdae 
chdea 
chead 
cbeda 



•2)K-3)] 

cdahe 
cdaeh 
cdhae 
cdbea 
cdeab 
cdeha 



36 Arten. 



468. 2631600 Anordnungen. 



h) Aufgraben über Variationen zu bestimmte 
489. 1117 1261 1531 2233 2611 



490. 



1126 1315 1612 

1135 1324 1621 

1144 1333 1711 

1153 1342 2116 

1162 . 1351 2125 

1171 1414 2134 

1216 1423 2143 

1225 1432 2152 

1234 1441 2161 

1243 1513 2215 

1252 1622 2224 

wyh I wy^ 1 tcy'y i ^ 

« = 19 «=18 « = 15 



2242 

2251 
2314 
2323 
2332 
2341 
2413 
2422 
2431 
2512 
2521 

\wyh 



491. 1) 134596 Variationen; 2) 



3115 
3124 
3133 
3142 
3151 
3214 
3223 
3232 
3241 
3313 
3322 



n Summen, Seite 286 bis 288. 

3331 4321 

3412 4411 

3421 5113 

3511 5122 

4114 5131 

4123 5212 

4132 5221 

4141 5311 

4213 6112 

4222 6121 

4231 6211 

4312 7111 



(n + l)(n + 2)>.>(n + Ä:-l) 



1.2...(Ä:~1) 



Variationen. 
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298 Kombinatorik. 

Anflösnng zu Ko. 

492. 20349 Variationen. 493. 126 Würfe. 494. In 57155 FäUen. 

495. In 9880 Fällen. 

496. Anzahl der nötigen Elemente = 15; Anzahl der Variationen = 680. 

497. 24822 Variationen. 

498. A hat 140, B 540 günstige Fälle; Gesamtzahl aller Fälle für A: 196, für B: 
7776 Würfe. A hat günstigere Aussicht auf Gewinn. 

499. A hat 21162, B ebenso viele günstige Fälle. 500. 73 Zahlen. 

501. 930 Variationen. 502. 207 Fälle. 503. 1728 Variationen, 21 Elemente. 

504. 240 Variationen. 505. 792 Variationen. 

506. Auf 312 Arten; ausgeschlossen werden 48 Variationen. 
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Druckfehler-Berichtigungen. 



Seite 45, Au%abe 42, Auflösung, lies überall P^ statt P^, also sind alle Resultate durch 6 
zu dividieren. 

„ 54, rechts, Zeile 2 von oben, lies 29 statt 28. 

„ 54, „ „ 6 „ „ „ 28 „ 12. 

?? 54, „ „ 7 „ „ „ 29 „ 28. 

„ 55, Aufgabe 85, lies „mit 2»c" statt „mit be^'. 

„ 56, rechts, Zeile 1 von unten lies Au%abe 48 statt 46. 

„ 64, rechts, Zeile 15 von oben lies C^Z.1 statt C^~l, 

„ 64, Frage 50a, Hnks, lies C*""^ C^ statt C^^ C^. 

„ 82, rechts, Zeile 4 von oben lies Frage 53 statt 52. 

„ 94, links, Zeile 7 von oben lies 2w + l statt 2m — 1. 

„ 98, Aufgabe 146, 3) lies aja^a^a^Q statt a^a^Q. 

„ 102, rechts, Zeile 4 von oben lies Au%abe 32 statt 130. 



102, 


V 


»> 


5 


j> 


»» 


102, 


»» 


j? 


6 


»» 


>» 


102, 


n 


M 


1 


»» 


unten 


103, 


M 


»> 


1 


>» 


oben 


103, 


j» 


>j 


2 


j> 


»» 


103, 


links. 


»» 


4 


J5 


unten 


104, 


rechts, 


»» 


1 


»» 


oben 


129, 


j» 


j» 


12 


>) 


»> 



130 


„ 131. 


131 


„ 132. 


132 


„ 133. 


133 


n 134. 


133 und 134 statt 134 und 134 a. 


5; 8) 


statt 5; 5). 


136 statt 142. 



„ -c;;:j:J statt -c;;. 

132, links, Au%abe 198 lies '^C* statt '^C*. 

137, rechts, Zeile 13 von oben lies «g (^i — 1) statt ng (n^ — 1). 

137, Au%abe 209, links, streiche „nur"'. 

142, Angabe 220, links, lies „einer*' statt ,4eder**. 

146, Au%abe 240, links, lies „8 einmal'* statt „8 zweimal". 

171, Au%abe 298, lies 51 statt 52. 

172, links, Zeile 5 von oben ergänze: „in ganzen Zahlen". 

200, links, Aufgabe 231, lies „Stellen" statt ,3ollen". 

201, rechts, Zeile 7 von oben lies C% • 0]^ - F^ statt Cjj • Cj^ • C'l. 
204, links, Au%abe 356, lies 6147 statt 6143. 

225, rechts, Zeile 12 von oben, lies Frage 170 statt 161. 
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V*'."^ 



ujv 



1?^^ 
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